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Vorwort 



Die beiden bis jetzt erschienenen Bände der dritten Reihe des 
AxchiTS der Mathomatik und Physik hunen erkennen, wie weit es ge- 
lungen irty das Ftogramm m TenrnrUieben, welcbee wir Eiii- 
filhrung" im ersten Bande dargelegt hatten. 

Dank der tbaibiftigan üntersfeltisiuig einer groben Beike bereit- 
williger Mitarbeiter ist Tielee meiekt worden, was damals als 
eratrebenswertes Ziel kingeeteilt worden Bab niekt alle Tdle des 
Programms gleiebmäljig aar Ansftlknmg gelangt sind, bitten wir damit 
an entscbnldigen, dafii besügliobe Arbeiten leider noch niokt beeebafft 
werden konnten. 

Der Reichtum an AxilllStaeny die der Bedakläon in entgegen- 
kommender Weise zur Verfügung gestellt sind, bat es dagegen er- 
möglicht, jedes Doppolheft mit interessanten ITntersoekiwgen aus den 
verschiedenartigsten Gebieten auszustatten; and wenn aitoh mancba 
Arbeiten über den Tieileicht etwas zu eng abgemessenen ursprünglichen 
Rahmen hinausgehen, so hat das Ganse gewifs an Mannigfaltigkeit and 
dadarch an Anziehungskraft gewonnen. 

Wir sagen den Herren, die uns in liebenswürdiger Weise durch 
Liefen ng von Beiträgen unterstützt oder (birs li einsichtsvollen Rat auf 
einzu jchlagende Wege hingewiesen babon. r.nscien verbindlichen Dank 
lind geben uns der Hofinung hin, dals sowohl die Mathematiker als 
aach die Physiker auch fernerhin ihre hilfreiche Hand uns bieten werden. 

An dieser Stelle möchten wir noch auf die Aufgaben und 
Lehrsätze der Vermischten Mitteilungen besonders hinweisen und 
an die Herren Dozenten die ergebene Bitte richten, die Studierenden auf 
diese Rubrik des Archivs aufmerksam zu machen. 

Eine bedeutsame Erweiterung des Archivs ist inzwisclieiij luiolge 
einer dankenswerten Anregung des Herrn Alfred Ackermann -Teubner, 
nach Verhandlung mit der jüngst ins Leben gerafenen Berliner 
Mathematiseken Gesellsokaft beschlossen worden. Die Mitteilvngen 
derselben wwden als selbständig paginierter Anhang der einaelnen 
Hefte ersebeinen. Der Toriiegcnde Band bringt die Beriekte fiber die 
drei ersten Sitxnngen der Qesdladiaft. 

Von der Mitteilung der Preisfragen von Akademien nnd gelekrtm 
GeseUsdiaften wollen wir in Znkonft abseben, naekdem der Jahres- 
bericbt der Den tacken Matkematiker^Yereinigang dieeelben in 
Bein Programm anfgenommen bat. 

£. Lampe. W. F. Hey er. £. Jahiike. 
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über Krolse, welehe Kegeteelinitte doppelt bertlliren. 

Von Rudolf Schüsslbh in Ghhs. 

(Mit a Figureutufeln.) 

L 

Die Beziehunjafcn , welche zwischen Kegelschnitten und den sie 
dujn>«lt berührenden Kreisen bestehen, hat Steiner in seinen Abhand- 
liuiL'eu ^^lementare T.ii.sung einer geometrisehen Aufgabe und über 
eiuige damit m Iii /icluing stehende Eigenschaften der Kegelschuitte** 'j 
und „t- her einige neue BestiinniiuigHarten der Kurven zweiter Orikiung 
nebst daraus folgenden neuen Eigenschaften derselben Kurven" -) ans- 
fährlich erörtert, aber fast alle Sätze ohne Beweis nntgeteilt. Diese 
sämtlicheD Beweise liefert Fiedler in seiner Abhandlung „Uher die 
rhvrchdringnng gleichseitiger Hotationshyperbüloide von parallelen 
Ai.iisien'" indem er nach deji Gninds ätzen seiner r'ykiograj)hie durch 
räumliche Betracbtung alle Eigensebaften ableitet. Auch alle anderen 
mir bekannten * ] Arbeiten, welcbe sidi init darauf bezüglichen l'roblenien 
beschafligeu , stützen sich auf räumliche Betrachtungen; so löst z. B. 
Niemtscbik in seiner Abhandlimg ,,Uber die Konstruktion der 
einander emgeschnebeuen Linien zweiter Ordnnng^'^) die Aufgaben, 
Krei«?p zu bestimmen, welche einen K*'g»'l.schnitt doppelt berübren, 
sowi'- Kegelschnitte zu liestiinnjPTi , welche Kreise oder Kegelschnitte 
dop[,elt l erühren, durch Projektion ebener Schnitte von Kotationsflächeu 
zweiten drades. 

Die meisten dieser Aufgaben lassen sich auch rein planinietriscb 
behaudelu und zwar, wie gezeigt werden soll, gütr/ elementar nur mit 
ZogTiindelegung der einfachen Brennpunkts» igcuschatten der Kegel- 
ttknitte, weiche in den meisten Lehrbüchern bewiesen sind. 

l; Steiners GMammalte Werke II, 889— 4S0. 

5) Steiners Oeeanunelte Werke H, 448—488. 

8) Acta mathematica 6, 881—408. 

i) Vgl. die Anmerkung am Schluf« der Arlx it 

6) Sitznngfiber d. k. Akad. d. Wisa. Wien: Hl (M&n 1873), 6« (Nov. und Dez. 
1873), 71 (März 1876). 

Axdtdr ter MsthmaMik and VkftSk. HL Bdbt. U. 1 
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Biese planimetriBche Bebsndlmig geht von folgenden swei 
Satmi aus: 

la) Der ÄhnUtAJtmiskreis ßmier ekim EegdatMU doppdt he- 
rührender Kreise iremU die Brem^pitkkte harmomsch (stskneidei den Mma 
über den Brennpmkten reMeiiäBlig), wenn die Xreismüldfunkte auf der 
ffampiadue He^, oder 

b) gekt durtk die Brennpunkte, iimn die KreismiUdpunkte auf der 
Nebenachse liegen. 

IL Die Chordale zweier doppelt berührender Kreise, deren MiUelr 
punkie anf derselben KegelschnittsacJise liegen, ist parallel zu den Be- 
riArungsselinen mit detn KegelscJinitte und gletdiweit von Urnen enitfendy) 

Da der elementare Beweis dieser Sätze von den Brennpunkts- 
eigenschiifton ausgehen soll, mofs er fitr Eliipee, Hyperbel und Parabel 
getrennt geführt werden. 

A. Ellipse. 

1. Mitlelpinilite der Betührnngskreise anf der NebenachRe. Legt 
niiui dnrßh einen Punkt p der Kurve mid dio Brennpunkte einon 
Kreis, so srhnoidet er die Nebenuchse in zwei runkU'u t und o, welche 
mit }> verbunden die Taiig^i-nte und Normale der Ellipse in p liefern. 
0 ist dann der Mittel])unkt einea Kreises, welcher die Ellipse in p und in 
dem zur Nebonuf'lisc sy ninietrisclien Punktf p' berührt. Fällt man von 
eineui Breun]) uu kl e /" auf die T}tnu:»Mite die Normale, .so hat der Fnfs- 
punkt ö dersell)en vom Mittelpunkte m der Ellipse die Entfernung a 
(grofse Hnlbiiehse), und es folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke pof 
und ömf (Fig. 1) 

poiof —dm\ mf, d. h. r : o/*= a : e, 

der Badins eines doppelt berOhrenden Kreifles stobt cor Entfernung 
seines Ifittelpunktes Ton den Breunpunkten in einem konstanten Ver* 
haltttisse (a : c).^) 



1) Dies ist ein besonderer Fall des allgeineinen , prt>jekti%'iseh leicht so er- 
wf'isL'iiden Sat/.cs: Wi-iin ein vori^ndprlicbor Ke^^'t-lachnitt zwei feste doppelt 
beriihrt, geheu die Berülini!!t,'-'sebiien diinh t'iiio TMagoualecke x dcB Bam»vier- 
eckoH der beiden C\ imd aiud hui-mouisch konjugiert zu den durch x gehenden 
gemeinsamen Sekanten der beiden C,. (Steiner, II, 472.) 

2) Nebenbei ist dies ein. elementarer Beweis für folgende Konatruktion eines 
Berührungskreiaes bei gegebenem Mittelpunkte o auf der Nebenachse: „Die Ver- 
ViindnnTr?linip of srhneidef (lio Tangenten in den Scheiteln der Hauptachse in 
Punkten des gesuchten dop[>elt berührenden Kreise». (Pelz: .Beiträge tur Be- 
stimmung der Sdlbst- und SehlagHcbattengrense von bei CentaJbdeacbtung". 
VI. Jahiesber. d. L. 0. Beelsebnle in Oraz, 8. 7.) 
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Für zwei doppelt berührende Kreise stehea die Entfernungen 

eines Breimpuiiktes von den Kreismittelpunkten im gleichen VerhUltnit 
wie die Ereisradien {oj : o^f = r, rr^). Da nun der Ähnlichkeifcskreis 
von K^K^ d. i. der Kreis, welcher den inneren und äufseren Ahnlich- 

keitspunkt zu Endpunkten (nnos Diirchrnpssors hat, alle Punkte ent- 
hält, deren Entfernungen vou den Kreismittelpuukten o,0j sich wie die 
Radien verhalten, so liegen die Brennpunkte auf den Ahnlichkeita- 
kreisen aller Paare von döjip»'ltl)erühreii(leu Kreisen, die ihre Mittel- 
punkte auf der N( iirnaclise iuiben.^) Oder der Winkel der von uml 
0^ nach einem lireuupunkte geriehteten Strahlen hat llalbieruBgSBtralilejiy 
irelche durch die AlmlichkeitüpunKte von K^K^ gehen. 

Die Berührungssehne pp' des Kreises K mit dein Mittelpuriktp o 
und der Ellipse schneidet die Nebenaohse im Punkte 7t ( Fig. I ). Dann 
ist op* = o» • otf op == om • oty und durch Division der beiden 

QleiehoiiffeD erhSlt man — ^ — ^ oder — a —e — h^v\ A\^ 

die AbstSnde der Bertlhniiigssduie imd des mgehörigen Kreinnittel- 
pnnktes Tom BUipsemiiittelpnDkte m haben ein konetantee VerhSitma. 
Danuis üolgt weiter: Sehneiden die zu drei Mittetpnnkten OiO^o^ ge- 
hörigen BerOhrangBBehnen die Nebenaehae in den Punkten x^n^n^j so 
iat 0^0^ : OjO^ — «iSTi : ft^^ty inabesondere mala die com Halbierunga- 
punkte o ron o,o^ gehörige Berfihmngasehne in der Mitte xwiachen 
den so Oj und gehörigen BerOhningmehnen liegen. 

Für Ewei Mittelpunkte o^o^ auf der Nebenaehfle haben die doppelt 
berührenden Kreise die Radien Tj =^ ^o^^f'= ^yö^m* -f e* und = ^^tf 
= ^ + Die Ohordale dieser Kreise sehneide die Nebenaehse 
im Punkte h (Fig. 2), dauii ist ho* — y»o| = — ^= \ o^ m' — b^m*) 
oder {ho^ + A%) (Ao^ — ho^) (Ojiw + o^m) (0|m — o,m). Ist « der 

Halbiemugspunkt von o, Og, so folgt 2 • hw • OjOj = ■ 2 • mca OtO^, 

oder ha:niu) a- : e^, d. h. die ( 'liordale ist die zn co gehörige Pi^- 
rührungsseluie, uud weil a der Halliierungspunkt von o,o^, ist, inufs die 
Chordale in der Mitte der zu und gehiirigen Berühruiigssehnen 
liegen, oder die Berührungspunkt*! zweier d(>[)])elt herülireuder Kreise 
mit einer Ellipse haben ?on der Chordale der beiden Kreise gleiche 
Entfernung. 

1) Steiner: Oes. Werke H, 8. 897 nnd m. 

S) Tergl. Pelz; „CoDstructioii .I.t Axen einer RUipBO aus S oo^jugierten 
Biametam" {i. Programm d. St Realschale in Tegchen 1S76). 

1* 
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Ft'ir solcho Pnnkto PiPIp^JK zwoior Krpiso, wolcho von tloren 
Chordale «rleicliP Kiitferiiiig besitzen, gelt^^n bekanntlich eine Heihe von 
Bftziehungeu. Nennt man wie früher die Verl)induugslinien zweier 
Pnnkte flesselbeu Kreises Berührungssehnen und die verschiedener 
Kreise (/.. H. p^}).^ Wechsel sehnen, so kann man diese Beziehnnj^en 
folgend au s|ii i clien: Aut W echselsehnen werden von beidon Kreisen 
gleiehp Stücke abgeschnitten^); die Endpnnkte der Woehselsehnpn 
haben vom llalbierungspunkte a der beiden Kreisniittt lj unkte gleiche 
Entfernung.') Die Tangenten in den Endpunkten der ^^ echselsehnen 
schneiden sich im Ahnlichkeitskreis; die beiden Schnittpunkte der 
Tangenten in den Endpunkten der Berührungssehnen sind harmonisch 
konjugiert zum Ahnlichkeitskreis.^) 

Man kann auch direkt aus den lireimpuuktseigcuschafteu ableiten, 
dafs diese Beziehungen für die Berührungspunkte zweier doppelt be- 
rührender Kreise gelten, und daraus den Schlufs ziehen, dafs die Chor- 
dale in der Mitte der Bertthrnngssehnen liegt 

üm 2, B. ssa beweisen, dafs die Endpunkte der Wedhaekehnen 
vom £bilbierongBpiinkte o» der Stred^e gleich weit abatehen, seigt 
man, dab der Halbiemngspunkt h' einmr Weehsdaehne mit a yw- 
bnnden eine Noraale snr Wecfaaebelmie liefert Zu dieaem Zwecke 
aucbt man anerat einen Anadrock für die Länge der BerÜlimngaBebne: 
Fällt man in Fig. 1 die Normale oa Ton o auf den RadinaTektor f^Pf so igt 

1) Ans der Chordaleneigensdiaft h'p^ • A'f, h'p^ > h'q^ folgt (Pig. 8) wegen 

Ä'p, — li'p. auch h'q^ ^h'f^ VSsA die Gleichheit der Strecken ff uud da 
die Mitten rf, , </, derselUen von h' ploidiweit entfernt sind, «o geht die Nonriale 
auf die WechseUehuc in h' durch oi, den Halbiemngspunkt von 0|0, und es ist 
«A — ap, 

^ WUüt man inabMondere lüs einen der Berflhmngslcreioe den der Ellipse 

nmgeBchriebenon Kreis, so fol^ft daraus: Schneidet die Normalf «'ini's Punktes p 
die Nebenachse im Punkte ho liegt d«'i Mittelpunkt eincH Kreises durch ;> niul 
die Scheitel der grofsfu Achse in der Mitte /.wischen o und m stehe Pelz: „Zur 
viMenschafÜ. Behandig. d. Axonometrie" 81. Bd. d. Sitx.b. d. K. Akad. d. Wiss.). 
8} In Fig. 8 sind 

«x/ Äe,ji,ii,, daher Xp^ ^ s^i p^d^^ 

femer 

AjJjXfi ~ Ao,/>,<i,, daher xp^ : : p^d^, 

und wegen 

p^d^ üi aepi i r, — » xp^ : oder 9^ : «jg^ — r, : r, — «o, : «e, ; 

d. h. X liegt im Ähnliehkeitakreis. Zeichnet man in PiP[PtPi Tangenten, 
8o zeigt Fig. 4 : Wenn die Tangenten in den Endpankton der Wechselaehnen sich 

auf K, s('hni'i<].'u. niri»;M'n die Sclmittpunkte uu' der rar Centnllinie symmetri- 
Bchen Tangeuteu zu K* harmouisch koiyugiert sein. 
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daher 

' pa : mf = oa : om — {op : of) = a : e-y 

duaoB folgi 

— a und occ — om-' 

Nun ist 

op^ = -f oa* — pu^ + oa* =^ -i- o»»* -y , 

ff 

nnd wegen 



ist 

- , , ra* ft*\ - »«"ft" 

px* =: o* - om» (^^, j = o» - om»— • 
Daim ist f&r swei Kureaipiiiikte |)||»|: 

oder 

Fällt man (Fig. 5) vom Halbienmgspnnkte h' der Wechselsehne 
/>i/)^ auf die Nebenadwe eine KonnaLe, so iet der Fufspunkt h der 
Ualbienrngepunkl von die Normale Ton auf die BerührongB^ 

sehne x^p^ schneide dieee in d, dann kann man obige Gleidiung in 
der Form ichreiben: 

2hh' ■ p,d = Smk ' 3<dA • oder ^ ^ > 

d. h. die Dreiecke ahh' und ji^dj»! sind ähnlich, und daher ist ah' 
normal m PiP^, woraus nnmittelhar folgt, da(s mp^ « ap^ ist*) 



1) Mail kann diei auch' aadinr« beweiaen: Weigen o« ■ mt^-^mo < m< >-i a' 

ist px* wm no * xt ^ *o (mt — mn) — a* — o» • m«; daher ist n,* — i>|«t' 
Ol«, • m«, — «I«, • MS, SS 4- Aa*«)^"**! — ma^, denn 0,«, • miTg uifed 

. , ... 0,«. OL», 6* 

o-ff, ■ >»?r, Pind ffleich wegen -* — • 

2} Man kaim dies auch direkt zeigeu, Ueau der Ausdruck »/)|'=-|>|jri* -f" 

a* 4-^1**** "t" '"''i' *i^^ durch Hinsufilgen von mh • a 

1(0^*1 ~l~ ^t^! ^*») ^d Wegnafame von ■^\-nK^(aw^ — 

' «I«» aaf die Form bringen 

«ft» = «« — "2^<^»"»' + <^**'> + + 

-welche ungeändert bleibt, wenn man mit p^ vertauscht. 
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Oder man kann direkt beweisen, dals sich die Tangenten zwuier 
Kurvenpimkte p^p^ im Ähnliclikeitskreis der zu 2>i und gehörigen 
Berührungskreise schneiden: Der Schnittpunkt x der Tangenten in p^ 
und /), (Fig. 6) liegt auf dem zu p^p^ konjugierten Durchmesser xm, 
welcher aUo Pi^p^ in ii halbierte Da somit ji^ und p^ von diesem Dureh- 
messer gleidie EntÜnmimg babeu^ nnd dU Bnieeke mxp^ nuA mxp^ 
üüialtsgleich, imd es ist 

Anderseits ist >»S ■ cmcp — n ■ cos qp und o^p^ — a : cosg), weil der 

Radiiiff des Berühniujxskreises auf einen lladiusvektor projiziert die 
groDse Halbachse giobt ^Fig. 1)^ also \ • o^p^ = = • o^p^ oder 

^ : A| o^p^ : OjPj und xp^ : Jtr|% » : 

d. h. X li^ im ÄhnliehkeitskreiB dar beiden BertÜuungdmiBe. (Es ist 
auch Winkel V\^o^ ^Vt^^ty Halbienmgsstmhlen des Winkels 

zweier Tangenten und der naeli den Mittelpunkten der sugehSrigen Be- 
rObrungskreiM gerichteten Strahlen sind identisch und gehen dimdi die 
Scbnittpunkte des zug^drigen ÄbnliehkeitskreiseB mit der Nebenachse.) 

2. Jft^fe^fiXrfe der "BenSknimQSema» amif der Ea/uptaiätae, Stfitst 
man sieb auf die bereits abgeleiteten Reeoltate, so ist (Fig. 7) op : on 
~ mar' : mn^l^ : ^ und wegen op ' on^of • of^ ist 0^ : of-of^^l^i^. 

Diese Relation kann man aocsh leicht aus der bekannten Kon- 
struktion einer Eurremiormale mit Hilfe der komsentriteben Kreise 
mit den Radien 6, a + & herleiten: (Fig. 8) op'.pn^ ^h: a, np :jpfi| 
^a:hf also ojj : «p = 6* : a* und : 0» = 6* : (a* — h*) 6* : e*, woraus 

wie früher y = d. b. das YerbSltnis des Radius eines Be- 

rührimgskreises und der durcli dessen Mittelpunkt gehenden kjirzesten 
Sehne des Brennkreises ist konstant = h : c}) 

Hat man nun zwei KreismittelnunkU u^o., anf der Hauptachse 
(welche ftlr reelle Kreise innerhalb der Brennpunkte angenommen 
werden niiiss. ti *, so ist fPip:. 9) r, : Voif - oJ\ : yo^f - o^f^ — tf, : <jj, 
was zu eil) 1 ->infiu'hen tvuustruktion der Ahnlichkeitspuukte s^.s,, der 
beiden Rertihrun^Kkreisr führt. Dieselbe 7:<>iort, unmittelbar, dafs .s und 
harmonisch konjugiert sind bezüglich des Brennkreises K^.^) 

1) Steiner« Ge«. Werke U, 394. Man kann dies aacfa so snssiwecheD: Für 
alle doppelt berShrenden KniM mit den Centren aof der Hauptachse VMea die 

Endpunkte der zur HauptachHe normalen Radien eine Ellipse, welche die End- 
punkte der NeVtenachsc uud die Brennpiinkte der gegebenen Ellipse als Scheitel 
beaitxt. Der Satz jfilt noch all^remriner (Steiner, II, 408 U. ff.). 

2) Steiners Ges. Werke 11, 3yy. 
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Die weiteren Betrachtungen sind analog den früheren, wie ja schon 
daraus hervorgeht, daCs die Iladien der zu einem Kurvenpunkte ge- 
hörigen Kreise mit den Mittelpunkten in der Haupt- oder Nebenachse 
in einem konstanten Verhältnisse (6* : a*) stehen.*) Zieht man (Fig. 7) 
die Berührungssehne, so ist mo : mn = mn : nn = c' : d. h. die Ent- 
fernungen des Kurvencentrums vom Mittelpimkte eines Kreises und 
von der zugehörigen Berührungssehne stehen in einem konstanten Ver- 
hältnisse. Daraus folgt, dafs, wenn d[o}' — a'o'^ ist, die zu o\ <a'o^ als 
Kreismittelpuiikten gebürigen Berührungssehnen äquidistant sind (Fig. 5), 
und auch tu a ' . hh' = : a*; nun wurde früher bewiesen, dafs am : (oh 
= : a'; daher liegt lo' auf der Geraden loli', d. ü. (o' h' ist normal zu 
f>^p^ oder lo'pi — cj'p^, woraus folgt, dafs die Chordale der Berühnmgs- 
kreise in der Mitte der Berührungssehnen liegt. 

Dies lälst sich auch direkt beweisen: Schneidet die Chordale zweier 
doppelt berührender Kreise mit den Mittelpunkten Oj und die Haupt- 
achse in h (Fig. 10), so ist 



oder 

o^o^*2ha = ^ o^o^ -2tn(o, d.h. ha.ma = h- :v oder hmimat = a^:e\ 

daber ist die Chordale die zu «9 geh5rige Berttbrangssehiie und liegt 
also in der Mitte der za and gehörigen Berilhnuigssehnen. 



Man kann alle Beweise analog, wie bei der Ellipse, durchführen 
und braacht nnr denselben Text auf die entsprechend geänderten 
Figuren (1 a, 7 a) zu beziehen- Doch können bei der Hyperbel die 
beiden Satee I and II aach mit Benataang der Asymptoten abgeleitet 
werd^i- 

1. Mittelpunkte auf der Neltetiachse. Soll für den Mittelpunkt o 
der Nebeuachse der Berührungskreis konstruiert werden, so fällt man 
(Fig. 11^ von o auf die beiden Asymptoten die Normalen; die Fufs- 
punkte öd' derselben geben die Berührungssehne, welche die Hyperbel in 
den Berübnmgspnnkten pp' schneidet; dabei ist dp • dp' = » dl ■ dl , 

1 Daraus folgt z. B. , «iafn für Bi'n'ihrnn^'skrtMsc niil dorn rpntmm auf der 
üaTjptat-bse die Projektion de» lladiue auf einen zugehörigen Iladiusvektor gleich 
dem Knizoniuugiiradius des ScheitelB der grofsen Achse 



oder 




B. Hyperbel. 
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Rudolf Suhüsslks; 



also dl — dV = ap cLh. jeder die Hyperbel doppelt berfihrende Ereii^ 
dewen Hittelpnnkt in der Nebenachse liegt^ echneidet auf den Asymp- 
toten Sebnen aas, i^eieb der reellen Aehse der Hyperbel Nim ist 
odzcm—eo8^^aie\ also odxa^omie, daher AodVf^Aomf^ 
tmd riof =a:e d h. der Radius eines Berflbnmgskreisee und des 
konzentrisehen Kreises durdi die Bremiponkte stehen im konstanten 
YerbSltnisse a:e. 

Für zwei doppelt berflhrende Kreise mit den Mittelpunkten a^o^ 
ist daher : c^f — : o^f oder r^ir^^ <\f i o^f d. h. die Brennpunkte 
liegen im ÄhnliehkeitBkreiBe der beiden Berühnmgskreise. 

Schneidet die Bertthrungssehne die Nebenachse in so ist 

_ = cos9-^^a daher - = cobV = -. mid — - ^„ 

d. h. das Verhältnis der Eutl'emungen des Mittelpunktes des ßerührungs- 
kreises und der Berühnmgsäehne vom Iiyperbelinittelj)iinkte ist kon- 
stant, insbesondere gehören zu drei äquidistanten Mittelpunkten drei 
äquidiätante Berührungssehnen. 

Zeichnet man zwei Berührungskreise und fallt vom Halbierungs- 
punkte cj ihrer Mittelpunkte die Normale w/t' auf eine Asymptote, so 
liegt (vergl. Fitr. 3) auf der Chordale der Kreise (weil auf der 
Asymptote gleicho Sehnen ausgeschnitten werden) und auf der zu oj 
gehörigen Benibruugsseline; also liegt die Chordale der Kreise in der 
Mitte ihrer Berührungsselmen mit der Hyperbel. 

2. MiüclpunkU' auf der Hauptachse. Zur Bestimmung der Ho- 
rührungspuükte pp' bei gegebenem Mittelpunkte o auf der Ilau])tachse 
fallt man (Fig. VI) von o die Normalen auf die beiden Asymptoten; 
die Verbindungslinie ihrer Fufspunkte Sd' ist die Berühningssehne, 
welche die Hyperbel in den gesuehteü l^rührungspunkteu pjj' schneidet, 
so dafs pö ■ p()' - fip ■ dp' — ist, d. Ii. die Tangente von d an den 
gesuchten Berühruiigskreis K ist gleich der ideellen Halbachse. Jeder 
Berühruugskreis mit dem Mittelpunkt o in der Hauptachse schneidet, 
einen Kreis mit dem iUdius ?>, dessen Mittülputiki der Fufspunkt der 
Normale von o auf eine Asymptote ist, rechtwinklig. 

1) Nebenbei l&Tat neh hieraus folgender Säte einfach beweisen: Fällt man 
(Fig. 1 a) von o auf einen Radiusvektor des Berahrungsponktes p dt« Normale oa, 

Bo ist wie bei der KUipMe pa ^ a (wegen ^nuup Aomf), und o»f = " om, d. i. 

c 

aber nach obigj-r ttleichim;; iiurh die Kiitlernnng' dt^r? Mittelpunktes o von den 
Asymptoten, d. h. legt man an den die Asymptoten berührenden Kreis mit dem 
Mittelpunkte o die Tangenten an« Brennpnnktoii, so eehneiden sieb diese in 
den Fnlspunktra der von o an die Kurve geBogeneii Nonnalen. 
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Legt mau vou o au den Breuiikreis eine Tangente or, so ist 
Aodt <^ Aomr wegen od : om ^ sin (p b : e — 9( : mr ; daher ist auch 

oi : ot = h : r, d.h. r : Yof • of\ = /> : e; der Radius eines Berührungs- 
kreises und des konzentrischen, welcher den ßrennkreis normal schneidei^ 
haben ein koustantes Verhältnis r : 11 ^ h : e . 

Für zwei doppelt herührendo Kroisc K\K^ mit den Mittelpunkten 
o^ und 0, verhalten sich deren Kadieu wie die Tangenten von und 
an den Brennkreis. Die Kreise mit den Mittelpunkten Oj und o^, 
welche den Brenukreis normal schneiden, haben daher denselben 
llmliclduitfllcre» wie und K^^ dkieer EreiB K, wird abo «ueli 
den Brenukreis normal schneiden, oder die ÄhnlicKkeitspnnkte der 
beiden BerObrungskreise sind bannoniscb konjugiert su den Brenn- 
ponkten.') 

Sehneidet die BerfibnmgMebne eines Kzeisee die Hauptachse in sr, 
so ist (Fig. 12) od : om — tmq> und oar : od sin ^ dabtr o% : om 

= sin'qf) = ^, oder mit : mo a- : c\ das Verhältnis der Entfernungen 

des Kreismittelponktes nnd der BerObrungssehne vom Hyperbelcentmm 

ist konstant. 

Zeichnet man zwei Berührungskreise und fallt vom Halbionings- 
piinkte 03 ilirer Mittelpunkte die Normale a>h' anf eine Asymptote, so 
sind l,Fig. 14) die Tangenten von h' an die beiden Kreise und 
gleich*), also h'h die ('hordale, welche vou den durch Ö^Ö., celienden 
Berülirungssehnen der Kreiae K^K^ mit der Hjperbel gleiche Ent- 
fernung hat 

C. FarabeL 

FOr einem Punkt o der Achse ab Mittelpunkt bestimmt sich der 
BerQhmngskreiB aus den bekannten Eigenschaften, daüi die Subnormale 
l^eich dem Parameter q (Entfemnng des Brennpunktes Yon der Leit- 
linie) ist nnd der BerOhrnngspunkt p dieselbe Entfernung d vom Brenn- 
punkte hat wie 0. Daher ist auch (Fig. 15) o^p^^ ^ Yq • 26^ und 
rj : i| = d| : ; daher ist f f&r irgend swei BerOhrungskreise der 

1) Aus Fig. 13 ist ersichtlich, dafö für zwei Kreise, welche einen dritten 
Qormal schneiflen, die Ahnlichkoitsiiunkt«» harmonisch konjugiert zu K^^ sind; deun 
t 2 4 und 12,34 schneiden sich in zwei zu A'^ harmonisch konjugierten 
Punkten $^ und ; 9, ist aber innerer Xhnlii^keitBpiuikt der gegebenen Kreise, 

0^1' parallel 0^ 2 i«t («e, «a^ aj als BaaiBwinkel in einem gleichschenkligen 
Dreiecke, «, — a, als Peripheriewinkel); ebenso ist v, äufserer Ähnlichkeitspunkt. 

2^ Dr»*ht man Ä, und (T. um mh', bis 8, mit ^\ zur Deckung kuntm* ist 
die Asymptote A Chordale von /f, und (AT,), also sind die Tangenten von h' an 
£j und (A',) und daher auch an gleich. 
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tboDOiw ScHÜMin: 



M iitelpmikt des ÄhnlicbkeiiskreiBes*), d. h. die Ähnlichkeitspunkt« aller 
niüglichen Paare Ton Berühmngskreisen liegen symmetrisch zum Broui- 
pankte (sind harmonisch konjugiert bezüglich des endlichen und un- 
endlich fem liegenden Brennpunktes). 

DaTs die Entfernung der Kreismittelpunkte von den Berühnings- 
sehnen konstant (gleich dem Parameter q) ist, wurde schon erwähnt. 
Entsprechen (Fig. 15) den Eieismittelpunkten 0,0, die Berühniugs punkte 
PiPi Parabel mit den Koordinaten y/y,, so ist t/f — yl ^ 2(i(d^ d^) 

oder (ifi — tff) ' ißi — d^) ^ q:*^^-^~, Ist h' der Ualbienmgspunkt 

der Wechfldflehne pip^, a der Halbienmgspnnkt von dann sagt 
die Gleiehnng, dnCs ig« » tg/9 oder mk' normal m |>,j^ ist, d. h. 
ond haben Ton a» gleiehe Entfenrang, also liegt (Fig. 3) die 
Ghordale zweier Berfihrongskreise in der Mitte der mgdidrigen Be- 
rfihmngBsehnen. 

Aus den beiden fOr Ellipse, Hyperbel ond Parabel bewiesenen 
Sätzen kann man einige wichtige Folgerungen ziehen. Der erste Satz 
sagt, dafs jeder Abnlichkeitskreis zweier duppelt berührender Kreise 
entweder die Brennpunkte entiluUt oder den Brennkreis normal schneidet. 
Derselbe ist also eindeutig bestimmt, wenn man Oj und 0, kennt; denn 
liegen o^o, auf der Nebenachse, so sind die Halbierungsstrahlen des 
Winkels o^fo^ nach dem inneren und äuTseren Ähnlichkeitspnnkt 
und .s^ gerichtet; liegen o^o^ auf der Hauptachse, so sind s^s^ gleich- 
zeitig zu 0,0, und ff harmonisch konjugiert. 

Umgekehrt kann man jeden durch die Brennpunkte gehenden oder 
den Brennkreis normal schneidenden und zur Hauptachse symmetrischen 
Kreis als Ähnlichkeitskreis für unendlich viele Paare von doppelt 
berührenden Kreisen ansehen; die Mittelpunkte dieser Kreise sind die- 
jenigen Punktepaare der betreffenden Achse, welche zum Ähnlichkeits- 
kreis harmonisch konjugiert liegen. Die Tangenten in den BerOhrungs- 
punkten des Kegelschnittes mit einem solchen Kreispaare schneiden 
sich auf dem Ähnlichkeitskreise und in swei anm Ähnlichkeitskreis 
haxmonischen Punkten der Achse. Bringt man demnach eine Tangente 



1) Der IhuHehkeitakrei« mit dem Mittelpunkte « ist der Ort aller Punkte, 
welche von und 0, Entfernongeii im VerUUtnisse : besitsea; betrachtet 
maa besonders den Punkt « (Fig. 16)« so ist 

AjbOi« A0O^O|, daher »Oi : »9 ^ i ^ r^ tr^ 

und wegen Axo,« ^ Ao,«o, aucb xa^ t x« ^ o^« : 0,« -= r, : ; 

daher ist xt^ : xo^ rf : >} 



über Kmm, welche Keitelachnitte doppdi berfihren. 
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eines Kpgflsrhnittes und die zu ihr bezüglich einer Achse symmetrische 
Tangeute mit einem beliebigen Ähnlichkeitskrois ' ), dessen Mittelpunkt 
anf dieser Achse liegt, zum Schnitt, so werden die Verbindungslinien 
der Kreisschnittpunkte, welche nicht normal der Achse sind, auch 
Tangenten desselben Kegelschnittes sein. 

Die Halbierungsstrahleu aller Tangentenpaare, die sich in einem 
Ahnlichkeitskreise K, schneiden, gehen durch zwei feste Punkte (näm- 
Uch durch die Schnittpunkte von mit jener Achse, auf welcher der 
Mittelpunkt von K, liegt). Da durch einen beliebigen Punkt p nur 
ein Alinlichkeitskreis K, (bezüglich jeder Achsp) hindurchgeht, und 
dieser Kreis K, durch p und die Rreruipiinkte eindeutig bestimmt ist, 
muls K, ein Ähnlichkeitskreis fftr aUe njit dem gegebenen konfokalen 
K^elschnitte sein. Daraus folgt der bekannte Satz: Die Tangenten- 
paare aus einem belie bilden Punkte p an eine Schar konfokaler Kegel- 
schnitte haben dieselben Halbierungsstrahlen; zu den Tangentenpaaren 
gehören auch die von ;) nach den Brennpunkten gerichteten Strahlen; 
die II:ilhiemTin;sstrahlen sind die Tangeuten der beiden durch p gehenden 
Kegelschnitte der konfokalen Schar. 

Legt man durch alle Punkte einer Geraden g die Tangenten an 
einen Kegelschnitt, so halbiert 7 das Tangentenpaar nur fUr jenen 
Punkt p, welcher anf dem ÄhnJichkeitskreis K, durch den Schnitt s von 
g mit einer Achse liegt. Ist insbesondere g eine Tangente des be- 
treffenden Kegelschnittes, so ist p der Berflhmngspunkt. 

Dnrc!i je zwei Pimkte, welche harmonisch konjugiert sind zu 
dem Ahniichkeitskreis von K^K^, gehen an die K^K^ doppelt be- 
lehrenden Kegelschnitte Tangenten, welche sich in Kt schneiden. Hält 
man ein solches Punktepaar fest und legt durch dasselbe an alle K^K^ 
doppelt berflhreuden Kegelschnitte die Tangent«i, so ist der Ort 
der Schnittpunkte der Tangenten an draselbc»! Kc^elscKnitt der 
Kreis K, 

Der zweite Satz sagt: Die Chordale C zweier Berührungskieise 
liegt in der Mitte zwischen den Berühnmgssehnen, oder die Berührongs» 
punkte p^p^ zweier doppelt berührender Kreise sind vom Halbiwongs- 
punkte (o der Kreismittelpnnkte o^Of gleich entfernt; C ist die an m 
gehörige Berührungssehne. 

Schneidet man einen Kegelschnitt mit einem beliebigen Kreise, 
dessen Mittelpunkt o auf einer Achse liegt, so liegen die Halbienuigs- 
punkte h' der zur Achse nicht normalen gemeinsamen Sehnen anf der 

I) Des ist abo ein Kreis, welcher eeinm IBttelpiuikt auf der Nebenachse 
hat und durch die Brennpunkte geht, oder seinen Mittelpunkt anf der Hanptscbie 
bat oad den Bronnkrei» norinal ichneidet. 
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zu CO geljürigi'U BerührungSbeLuie. — /Ule Sehnen emed Kegeiackaittes, 
welche durch eine Gerade C (normal zu einer Achse) halbiert werden, 
haben Symmetiralen durch denselbea Punkt o'); oder von allen durch 
den Punkt A' von G gehenden Sehnen vird diejenige in k* halbierl^ 
welche nomal zn h'a ist Wenn der Fo&pimkt h' der Nonnale yon 
eineni Punkte o emer Achse auf eine Euirenaehne 8 in der zu a ge- 
hörigen Berührungssohne C liegt, so ist der Halbiemn|^nnkt der 
Sehne. Daher mulk h' auf dem zur Sehne s konjugierten Durch- 
messer liegen. Läbt man A' längs desselben fortr&cken und ebenso 
die zur Achse normale Berflhmngssehne C, so wwden die nach den 
zugehörigen Mittelpunkten der Berührungskreise gerichteten Qeraden h*n 
wegen des konstanten Verhältnisses mo : mk alle parallel und zwar 
normal zur Sehne 8 sein, d. L: üm fttr den BeiUhrungskreis mit dem 
Mittelpunkt o die BerflhrungBsehne zn bestimmen, bringt man einen 
Durchmesser mit der durch a normal zum konjugierten Dordunesser 
gezogenen Geraden zum Schnitt; der Schnittpunkt h' liegt auf der ge- 
suchten BerOhrungssehne, ob die durch h* gehende Sehne die Enrre in 
reellen Punkten schneidet oder nicht. 

Betrachtet man insbesondere die gemeinsame Tangente T zweier 
Berflhrungskreii'e mit den Mittelpunkten in derselben Achse und er- 
richtet in ihrem Sclmittpunkte h' mit der Chordaie C die Normale 
auf T, so trifft dieselbe die Achse im Halbierungspnnkte e> der Ereis- 
mittelpunkte Oj^^, so dab 0 die zu o gehörige Berflhrungssehne ist; 



1) Daraus IftJst sich auch eine Konstruktion der Schnittpunkte eines Kegd- 
Bcliniftos mit einem Kreis, dessen ^litU-lpunkt auf einer Achse üpo-t, a>ildten. 
Kreis und Kegelöcimitt bettimmeu (Fig. 17) aut der Achse eine Involution, durch 
deren Doppelpunkte ef die Weohselsehnen der gesuchten Schnittpunkte gehen. 
Die Weebadsehnen sind heatunmt, da sie durch die Schnittpunkte lesp. ßß' 
der Kreise über ea rcsp. fio mit C geben (C wir«! als die zu a gehörige Be- 
rührungssehne in bekiuinter Weise konstruiert). Sind die Schnittpunkte imap^intir, 
»o kann ein Paar Werhsclpphnen reell bleiben; sind beide Paare imaginär, t-o simi 
die beiden zur Achse aomialen Sehnen reell, welche von C gleich entlerut sind 
und durch ein Punktepaar der obigen hiTolution gehen. (Vergl. Niemtschik: 
69« Jahrg. 1869 d. Sitzungsber. d. Wien. Akad. d. Wisx.) 

2) D Ii fnr all»' Paare von dnpprlt Iiorülii enden Kreisen mit derselben 
Chordale C uiuhüilen alle Wcchselsehnen der benibrungspunkte (und alle gemein- 
ecbattlieheu Kreietangcnten, wie später gezeigt wird ) eine Parabel, für welche C 
Soheiteltangente und der gemeinsame Hiilbierung«punkt «« je sweier Kniamittd- 
pnnkte Brennpunkt ist 

3) Diese bekannte Konstruktion ergiebt sich projektivisch sehr einfach aus 
dem Satze: Wenn »ich xwei Kegelschnittf» doppplt bpnlhren, po schneiden .«ich die 
Polaren eines beliebigen Punkten auf der Berührungssehne, wenn man als den 
beliebigen Punkt den unendlich üamn Punkt dnee Diamete» wihlt. 
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daher mnlB h' der Halbiemngspimlit der durch T atu^schnitteneii 
Enmnsehne sein*), d. h. die Symmetrale einer Eurrensehne T schneidet 
eine Achse im Halbierungspunkte m der Mittelpunkte jener Ejreise 
welche die Karre doppelt berühren und T zur Tangente haben. (Die 
BerQhrungspunkte dieser Kreise K^K^ mit T haben von h' eine Ent- 
femong gleidi der Tangente von h' an den Ahnlichkeitskreis JT« Ton 
JTi und K^, weil dieser durch die Schnittpunkte Ton und 
gehen muTs.) 

Betrachtet man eine der gemeinschaftlichen Tangenten von Be* 
rfihrungskreis und Kegelschnitt, z. B. (Fig. 19) die in /),', so schneidet 
sie die Chordale in d und die Berührungsaehne des zweiten Kreises in 
so daJfe dp[ ■» dsTj, gleich der Tangente von d an £^ ist^ d K der 
Kreis über j?,'«', schneidet üu rechtwinklig, oder ist zu ;rg harmonisch 
konjugiert bezüglich iL,; da Ä', ein beliebiger BerOhrungskreis des 
Kegelschnittes ist, giebt dies »Im Satz: Der Berührungspunkt einer 
beliebigen Kurven tangente und ihr Schnittpunkt mit der Berührungs* 
sehne eines Kreises K sind bezüglich haimonisch konjugiert^ 
oder jeder der beiden Punkte liegt auf drr Kreispolare des anderen. 

Die Polare von a-j geht durch den Pol von P,; daher kann 
man die Tangente eines Punktes p, in zweifacher W« is(> bestimmen: 
Entweder bringt man die Polare' von j»j bestt|g^cb eines Berührnnga- 
kreises Kf mit der Berührungssehne in zum Schnitt, oder man 
sudit zu p^t^ den Pol bezüglich JT,; n^p^ ist die gesuchte Tan- 
gente. 

Sind p,;7j die Berührungspunkte zweier Kreise K^K^ mit einem 
Kegelschnitte^ also Ton der Chordale C der Kreise gleich weit entfernt^ 

l\ Projf'ktivisrh liifst es sich beweist'n auf (Jnind <lt's Satzt^K, daCs ein Büschel 
von sich doppelt berührenden Kegelschnitten eine Gerade in Fonktepaareu einer 
Inroliitioii treffen, von weldier ein Doppelpunkt auf der gemeinsMnenBerafanmgiMhne 
K^t, und der sndere der Berflhrongapankt emes KegebelinitteB desBfiseheli ist; Eine 
gemt itis* liafUicbe Tangente «weier Berührungskreise (Fig. 18' Lcnibre dieBP in , 
schneide die Kurve in a, und di<' Bct nlirnnpsaphncn I\ 1\ in /5, und ß^. Dit» 
Chnrdalf ^ lifjft in der .Mitte zwisrhen den Ht'rülininf^ssehnen P, P,, so (Jafa ihr 
Schnittpunkt /) ' mit <lor Tangente gleich entfernt von ^, (i, ist; a^ a, wüsrieu nun 
•owohl ß,tf als ß^t^ harmoniioh trennen; da ß^t^ = ß^t^ ist, mnfs h' auch 
Halbteningspiinkt von cei«, amn^ ob dieie Punkte reell oder ünaginAr und. 

Bei der Hyberbel läfst sich dies direkt mit Hilf.' dt r Asymptoten beweisen: 
Sind (Fig. II«. 12») a und u' dip Sfhnittpunkte von T mit den Asymptoten, so 
li*Hjf>n fodh'tt ii! finr m Kreis, und es ist awÄ^ = adh' ~ tp', fpmer lipjjpn uid'h'a' 
auf einem Krei», daher ist a' (ah^ = d'A' »» also ist o>«a' ein gleichschenk- 
lige» Dreieck nnd nh* — a'A', d. h. die Bj^berflknugapiuikte mit T lit^gen sn 
h* syuunefatiscb , ebenso die Sohnittpnnkte mit den Asymptoten nnd daher andk 
die Sdmittpimkte mit der Hyperbel. 
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so schneidet jw^/^j aus den Kreisen gleiche Seimen aus, so dals Fig. 19) 
7hP\ ViQi PiPs ' V\'li ''^^ ^- die Tangenten von py an A'^ und von 
/ij an A'j haben gleiche Länge. (Der Kreis mit dem Zentrum <lurch 
jjj und der Kreis mit dem Zentrum o,, durch schneiden sich auf C). 
Die Lüiigc dieser Taugenten hestiniint sich, wenn man durch ;)« eine 
Parallele zur Achse und durch eine Parallele zur Sehne p^^^ zieht, 
wie folgt: 

(d. L das Produkt ans der iBiitfennmg x der BerOlurangsBehiitti in die 
Entferauiig d der Ereisiiiittelpmikfce). 

Für den Schnittpunkt e der Gkardale C mit dem EegelMdmitte 
iflt daher die Lange der Tangente an JT^ oder gleich der Quadrat- 
wurzel aus dem Produkte der Entfenuing der BerOhnu^selmen CP| 
oder CPf in die Entfernung der zngehdrigen Kreiamittelponkte aOi 

resp. 0)0^, d. h. • ^ , die Hälfte der früher gefujideueu Grüfse l, 

odrT flie Summe der Tangeuten von r an ii, und ist gleich ?; man 
kann leicht zeigen, dafa dies für jeden Kurvenpunkt gilt: Seien xx' 
die in einer hol ieb igen zur Aebso normalen Geraden x liegenden 
Kurveu|ninkie'); da die Entfernungen jedes Kreismittelpnnktes (auf 
einer Achse) und der zugehörigen Berühningssohne vom Mittelpunkte 
der Kurve ein konstantes Verhältnis besitzen ( bei der Parabel gleich 1), 
HO Uiufs der zu X al» Beriihrungssehne gehörige Kreismittelpunkt £ die 
Strecke OjO» in demselben Verhältnisse teilen, wie X die Entfernung 
der Berührungssehnen daher gegeben. Ea ist alBO 

(Fig. 20): 

:r, : Ä = rfj : = fj und : a = : d ^ t^, wo f , + f , — 1 
ist; nach früherem ist die Tangente von x aa gleich 
VsTi «i, = e,V^rd-«, 

1) Der Pankt .r kann auf verschiedene Weise bestimmt werden (Fig. 20): 
1. X und j), Bind vom Ualbienmgapunkte der Strecke io^ gleich weit 
entfentw 

S. Der Berflhmngaknia dmrcb x mit dem Ifittolpniikte i hat mit JE, eine 

Chordale gemein, welche in der Mitte iwiedien P, und X liegt. 

8. Der Kreis durdi 7», mit dem MittHpnnkto ^ umi dtM- Krris (hirch den 
gesuchten Punkt x mit dem Mittelpunkte 0, haben eine t'hordale, welche in der 
Mitte swiac^ien P, und X liegt. 

4. Andh ergiebi neh die L&nge der Tangente von « an IT, an» dem spftter 
bewiesenen Sutze, dafa die Länge der Tangente tx von jedem Kufvenpimkte x 
an oinen doppi^It 1)f rfibrendcn Kn-iw zu seiner Entfernung von der BeriUunuigesehne 
ein konstantes Verhältnis besitzt, also ^ : i ■« sr^ i sr. 
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ebenso ist die Tangente Ton ;i; an ^ 

und die Summe der Tungeuteu int gleich Yz • also für alle Punkte 
der Kurve zwischen P^ und konstant. 

Für die KurvcnpunktR anCserlialb P, Pg ist die Differenz der 
Tangenten an die festen Kreise K^K^ kunstuut, d. h. der Ort aller 
Punkte, deren Tangenten an zwei feste Kieise K^K^ eine konstante 
Summe oder Differenz / hal)en, ist ein Kegelschnitt, welcher die beiden 
Kreise doppelt berührt.') Die Berührungspunkte liabeu von der Kreia- 

.-r I* 

chordale eine Entfernung ^ ^ 24 können leicht bestimmt werden, 
weQ sie auf m und konzeiiirischen Ereisen liegm mit den 

Die Relation l — y» • d tiUÜrt sieh umfonnen ond daraus eine 
Kegelschnittseigenschaft herleiten: l Jt = yd : 7[\ nach früherem ist 
d : 7C konstant und zwar : 6', wenn die Mittelpunkte auf der Neben- 
achse, und : a*, wenn sie auf der Hauptachse liegen; daher ist das 
Verlialtnis der Entfernung jedes Kmrenpnnktee x von der BerObrungs- 
sehne eines doppelt bwOJirenden Kreises zu der Lange der Tangente 
yon X an den Kreis konstant und zwar h : e oder a : ^ je nachdem der 
Kreismittelpnnkt auf der Neben- oder Hauptachse lieg0. 

Andrerseits ist 2 : (2 = V^ar : d (•^bie oder a : e); fQr eine gegebene 
konstante Snmme oder Difierenz l der Tangenten giebt es bei einer 
gegebenen Kurve unendlich riele Paare von BorOhrnngkretsen mit kon* 
staatem Zentralabstaiid. 



1) Diesen SatB legt Steiner ohne Beweis seiner Abhandlung: „Über einige 
neue Beatimmnn<r«ftrten Apt Kurven zweiter Ordnung" {Gen. Werke IT, 445) zu 
Grunde. Der Bewei:! ist analytisch leicht zu erbringen und ergiebt sich auch 
durch räumliche Betrachtungen, wenn man durch den Kegelachniit einen Rotatioos- 
k«g«l (resp. ein eiiiMlialigM Sotatioluhjperboloid) legt und durch die Kreise 
Kugeln, welche diese FlBche längs Parallflkreiien berührten; die konstante Summe 
oder DifTf-rPiiz der Kreistangenten ist (Irimi -Icich dem Stück einer Erzeugenden 
der Fläth»' zwischen dfii Itciden Berühruug'H|uinkt»'ii, also konstant. 

Fiedler hat in der früher zitierteu Abhaudluug (Acta iiiathematica 5} einen 
■ebr inteteeaanten Beweis in cyUograpbiMiber Hetiiode gegeben. 

Seist man den Sati TOrana, lo ergiebt sich unmittelbar, dafs eiue genteiiMSiDe 
Tangente der beiden Kreise die Kurve in zwei Punkten schneidet, welche vom 
Halbierungspunkte ihrer Zentren gleiche Ab^^tände habfii; donn (Fig. 18) 
a^t^ -\- a^tf a,i| -f a,^,, daher a,f r= o,*,. Der Ualbierungspunkt von Oj«, ist 
daher idöitisch mit dem fl^lbieraugspunkte Ton ^ welcher auf der KieiRcbOKdtde 
liegt, und ttt der Fafspmikt der Normale vom Halbienmgapunkte der Ereiimittel- 
ponkte auf ft|tta- — 
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BoDOcr SosOmn: 



Liegen die Punkte ^Irs Kegelschnittrs innerlialb der beiden Be- 
rülmingskreise, so behalieu diese Sätze ikre Giltigkeit, nur treten an 
die Stelle der Kreistangenten die durch einen Korvenpimkt j^enden 
halben kürzesten KreissoliriPn. 

Bei der Parahe! ^clteü die frühpreii Schlüsse iiichf, da sie keinen 
endlichen Mittelpunkt besitzt: « ii,ilir(>n die abgeh'itetcn lieziehiingea 
eine kh iiie Veränderung: Die (Tleulumg P ^ Tcd gelit f wegen tt = d) 
über in l ~ n = rl, woraus unmittelbar folgt, dafs die Entfernung eines 
Kurvenpunktes ./ von der Berübningssehne eines doppelt berührenden 
Kreises gleich ist der Länge der Tangente von x au diesen Kreis, und 
also auch die Summe oder Differenz der Taugenten von einem Kurven- 
pii!iki:e X an zwei do{)pelt berührende Kreise konstant, nämlich gleich 
der Entfernung <ler beiden Berühmngssehnen ist. 

Auf Grund dieser elementar abgeleiteten Kegelsi;hnittseigeuschafteu 
sollen nun einige Aufgaben gelöst werden. 

n. 

Xreiao zu boBtfaDineiu mlclie «tuen K^wlmltt doppalt berUimD.*) 

1. Der KmmiUdpunki o ist gegdtm . 

Der RadiiiB ergiebt sieh aus r:of ^ a:e, wenn o anf der Neben- 
achse einer Ellipse oder Hyperbel liegt — aus r : yof ■ of = 2» : 
wenn o auf der Hanptachse einer Ellipse oder Hyperbel liegt — ans 

wenn o auf einer Parabelachse liegt. (Übrigens wurden 
gelegentlich eine Reihe von Konstruktionen solcher Berührungskreise 
erwähnt. ')) 

Liegt 0 auf der Nebenachse, so sind die Berührungskreise imm^ 
reell; bei der Hyperbel ist auch immer die Berührung reell, Im der 
Ellipse nur für die Punkte o zwischen den Erflnunaugsmittelpiinkt«n 
der Scheitel der Nebenaehse. 

1) Miemtachik: Sitsongsber. d. Wien. Akad. d. Wim. II. Abt. Des. 
1873, 6A. 

2) Vergl. auch Pelz: „Beiträge zur Bestimmung der Selbst- und Sckla^M^hatien- 
grenze von Flftchen 8. Otdming'' (27. Jahresber. d. L. 0. B. Qnn» 1878. S. 7.) 

Pelz: «tZor wiss. Behandlnng der ortheg. Aionometrie^ (Sitsungsber. 4. 
Wien. Akad. der Wisa. 81 , 90). 

Vf>\7.: ,.Zum Normalenproblem der KegelBcbuitte^ (Sitsnngsber. d. Wien. 
Akad. d. Wis«. 85). 

Fels: „Zum Nonnalettproblem der Ellipse (Sitzungaber. d. Wien. Akad. d. 
Wim. Mftn 1887, 9l»)u 

Pelz: „EonstrnktiOB d. Achsen einer EUipie^* ^ Frognunm d. Bealtdhide 
ia Teschen 1876). 
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Liegt 0 auf der Hauptachse, so erhält man 

bei der Ellipse: Für Punkte o innerhalb der Krümmungsmittelpunkte 
Hfl' der Scheitel der Hauptachse reelle Kreise mit reeller Berührung — 
f&r Punkte o zwischen /i und /' reelle Kreise mit imaginärer Beriihrung 
— für Punkte o aulserhalb der Breunjuinkte inian;:nürp Bprübrnnrrskreise; 

bei der Hyperliel: Für Punkte ö auiiserli;ilb ^\^:v Krüruniun[;smittel- 
punkte jLi/i' der Scheitel der Hauptachse reelle Krt^iso mit r< rller Be- 
rühnuig — für Punkte o zwischen {i und f reelle Kreise mit ima- 
ginärer Berührung — für Punkte o innerhalb der Brennpunkte ima- 
ginäre Berührungskreise; 

bei der Parabel: Ist o mit dem Scheitel auf derselben Seite des 
Brennpunktes, so erhält man imaginäre Berühningskreiae, sonst reelle; 
von diesen sind die Berührungspunkte iinagiuiir, wenn 0 zwischen f 
und deiii Krüruinungsuiittelpimkte des Scheitels liegt. 

2. Der Kreisradius ist gegd)cn. 

Zur Bestimmung des Kreismittelpunktes können dieselben Gleichungen 
wie früher benutzt werden; doch giebt es noch andere Konstruktionen; 
s. B. ist bei der Hyperbel die Entfernung des Kreismittelpunktes von 

einer Asymptote gegeben (j/r* — o* oder y^r* + 6* ), wodurch dieser 
leicht bestimmt werden kann. 

Soll der Kreismittolpunkt auf der Keltenadise liegen, so mnfs 
r > a sein; soll er auf der Hauptachse liegen, so mufs bei der Ellipse 
r < Z», bei der Parabel r^q (d. i. Entfernung des Brennpunktes von 
der Leitlinie) für reelle Kreise sein. — Bei der Ellipse und Hyperbel 
treten die Lösuungeu paarweise symmetrisch zum Mittelpunkte auf. 

8. Eme Tangente T des Kreises ist gegäten. 

Der Sehniitpmikt Sj Ton T mit einer Adhse ist ein ÄlmlichkeitB» 
ponkt der gesaeliten Kreise. Der ÄhttlicWreitakreig K^ mnlB dmdi ^ 
geben und entweder die Brennpunkte enthalte, oder den Brenukrns 
normal schneiden, ist daher eindeutig bestimmt. — Der Halbi^rnn^ 
punkt h' der auf T von der Kurve ausgeschnittenen Sehne resp. wenn 
diese Sehne imaginär ist, der Schnittpunkt //' mit dem zu T konjugier- 
ten Durchmesser der Kurve liegt auf der Chordale der gesuchten Kreise 
und des Ähnlichkeitakreises £«; daher sind die Längen der Tangenten 
Ton h* an die gesuchten Kreise und an K, gleich, und die Berührung 
punkte von T mit den gesuchten Kreisen gefunden. Oder: Die Nor- 
male in h' auf T schneidet die Achse im Halbierungspunkte a der ge- 
suchten Kreismittelpunkte o^o^, welche zum Ahnlichkoitskreis harmonisch 
konjugiert sind; ihre Entfernungen von a sind daher gleich der Tau- 
gente von & an A',. 

AtcUt der BUthomatik und Ptajrük. Ul. IL j 
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Diese KoDstruktiou versagt, wenn T parallel einer Achse ist. 
Sollen in diesem Falle die Mittelpunkte der gesuchten Kreise auf 
dieser Achse liegen, so ist der Kreisradius ^^eben, welche Aufgabe 
schon behandelt wurde. Sollen die Kreismittelpunkte auf der zu T 
normalen Achse liogcn, dann ist T die Chordale der gesuchten Kreise, 
welche sich im Schuittjninkte von T mit der Achse berühren. Der 
AhiilichkeitskrciB wird wie früher bestimmt; (Lt TTalbieruugspimkt o 
der gesuchten Kreismittelpimkto 0,0^ (welche zu A, harnuinisch kon- 
jugiert sind), ist der zu T ab* Berüliruugssehne gchTiritr»' ^fitteljiunkt 
und wird aus m (,i;)ns^ =^e^:b^ (resp : a^) gelundeii oder durch 
eine der iu ileu früheren Betrachtungeu erwähnten KoustruktioTipn. 

Du ilie auf 7' ausgeschnittene Sehne aucli gleicli /, der k iisUiuteii 
Summe oder Diü'ereuz der Läiigeu der Tangeuten (oder halben kür/^esten 
Sehnen) an die zu suchenden Kreise, ist, kaun auch die Beziehung 
yc :l ^ n: h zur Bestimmung der Berühruugssehnen der gesuchten Kreise 
dienen. ^) 

Auch wenn T parallel einer Asymptote ist, kiiuu uilgemeine 
Kuustruktiüu nicht verwendet werden, weil <o unendlich fern liegt. 
£s giebt nur je einen Kreismittelpunkt im Endlichen auf jeder Achse, 
welcher identisch ist mit dem Mittelpunkte des Ahnlichkeitskreises K,*)f 

1) Auch folgeude räumliche Betracbtong führt bei der Hyperbel für Kreise 
mit Mittelpunkten auf th*r Xt'l>»'narh,«e zittn Zifl ; Man isuclit den Mittelpunkt einer 
Kugel, welche ein i-iust hali^'cs HotationHhypt'i büloid längs i-incs I 'arallelkr^iisea 
und eine Ebene e berührt; diui ist identiäch mit der Aufgabe, in der KoiaiioniiacbBe 
den lüttelpniikt einer Kugel zu snehen, wdche eine Brzetigcnde des HTperboloideB 
und die Ebene e trarilhri 

2) DieneH Resultat l&lst sich auch aua einer anderen Überlegung herleiten. 
1 Der Ereismittelpirnkt liege auf der Nobcnadifie fFig 21 Th^r zu dtnn ^'osnchten 

konzentriüche Kreis if^ mit dem Kadius welcher durch die lircnnpunkte gebt, 
«^meidet die Asymptoten in dem Pnnktepaare il\ deisen TerbindmigBliniA die 
Tangente im BeriUn u^ punkte p von K mit der Hypetbel ist Aus r : jR -«0 : e 
coB q> folgt, dab'^oTaa ^Mit; betrsditet man das rechtwittkh'g«> Dreiei^ on*^, 
so folgt auH 0» ^ r und no.v, = <p, dafs os, = Ii ist, d Ii o liegt auf der 
Symmetralen von a^/^, ist also der Mittelpunkt de« durch S| gebenden Ähnlich- 
keitfikreises iCj^. 

S. Dw Kreiaaaaittrtpimkt liege auf der Hanptaebse (flg. M ); Der m dem ge- 
suchten konzentrische Kreis Kj^ mit dem Radius R=yof ofi^ welcher den Brenn- 
kreis normal schneidet, trifft <Hp Asyni|itottni in dem Pnnktrpanr dessen 
Verbindungslinie die Tiiugente im Berühiuugspunkte p von K nut der Hyperbel 
ist (wegeu m 1 »11' = mf* oder ml" ml =■ m<p*). Aus r : R = b : e — cos <p 
folgt, dafs^poT» qp int; betraditet man das rechtwinklige Dreieck a«iS|, bo folgt 
ans o« » r and not^ — 7, dafs 0C| i-i JB ist, d. h. «, liegt auf JP^, und der 
geHuchte Mittelpunkt o ist der Mittelpunkt des durch ^ gehende Äbnlichkeits- 
kreises iCj|. 



Digitized by Google 



Uber Kreise, welche Kegelschnitte doppelt berühren. 19 

der durch den Adieenaclmit^iiiikt von T geht und wie froher be- 
elammt wird. 

Wird eine Ellipse von der gegebenen Geraden T in reellen 
Punkten geschnitten, bo sind die Kreise mit den Mittelpunkten aof der 
Hauptachse reeU; wird sie von T in imaginären Punkten geschnitten, 
80 sind die Kreise mit den Mittelpunkten auf der Nebenachse reell. 
Wenn T eine Ellipsentangente ist, so Mien die Kreismittelpunkte 
paarweise auf jeder Achse susammen. 

Wenn T eine Hyperbel in reellen Punkten schneidet, sind die 
Kreise mit den Mittelpunkten auf der Neben- und Hauptachse reell, 
sonst imaginär. Ist T eine Hyperbeltaugente, so giebt es je einen 
(doppelt zti zählenden) Kreis mit dein Mittelpunkte auf der Haupt- 
resp. Nel)enarh<5e = Ist / piirallel einer Asyinptotp, so giebt es immer 
nur je eiueu Kreis, dessen Mittelpunkt im Endlichen auf der Neben- 
reep. Tiauptaclise lietrt. 

lii-i der i^arabel erhält man mir dann zwei reelle Lösun^'-en, wenn 
die Parabel vou I' in reellen Punkten geschnitten w ird. Ist I Farabel- 
taiigente, so fallen die Lösungen zusamnnen; ist T parallel der Haupt- 
achse, so liegt nur eine Lösung im End liehen. 

4. Ein Punkt q des Kreises ist ifei/eben. 

Die Normale durch q zu einer Achse giebt die Chordale C der 
gesuchten Kreise, welche die Aclise in h schneidet Der Halhierunga- 
punkt w der gebuchten Kreismittelpuukte OjO^ läfst sich uacli einer der 
früher erörterten Methoden bestimmen, z. B. aus mo :»«/» = : 6* 
(resp. ^ : a*). Der Ahnlichkeitskreis geht durch q und enthalt ent- 
weder die Brennpunkte oder sdmeidet den Brennkreis nonnaL^) 

Liegt q in einer Achse, so ist die zur Achse normale Gerade 
durch q auch Kreistangente, welcher Fall schon früher besprochen ist. 

Bei der Ellipse und Hyperbel sind ftr Punkte q aufserhalb der 
Kurre nur die Kreise mit den Mittelpunkten auf der Nebenachse 
roflll, — {är Punkte innerhalb derselben die Kreise mit den Mittel- 
punkten auf der Hauptachsa — FOr Knrrenpunkte Mlen die Ldsnngen 
paarweise zosanunen, und es liegt je ein Kreismittelpunkt auf der 
Hanpt- und Kebenachse. — Bei der Parabel giebt es nur für Punkte 
innerhalb der Parabel reelle Lösungen. 

Es sind Kreise zu konstroieiep, welche zwd Kegelschnitte 
CiCf, deren eine Adise in dieselbe Gerade G fallt^ gldchzeit% doppelt 
berühren. Der Ähnlichkeitskreu K, zweier solcher Kreise trennt die 



1) Die AchaeiMohnittproikte de» Kreises f«, welcher noniial icbneidet 
and dnrob q geht, liegen auf d«i Halbienmgastrablen des Winkeb fqf*. 
k 2* 
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Brenuponkte ron und hArmomBoliy wenn G die HauptMlue 
beider Eegebclmitte ist — , g^hi durdi die Brennpunkte von und 
wenn G die NebenaehBe Ton C| und (7, ist — , entl^t die Brenn* 
pnnkte yon C| und schneidet den Brennkreif TOn normal^ wenn O 
die Nebenadue von C| nnd die Hanptsichse yon ist; in jedem Falle 
ist der Ähnliehkeitskreis K, eindentig bestimmi 

Jedes zn K, bannoniaelie Pnnktepaar ü^«^ stellt die Mittelpunkte 
zweier BerObrongskreise K^S^ dar, welebe sieb auf dem Ähnliehkeite- 
kreise sdmeiden und deren Ckordale C die nun Halbiemngqninkte m 
yon 0^0, gebSrige Berfibnmgssebne des betreffenden Kegelschnittes 
nnd bedentet SoUen zu zwei Mittelpunkten üi<t^ dieselben Be- 
rftbrangskreiae bezQgJicb beider Kuiyen 0| und Gf gebSren, so mofa 
die zum Halbierongi^unkte m gehörige Berfibmngssehne C bezflglich 
C| nnd C| den Ähnliehkeitskreis K, in .densdben Punkten treffen, da.- 
bor identiBcb sein 

Man hat also jenen Pankt a yon G zu sucben, welchem bezfiglicb 
C| und C| dieselbe Berühnrngssehne zugeordnet ist: Sucht man die zu 
einer beliebigen Ricbtong R konjugierten Dorchmesser und 2), in 
beiden Kegelschnitten und schneidet dieielben mit der Normale zu i2 
aas a, so erhUt man Punkte «| und ^ der zu o bezfiglicb und 
gehörigen Berfthnrngssebnen; sollen diese identisch sein, so müssen 
nnd 8f zusammenfallen und zwar in den Schnittpunkt d yon D| und 
D,. Daber geht die gesuchte Gerade C durch den Schnitt yon 
und D^f ist also eindeutig Bestimmt; m liegt in der Normale zu R 
durch d. Die gesuchten, und doppelt berOhrenden Si-eise gehen 
durch die Schnittpunkte yon C mit Kt, und ihre Mittelpunkte sind zu 
JT, harmonisch konjugiert nnd haben yon o gleiche AbstSnde. 

III. 

Kegelschnitte zn bBstimmen, welche zwei feste Kreise doppelt berühren» 
und zwar symmetrisoh zu derselben Achse. 

Die Brennpunkte liegen entweder auf dem Ähnlichkeiiskreise Km 
der beiden gegebenen Kreise KiK^, oder auf ihrer Zentrallinie, und 
sind harmonisch koigugiert bezfigEch K,, Die gemeinsamen Berdhrungs- 
sehnen der Kreise und des Kegelschnittes sind normal zur ZentraUinie 
und haben yon der Gbordale gleiche Entfernung. Sind die Be- 
rührungspunkte des Kreises und des Kegelschnittes, so schneiden 
sieh die gemeinsamen l^tengenten yon P| und p'^ im Punkte ^ der Zentral- 
linie, und der Kreis K durch PiPi^Oj geht entweder durch die Brenn- 
punkte oder schneidet den Brennkreis rechtwinklig. Die Gbordale yon 
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K und K$ geht durch den KmreiDmitielpimkt. Dies giebt den Zu- 
sammenhang swisehen Btennponkten imd Berfthningspiuikten, eo dafii 
die einen lieh ans den anderen beibinunen lassen. Auch wenn man 
den Kurrenmittelpunkt m w&hlt, sind die Brennpunkte und Berührungs- 
punkte Ton i^iiT, gegeben, weil sich K wob K, und der gemeinsamen 
Chordale duri^ m bestimmen läfst. Audi wenn die konstante Snmme 
oder Differeni l der Längen der Ereistangenten aller Kurrenpunkte 
gegeben ist, lassen si«^ nach den früheren Betrachtangen die Be- 
rfihrangspunkte und daher auch die Brennpunkte finden. 

Steiner hat die Besiehungen der möglichen doppelt berfihrenden 
Esgelsehnitte zn den beiden Kreisen ausführlich erörtert sie mögen 
in dem Falle, daTs die beiden Kreise 4 reelle gemeinsame Tangenten 
besitun, angeführt werden. Weil die BerOhrongssefanen yon Kg 
lesp. symmetrisch zu ihrer Chordale liegen, wird es genügen nur 
den Kreis in Betracht zn ziehen (yergl. Fig. 23): Unter den doppelt 
berOhrenden Kegelsefanitten kommt eine Parabd vor, deren Brennptmkt 
f der Mittelpunkt des Xhnli<dikeitskreises K, ist; die zugehörigen Be- 
rfihrongspnnkte jp^ mit Ki haben Tom Brennpunkte f dieselbe Ent> 
iemnng wie der Krännittelpnnkt o,. Von dieser BerQhnmgssehne pp' 
der Parabel am^ehend, entq>rechen allm Berflhmngssehnen, welche 
nicht ttof der Seite der Chordale liegen, l^psatf deren Mittelpunkte m 
die Zentrallinie Tom unendlich fernen Punkte bis zum Halbierungs- 
punkte w von O|0| erfOlloi, und zwar jenen Teil der ZentraUinie, 
welcher nicht die Ähnliehkeitspnnkte enthilt (demnach ist auch der 
Mittelpunkt des gröberen der gegebenen Kreise Mittelpunkt einer solchen 
Ellipse^ welche zur Nebenachse den Kreisdurchmesser besitzt). 

Den BerOhrungssehn^ zwischen pp* und der Chordale entsprechen 
^perbeln und zwar: den BerOhrungssehnen zwischen den Berührungs- 
punkten pp' der Parabel und den Berührungspunkten der Snfseren ge- 
meinsamen Kieistangenten entsprechen Hyperbeln, deren Mittelpunkte 
die Zentrallinie Tom unendlich feinen Punkte bis zum aufseien Ähnlich- 
keitsponkt s' erfüllen; — den Berühmngssehnen zwischen den Be- 
rührungspunkten der änlseren und inneren gemeinsamen Eureistangenten 
entsprechen Hyperbeln, deren Hauptachse normal zur Zentrallinie ist 
und dieselbe zwischen dem aulberen and inneren Ähnlichkeitspunkte 
trifft Brennpunkte sind die Schnittpunkte der Hauptachse mit dem Ähn- 
' Uehkeitikieis. Für den aulseren und inneren Ähnlichkeitspunkt s und s' 

1) Ge«. Werke II, 451, 457 u. ff. Steiner leitet sie aus den verschiedenen 
Werten der koDiitanten Summe oder Differenz l der Kreistangenten aller Kurven- 
ponkle ab| sie eigebeii sieh aneli leicht am dum enrthnten Znaammenhange 
swisehes Brennpunkten und Berflhnmgspunlcten. 
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als Knrvenmittelpunkt verfällt der Kegelschnitt m das Geradenpaar der 
äufseren resp. inneren Kreist,aiif?ent^n. — Den BerühniTtf^ssehneii zwischen 
den Berührungspunkten der inneren Tangenten unii der Chordalc ent- 
sprechen Hyperbeln, deren Mittelpunkte 'iie ZentraLlinie (welche Haupt- 
achse ist) vom inneren Ahnliehkeitsjimikte bis zur Chordale durchlaufen 
— den Berülirungssehnen, welche mit auf der entgegengesetzten 
öeite der Chordale liegen, entsprechen imaginäre doppelt berührende 
Kegelschnitte, deren Mitteljunikttj zwischen der Chordale und dem Hal- 
bierungspunkt tc von 0^0^ liegen. 

Bei <len anderen Lagen der gegebenen Kreise, in denen nur zwei 
oder keine reellen gemeinsamen Kreistangenten möglich sind, werden 
diese Beziehungen kleine Veränderungen erleiden, indem gewisse Gruppen 
Ton Kegelschnitten ausfallen. Eine neu hinzukommende Gruppe ist her- 
vorzuheben, nämlich jene Ellipsen, deren Nebenadue die Zentnlluiie ist, 
und deren Brennpunkte ftuf jeaiem Teile des AhnlichkeittkreieeB liegen, 
welcher iimerlialb der beiden Kreise K^K^ sich bandet Ffir einen 
innerhalb K^K^ liegenden Ahnlichkeitepnnkt s als Eurrenmittelpuikt 
fidlen aach die Bremqpnnkie in den Funkt 8\ die Ellipse ledoziert sich 
auf diesen Punkt s (oder der K^ebcbnitt degeneriert in ein imagi- 
nires Geradenpaar, das sich in 8 sdmeidet). 

Wenn einer der gegebenen Kreise JS^ den Radius Null bat, so 
« ist sdn Hittelpunkt ein Brennpunkt, weil dann beide Äbnlichkeits- 

punkte in ausammenfaUen. Da Toransgesetat wurde, dab die Kreis> 
mittelpunkte auf derselben Achse li^n, so ist die Zentrale Haaptechee. 
Die Kurve wird wie im allgemeinen Falle aus dnem Berflbrungspankte 
oder dem Kurrenmittelpunkte odo* dem sweiten Brennpunkte oder der 
konstanten Summe oder Differenz der Tangenten (req». halben kürzesten 
Sehnen) bestimmt. — Statt des Berahnmgspunktes von TT, kann auch 
die zum Kreise mit dem iladius Null gehörige Berührungssehne 
gegeben sein; es ist die Polare des BrennpanktM Og der Kurve (die 
Leitlinie). Die Berührungssehne fÖr ist symmetrisch bezüglich der 
Chordale, welche die Tangenten von o, an halbiert^ dadurch ist die 
Aufgabe auf eine bekannte xnrQckgeführt. 

Wenn statt eines Kreises, nur der Mittelpunkt o.. und die zugehörige 
Berührungsseime g^eben sind, so XAhi sich diese Autgabe aueh auf 
die erörterten zurüekffilirenr Ist der Berührungspunkt j), von Ä\ ge- 
geben, so bestimmt sieli d^r :iuf liegende Berühmngspnnkt p.. ans 
fi>;i, (.)/)._,. — I^'t f!ei [\ui venmitteipnnkt ni gegeben, so giebt der 
Hätz, dal's sich ein Kurveudurchmesser und die /n ??? konjugierte Nor- 
male durch o., auf der zugehörigen Sehne Jj schneiden, behebig vi -le 
Paare konjugierter Durchmesser, welche auf Grund desselben Satzes 
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zur Bestimmung der Berülirungsseliiie von verwendet werden können. 
— Ist ein Brennpunkt /" rrejTeben, so gehört zum Halbieruugspunkte ,« 
von /o, als BerührimgsRelnio M die Chordale von f und d. h. 
die Gerade, welche die 1 au-^enten von f an JT, halHiert. Dmaus läfst 
sich Pj l»i sti [junen, da die Eutfemungeu von P^M und der gesuchten 
Pj proportional siiul den Entferuuu'.^H'i von und o,. 

Im folcrenden seien aofser den beiden Kreisen K^^K., andere Be- 
stunmungsstiicke des doppelt berührenden Kegelschnittes gegeben. 

1. Ein Kurvenpunkt q ist gepfhen}) Der Punkt q mnh entweder 
innerhalb oder aiifaerhalb beider Kreise liegen: im ersteren Falle ist 
die gesucht« Kurve eine Ellipse, deren Nebeuachse mit der Zeutnde der 
Kreise zusammcnfüllt. — Die Tangenten von q an die beiden Kreise 
iQiT, (resp. die kürzestem Sehnen durch q) haben eine Summe / und 
Differenz jeder dieser GrSIsen entaprieht je ein doppelt berührender 
KegelBchniti Die BerQhmngspuokte desselben mit JTi oder ergeben 
rieh ans { resp. l\ so liegen z. B. die Berührungspunkte von auf 
einem zu konzentrischen Kreise mit dem Radius + (resp. 
V'r|4-^"). wenn q aufserhall» heider Kreise liegt, und mit dem Radius 

)/r^ — ?* (resp. yr\— V'), wenu q iunerhall) derselben liegt. — Ist ^ 
auf der Chordale C dt r beiden Kreitse gegeben, so vereinfacht sich 
die Lösung, da der in 7 lierührende Kreis den Mittelpunkt o hat und 
daher gegeben ist; seine Chordaleu mit Ä, und ÜTj liegen in der Mitte 
zwischen den gesuchten Berühnmgssehnen imd der Geraden C. 

Ist q auf dem Ahnlichkeitskreise von ÄTjüu gegebeu, so enthalten 
die Tangenten der beiden durch q gebenden Kegelschnitte den inneren 
und äufseren Ahnlicbkeitspunkt von K.,. — Die beiden durch q 
gehenden Kegelschnitte haben aufser q noch drei Punkte qi^^q^ gemein, 
welche auf dem Kreise durch q mit dem Mittelpunkte w liegen; sie 
haben von der Chordale C dieselben Abstände wie g.') (Zwei dieser 
Punkte können auch imi4^nar sein). Dies läfitt sieh aueh anders aus- 

l^ i^teiner Hehandell den al1s?eraeinen Fall, t^afs ein Kegelschnitt gesucht wird, 
welcher zwei gegebene Kegelschnitte doppelt berührt und durch einen gegebeneu 
Punkt geht (Ges. Werke D, 480;; vergl. audi Niemtickik («9. imd 71. Bd der 
Sitrangsber. d. Akad. d Wits.). 

Ä) Sinil die Punkte 9, i'* ''^'. er^fiebt flich folgende projektinsche Be- 
«timninnj? des Kegelschnittes: Die Weehselsehne qq^ wird von K^ und dem ge- 
äucbteii Kegelschnitte in Punktcpaaren einer InvoluÜOD geschnitten, von deren 
l>opi>t!li>uakten einer durch die BerOhrongMebne von JTj nndC, ansgeschiuttan wird. 
Saelit man dahsr dasPnnktepaar ra;\ wdches tu qq^ vÖA dem Kreue JTi gleiehseitig 
liamioni^^ch konjugiert ist« ao giebt die Normale zur Zentrale durch x oder x' eine 
gesuchte Berül; iir!-- n>line von /T, ; man erhält also zwei Kegelschnitte. (Natürlich, 
kann in deräelbeu Weise benützt werden uud liefert dienelben Hesultate.) 
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sprechen: Je zwei Kegelschnitto, welclie zwei gegebene Kreise symmetrisch 
zur gleicheu Achse berühren, .schneiden sich in 4 Punktf'n, welche vom 
Halbierungspunkte a der Kreismittelpunkte gleiche Entternung haben. ^) 
Da man zu diesen Kegelschnitten auch ein gemeinsames (iuneres oder 
äufseres) Tangentenpaar zäM^^n innfs, ist darin dnr früher utiL(( Ii it» te 
Satz enthalten: „ro liegt aut der Symmetrale der durch eme gemein- 
same Kreihtangeute ausgeschnittenen Kurvensehne". 

Wenn statt eines Kreises ein Brennpunkt / gegehen ist, tritt 
nur an Stelle der einen Kreisbingente aus die Entternung des Punktes 
q von f. Auch die Bestimmung der noch mitgegebenen Punkte <?x9i93 
bleibt dieselbe, weil die Gerade, welche die Tangenten von /' an den 
Kreis Ky halbiert, die Stelle der Chordale C vertritt, und ü> die Strecke 
oj' halbiert. 

Diese 3 weiteren Kurvenpunkte qiq^q^ lassen sich auch bestiinmen, 
wenn statt der beiden Kreise mir die lifittelpimkte a^a^ und die lo- 
gehdrigen Beirlihrungssehiien P^Pi gegeben sind, weil die Ghordale C 
mitten zwischen nnd P^ liegt Znr Bestimmung des Kegelsehnitfaes 
snoht man den in q beraiiiendeii Kreis; sein Mittelpunkt x teilt die 
Strecke o^o^ im gldehen YeiiilltDisse wie q die Entfeniang der Be- 
rühnmgssehnen x^Xp*) Auch der Mittelpunkt m der Kurve iSfst sich 
direkt beitimmen, da mo^ : msr^ mo^ : ist; m muls daker die 
Strecken Oi«i und o^x^ im gleichen Yeikaltnisse teilen*); mp ist dann 

1) Da sich für awei Kogelsclinitte C, (7,, deren eiuc Achse in dit'seibe Gerade 
G lallt, immer zwei Kreise Vie»timmen lasaen, welche gleichzeitig C| und C, 
doppdt berflhren, iit die Beatiirnnnng der 4 Sehmit^iiakte xweier Mldrär Kegel- 
aehiiittB Cf vad enuAg^i^: Wie man «>, den Mittelpunkt des Kreises II, auf 
welchem die 4 Schnittpunkte liegen, findet, sowie die Gerade C, anf welcher die 
HalbieningBpunkte der 4 Wechseleehnen dieser Schnittpunkte liegen, wiuvie gezeigt 
(II. Aufgabe 6). Alle Kegelschnitte durch die gesuchten 4 Funkte bestimmen auf G 
eine lavolntion, welche dordi die bdden Behaittpnaktepaare von Q nad C, gegeben 
üi: Dm Pnaktepaar dieaer lavelutiottt weichet m lom HalbierangaiHiiikte hat^ liegt 
auf dem Kreise Ä durch die 4 geeuchten Pimkt«. — Das Punktepaar der Invo- 
lution, welches (Ivirch C halbiert wird, lit-^'t auf den x.ii G normalen Söhnen S\ 
der gesuchten Punkte. -- Die Doppelpunkte der Involution und liegen auf 
den Wechselsehnen der gesuchten Punkte; dieve Wechselsehnen sind bestimmbar, 
da rie dureh die Sdmittpimkte voa C aiit den Kreisea über «,» toad «^a gehen. 
(Vngl. Niemtiohik, 69. Bd. d. Sitzungaher. d. Akad d. Wies. iBt.O ) 

2) Oder mit Benutzung der Punkt»* 7,7,7,: Auf einer WecbnelHebne 77, ist 
durcli 77, und den Schnitt mit Pj al^ Düjjpelpunkt eine Involution bestimmt, 
welcher auch die Schnittpunkte von angehören ; da diese vom FuTupunkte der 
Normale aw 0^ auf qq^ glmh eatfemt riad, kftauiea rie beetinmit wetzten. 

3) Man zeichnet Aber Of«, and 0,«^ fthnliche Dreiecke; auf der Yerbuidaaga' 
Unie der dritten Ecken lif^ m Oder zwoi Patallele durch nnd 0^ sdmeideit 
Pi und in Punkten eines Durchmessers. 
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«m Durchmwser der Enrr« imd achneidet P, und in Pnnkten «c^ 
md 10 dab und psraDd tmd und noitnal zur Biditimg 
dar Twgente in p, (Diese Aufgabe ist emdeatig). 

Ist ein BerOlirangekreie K, ein Kurvenpnnkt q nnd der Mittelpunkt 
m der Kurve gegeben, ao iSikt iich diee auf den betncliteten Fall sur&ek- 
ffehreo, weil andi der m K besfiglich m symmetriBche Kreis ein Be- 
rflfarangakreia der geenehten Eurre sein mula. 

2. £¥iie Kwrveiiitmigente T ist gegebm. 

Man Bueht den BerfQirungspiinkt x; er hat die lägenecbaft, dafs 
aolaer ilim auf T kein Punkt existiert, dessen Tangenten oder kflneste 
Sehnen an die beiden Kreise dieselbe Snmme oder Differenz beeitaen. 
Neehdem die Kreismittelpunkte auf derselben Achse liegen sollen, mulji 
T mit beiden Kreisaii redle oder imaginSre Punkte gemein haben. 

a) T sehneidet keinen der beiden Kreise K^. FSUt man (Fig. 24) 
Ton 0| auf T eine Nonnale nach M| und tifigt von auf der Noi^ 
male die Linge der Tangente an nach beidAi Seiten auf: n^d^ 
'^^i^x^ht ^ tat die Länge jeder Tangente von emem Punkte x der 
Geraden 7 an gleich a?rf, oder «rf^, wegen xo\ ~ xn\ 
+ n^o\ — f\ = xn\ -\- xd^^. Ebenso bestimmt man fllr JE^ den 
Punkt Die Summe oder die Differens l der Tangenten Ton den 
Punkten x der Geraden T m Ki nnd JT, ist daher gleieh xd^ ± xd^\ 
nun ist X ao auf T au bestimmen, dafs es keinen anderen Punkt auf 
T giebt, dessen Entfeniungen von nnd d^ dieselbe Summe oder 
Differenz besitaen; d. h. es ist der Berührungspunkt drajenigen Kegel- 
admittea mit T su finden, welcher und d^ oder d[ nnd d^ su Bremi- 
punkten hat. Der gesuchte BerQhru:igspunkt x liegt auf d^d^ resp. 
rf|d^ Die Zentrale der KreifÜB ist Hauptachse der Kurve. Die Schnitt- 
punkte «1 Ol der Berfihrungssehnen mit T liegen auf den Kreispolaren 
Ton Xf oder können aas der Beziehung xd^tc^^ »90^ ^ xd^u^ bestimmt 
werden. *) 

b) T aehneidet die beiden Kreise K^K^. Bestimmt man jene 
beiden Kreise x^x,, weiche die Schnittsehnen von T mit K^^K^ au 
Dorchmessem haben, so sind die Tangenten oder kürzesten Sehnen eines 
beliebigen Punktes Ton T m und x^, resp. iC, und x, gleich. Alle 
Kegelschnitte, welche X) und %^ doppelt berühren, schneiden T in zwei 
Punkten; wir suchen jene, für welche die beiden Schnittpunkte zu- 
sammenfidleni da T eine Axe für diese Kegelschnitte ist, kann dies 



1) Sei (Fig. 24) n der Pol von J\ also xw, ' aa,, so ist A >i , ^ Aoj»i,x 
and daher », a, • »1,0: = n, « • »jO, = i J = *h^f' ^^^^^ liegen a^x^l^ in einem 
Halbkreise. 
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nur eintreten, wenn auf T ein Doppelpunkt der Kurve liegt, d. h. der 
Kf „'''Schnitt in ein Geradenpanr zerfallt, dessen Schnittpunkt auf T 
liegt Der innere and aufsere Ähnlichkeitspimkt Ton and sind 
die gesuchten BerfihmngBpunkte von T. 

Dieselben sind immer reell, auch wenn das Geradenpaar inia<rinär 
ist. — Die Zentrale der gegebenen Kreise ist Nebenachse der gesachten 
Kurve. 

Hat einer der gegebenen Kreise den Radius Null, ist also ein 
Brennpunkt, so ist die Lösung analog. Da hier die Zentrale einen 
Brennpunkt enthält, also Hauptachse sein muTs, erhält man nur Lösungen, 
wenn T den gegebenen Kreis nicht schneidet. 

Für einen Kegelschnitt, welcher T zur Tangente hat und K^K^ 
doppelt berührt, lassen sich noch 3 andere Tangenten T^T^T^^ be- 
stimmen: Bringt mau T und die zur Zentrale symmetrische Taiifürente 
mit dem Ähnlichkeitskreise von K^K^ zum Schnitt, so sind die 
nidit zur Zentrale normalen Verbindungslinien der 4 Schnittpunkte 
auch Tangenten desselben Kegelschnittes.') Da es nun bei gegebener 
Kurventangente zwei K^E^ doppelt berührende Kegelschnitte giebt, 
läTst sich dies auch so ausspreclu n: Je zwei Kegelschnitte, welche zwei 
Kreise (symmetrisch zur Zentrale) doppelt berühren, haben 4 gemein- 
same Tangenten, deren Schnittpunkte auf dem Ahnlichkeitskreis von 
K^K^ liegen.») 

1) Daraus ergiebt moh eine projektiTiflche LOaong der Aufgabe: Alle Kegel- 
Bchnitte« welche 2 Gerade (7, <?, in denselben Pnnkten berOhrea, bilden eine Sdiar; 
die Tangenten an dieselben von eiDom beliebigen Punkte x bilden eine Involution, 

von welcher ein DoppeMr;ilil nach dem Sclmittpuiikf^^ von (?, gerichtet ist. 
Wählt iiiaii als ,r den Srhnitt zweier Tangenten aut dem Ähniichkeitskreise, «o 
ist durch diese und die Tungenttin an K^ die Involution bestimmt, deren Doppel- 
strahleD die Zentrale in 8 Punkten ^r^ .r^ sc^ineidon; die Polare too «| (oder 
besflgUdi JT, giebt die gesuchte BerOhrnngasdine dieses Kreises, (hi gleicher 
Weise kann auch K, benützt werden.) 

2) PIos (jirlit ein Mittel, die t pomrinsamen Tan«jpnt»»n zweier Kegel- '^MiTtif; 
r*, r*„ , derrn riiic Achse auf dorBelbeii (icraden G liegt, zu liffstimmpn; Alle Kf^^fl- 
schnitte, welche 4 (icrade berühren, bilden eine Schar; die zu G uormalea Tan- 
genten sdineidaii G in einer Involntion, welche durch die Schnitte von C, und 
mit G bestimmt ist; dnrdi die Doppelpunkte e, gehen die sn <? normalen Dia> 
gonalseiten des Vierscits der gesuchten Tangenten; diese schneiden den Ähnlich» 
kHt«kr is /i', (b-r lieidrn (\ und C, doppelt beriihrenilpn KrpisoX dessen üestimiunnj:» 
früher Aul'g. 6; ^'O/r-igt wunio, in 2 Paaren von ( li';^rt'ne< ken des Vierspiteg der 
4 Taogünten; das dritte Gegem?ekeupaar liegt auf (/ und mufs einerseits zu CjC,, 
«ndieraeits nun Kreise Kg harmoiuaeh koiqngiert «ein, ist daher bestimmbar and 
haon auch nur Kbnstmlrtimi der Tangenten verwMidet werden, weil die vom 
Mittelpcnlcte des Kreises K, auf die gesuchten Tangenten gef&llten Kormalen 
diese in IHxnkten iretfen, welche aof der Sjmmetrale von t^t^ liegen. 
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Sind statt der beiden Kreise die Mittelpunkte 0,0, und sugehorigen 
BerOlinmg8»eimen PiP, gegeben, so ist der Berfihnitlgfpiuikt der 
Tangente unmittelbar gegeben; denn die Norinalo von 0^ auf T mufs 
P, in einem Punkte «, des zu T konjugierten Durchmessers treffen, 
und ebenso schneidet die Normale von a, auf T die Sehne P^ in einem 
Punkte ff , de-^selben Durehniess«T8; «i«^ schneidet daher 7' im j^esuehten 
Berührungspunkte, die Zentnüe im Mittelpunkte des gesuchten Kegel- 
schnittes. (Diese Aui'gabe ist eindeutig ! 

Ist ein Berflhnmpskreis K, der Kurvenmittelpunkt nf nnrl 1 ne 
Kurveatangente gegeben'), so lälst sieh dies auf die ercirterte Aufgabe 
zurückführen, da aueli der zu K bezüglich m symmetrische Kreis die 
gesuchte Kurve dopix lt berühren mufs. 

3. £in dritter ilopfielt ht rührender Kreis ist (je(jffien. 

Sein Mittelpunkt mufs auf der Zentrale OjOj liegen, da ^^<>uöt der 
Kurvenmitteljinnkt gegeben und Äj nicht mehr willkürlich viiire. 
Schneiden sich die Ahnlichkeitekreise von K^K^K^ in 2 recUeu l'nukttu, 
so sind dies die Brennpunkte der gesuchten Kurve, und die gemeinsame 
Zentrale G ist Nebenachse. Die Schnittpunkte von /'o^, fo^, fo^ mit 
den Kreisen K^K^K^ liegen auf der Scheiteltangeiifo. — Im andern 
Falle iflt G Hauptactue und die Brennpinikte treniieii die 8 Ähnlich- 
keitakreise gleicl^ttig hannoiiisch. 

Ist 8Utt des dritt«! Ereises der Mittelpimki und die Eugelidrige 
BerflhmngBselme g^eben, so benutzt man C und cd mr Bestimmung 
des KnrreiimittelpiuLktes; zwei panülele Gerade durch 0^ und m 
»elmeiden P, und C in Punkten eines DurchmeHera u. s. w. 

Sind ein Krds und 2 Mittelpunkte o^o, mit zugehörigen Be- 
rOkrongsselinen P,P, gegeben, so bestimmt man einerseits wie frOker 
den Kurremnittelpunkt, andrerseits P^, weldie Gerade P|P» in dem- 
sdlben Yerkaltnis trennt^ wie die Strecke o^O| n. s. w. 

4. Bas VerhäUnis der Adäm ist ffpgdm. 

Dann ist auch a : e resp. h : e gsgeben; die Brennpunkte ergeben 
sich ms dem ÄhnUehkeitskrms mit Hilfe der GlMChungsn o^f ~ • ^ 

resp. Yoxf 'OiT^ | • 

IV. 

Die früheren Aufgaben lassen sich aucli lösen, wenn die beiden 
gegebenen Kreise zusammenfftllen, d. h ein Kreis K uml seine Bß" 
riUtrungssehne F mit der zu suchenden Kurve gegeben sind: 

1) Niemtschik löst diese epezielle Aufpnbe durch räumliche BefaraebtDng 
im «8. Bd. d. Wien. Si(auiig«ber. d. Akad. d. Wias. IL Abt. Nov. 1878. 
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1\ Em Kurvenpunkt q ffßgtlben. 

Der zu q gehörip^e Berühniiip;skTeia K' läfst sich eindeutig be- 
stimmen, da seine Ghordale mit K von P und gleiche Entferamig 
hat. Sind die Schnittpunkte pp' von P und K leeU, so läDst sich 
der Kreismittelpunkt o' finden, da der Halbierongspunkt von oo' auf 
der Symmetrale von pq liegt. — Auch kann man direkt die Tangente 
T des Punktes q finden, da ihr Schnit^unkt mit P aof der Kreift- 
polare tou q liegt. 

Legt man durch q eine l)e1iebige Gerade X, so lilisi sieh der 
zweite Knrrenpunkt x auf X bestimmen, weil die Entfernung«! aUer 
Knrrenpunkte von P zu ihren Tangenten oder kürzesten Sehnen an K 
ein konstantes Verhältnis besitzen: 

Ist q (Fig. 25) innerhalb K, und schneidet X die Sehne P in 

den Kreis £ in 1 und 2, so nrals Yql • q2 : qa — Yxl •x2',x« sein; 
seidinet man Aber 12 als Dnrchniesser einen Kreis, so mfissen die 

Bndpnnkte der sn 12 normalen Sehnen in q und x auf einer Oeraden 
dnroh a liegen.^) Daraus folgt> dafo m « besfi^ch qx und bezOglioh 
12 derselbe 'PuM ß barmonisdi konjugiert ist; ß liegt auf der Kreis- 
polare Ton «; um also x su finden, bestimmt man au q den baimo- 
niscih konjugierten Punkt beaü^eh a und der Kreispolai« tou «c. 

Wenn q auüserhalb K liegt und X den Kreis K sohneidet, kann 
man q und X als Mittelpunkte von Kreisen aufiassen, weldie K nor- 
mal sdmeiden, und deren Badien (das sind die Tangenten Ton q und 
X un K) sich verhalten wie qee : xa, d. h. « ist ein Ahnlichkeitsputtkt 
dieser Kreise; der sweite Ihnliohkeitq^unkt ß muls daher (veigL Fig. 13) 
XU « beafiglich K harmonisch konjugiert sein, d. h. /) li^ auf der 
&sispolare von «, und die Kurrenpunkte qx werden durch «c und ß 
harmoniseb getrannt. 

Wenn q aulserhalb K liegt und X den Kreis K nicht schneidel^ 
kann man q und x als Mittelpunkte Ton Kreisen aufbssm, weldie 
(Fig. 26) dnreh 2 Punkte d und d' gehen, und deren Radien (das sind 
die Tangenten von q und x an K) sich Terhalten wie qa : xa, d. h. « 
ist ein Ähnlichkeitspunkt dieser Kreise; der sweite ÄhnUchkaitspnnki 
ß wird aus adß^90* erhalten; daher liegt ß auf der ElreispolaTe 
Ton a.^ 

Man erh&lt in sllen Fallen das gleiche Besnltat: x iai zu q har- 
monisoh beafiglich des auf P liegenden Punktes a von X und der 

1) Niemtschik leitet dieselbe K<MistniUioii dnrdi xtumliehe Betrachtimg ab. 
S) Vergl. Fig. 84. 
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Polare von a. ') Hält infin X fest, so sind die Schnittpunkte aller 
Kegelschnitte, welche K in denselben Punkten berühren, harmonisch 
konjugiert zu a und /ä; rückt q nach ß, so fällt am h / nach woraus 
wieder folgt, dafs der Kegelschnitt dieses Bust iieiH, weicher X berOhi-t, 
seinen Berührungspunkt in der KreispularL- von a hat.') Diese Be- 
trachtungen sind ganz unabhängig davon, ob P den Kreis K in reellen 
oder imaginären Punkten schneidet. 

Wählt man X durch den Pül n- von P (Fig. 27^, so fällt ß mit 
n zusammen; dann schneiden sich die Polaren von q und x auf P und 
zwar im Pole y von qTr , oder die Kegelschnitts tan genten in q \xm\ x 
schneiden sich auf F, und qxaTt sind harmonisch; d. h. „für jeden 
Punkt y von P treffen die Tangenten an einen Kegelschnitt des 
Büschels die Polare von y in Punkten, welche durch » und P har- 
monisch getrennt werden^ imd jede Gerade durch * urii der Pol 
bezüglich aller Kegelschnitte des BfieoheU identisch mit dem Pol be> 
sCgIidL des Ezeieee f. 

8% MfHB Kmrvmkuigeide T igt gegeben. 

Sind die Tangenten von sr an JT reell^ eo sehneiden sie T in 
Punkten eines Ihnlichkeitskreises JE^; der gegebene Kreismittelpunkt o 
und der an T gehdrige sind an K, harmonisdi kotyngiert u. s. w. 

In jedem Falle ist es aber einftcher^ anerst den BorOhrungspunkt I 
▼an T als haimoniseh konjugiert su P besfl^ch K m bestimmen*)^ 
woraus sieh dann die Brennpunkte konstmieran lassen. 

1 ) Liegt q insbesondere auf der Yerbindongslinie von o mit dem Pole sr der 
Oeraden P« ut also em Sdwitel dw gesnehten Kurve, so ist der cweite Sehaitel 
harmoniseh konjugiert za q bezüglich P imd «. 

2) Dafs der Beriihrung^pnnkt ß auf der Polare von a lie^t. kann man auch 
direkt aus obigen Betrachtungen ableiten: Nach P'ig. 25 crhiilt man di«' Schnitt- 
punkte einea beliebigen Kegelschnitteti des Büschels mit X, wenn mau durch a 
eine Getade n«ht, «ie mit dem Kreisa flbor 1% cum Sehaitk bringt ond dnreh 
dieM Sehnittpnnkte die Normalen auf X f&llt. Soll X Tangente einer Kurve 
werden, also die beiden Scknittpunkte von X mit der Kurve zusammenfallen, so 
mufs dieser fiemhrungspunki auf der Derühronggsehne der Tangenten aus u an 
den Kreis über 12 liegen. 

Nach Fig. M liegen die Befanitlpnnkte eines beliebigeu Kegelschrnttea de« 
Büidkala mit X auf Ereisen, walehe Uwe Hittelpiinkte auf ad haben nnd «d bar« 
monisch trennen; soll X Tangente einer Kurve sein, so mufs der erwähnte Kreis 
X berühren; dahnr liegt der Borührnngspunkt auf der Normale durch d zn ud. 

Nebenbei ist dies der bekannte Sats: Alle Kegelschnitte, welche zwei Gerade 
in denselben Fanktem berühren, schneiden jede Gerade X in einer Involntion; 
ein Doppelponkt liegt auf der gemeinsamen BerObmngssehne; im andeien vrird 
X von einem Kegelschnitte des BQschds berührt. 

3) Srhnoidet T die Tangenton von p und p' in dou Punkten et und go liegt, t 
auch auf der Verbindungslinie von x mit dem iSchnittpunkt von ap' und a'p. 
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RcDOur ScHOnuB: 



Aneb kann man weitere Taugenten der Kurve tinden: 

Man sucht zuerst (Fig. 2S) auf einer beliebigen Geraden X durch t 
den zweiten Kurvenpunkt t^ als barjnonisch konjugiert bezüglicli a und 
seiner Polare A. Sowie die Tang« f t*' iu f dnrch den Pol y von stl 
geht, enthiilt die Tangente in den I*ol ^, von jtt^; nun sind n:( 
und vct^ und daher') auch deren Pole y und i/' harmonisch konjugiert 
zu a und A. Die beiden Kurventangeuten ift und yj^, müsseu sich 
demnach in einem Punkte x der Geraden A schneiden, welche die 
/u a be/üt/üch der Punktej^aare t/»/, und harmonisch konjugierten 
Punkte enthält, d. h, die durch einen beliebigen i'unkt ,/• gehenden 
Tangenten eines doppelt berührenden Kegekcbuittes T'g werden durch 
die Yinrbindangsliiiie und den Schnitt u der Polare X von x be 
zfiglich mit P harmonisch getrennt. Da non a der Kreispol Ton xx^ 
also unabhängig von C, ist^ erhSlt man die beiden SStae: 

Die Polaren eines beliebigen Punktes x (d. i. die B^rtlhrungssehnen 
der Tangenten aus rr) bezttgUeh aller den Kreis K in denselben 
2 Punkten berührenden Kegelschnitte schneiden sich in einem Pnnkte a 
der gemeinsamen Berflhnu^issehne; « liegt anch auf der Kreispolare 
Ton X. — Die Tangentenpaare aus x an alle den Kreis K in d«iselben 
2 Punkten pp* berfihrenden Kegelsohnitte werden durch die Geraden x* 
und xa harmonisch getrennt; dabei ist x der Pol Ton pp' und « der 
Pol Ton X» beafiglich K\ xtt ist daher die Tangente des durdi x 
gehenden Kegelschnittes der Schar, 

Wenn x auliserhalb K liegt, werden auch die Tangenten an K 
durch x% und xa harmonisch getrennt; wenn x inaezhalb K liegt^ 
schneidei jedes Tangentenpaar eines Kegdsohnittes den Kreis K in den 
£elqiunkten eines Viereckes, dessen Gegenseiten sich entweder in « 
oder auf xn schneiden. Diese Betrachtungen gelten unabhängig daTon, 
ob p und ;/ reell oder imaginär sind. 

Es ist demnach möglich, dm-ch jeden Punkt x der gegebenen 
Tangente 7' die zweite Kurventangente 2'j zu konstruieren; ist x ins- 
besondere der Schnittpunkt von T mit so mufs T| und T harmo- 
nisch konjugiert sein zu P imd x. 

3*. FJn doj}pelt berührender Kreis K' ist fje<]ehen. 

Nachdem dann 7.wei Kreise l\ und K' und die Herübruugssehne 
P von K gegel)eji sind, ist dies ein schon Itehandelter Fall. 

4*. Das VerhäUnis der Aehsryt ist geyelnm. 

Dana kennt man auch a : c und b : e. Liegt o auf der NebenachBe 

1) Wenn man zu jedem der 4 bannonigcfaen Strahlfn -rtf. 7ct^, na, A besflg- 
Hch <lt's Krpisr>>4 K den barmoniHch konjti'.'^it'rten Strahl konstmiert, erhält man 
wieder eint; harmoaisch« Gruppe: xy, ^y^^ Tca. 
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der gesackten Euire, so enthält der Kreis Über osv die Brennpunkte, 

und diese haboi Ton o die Entfernung o/* r • daraus können sie 

eindeatig bestimmt werden. — Liegt o auf der Hauptachse der gesuchten 
Karre, so ist die Länge der Tangenten oder halben kfinsesten Sehne 

von 0 an den Breuiikreis bestimmbar: A = yof • of^ r ^ ; der Brenn- 

kreis schneidet daher den zu K konzentrischen Kreis Ki mit dem 
Iladias k normal oder nach einem Durchmesser, und da er auch den 
Kreis ^ über oar normal Hchneidet, ist er eindeutig bestimmt.') 

Auch können die Schnittpunkte der gesuchten Kurve mit einer 
beliebigen Geraden X direkt mit Hilfe des Satzes konstruiert werden, 
dafs für alle Kurvenpunkte das Verhältnis von l (der Länge ihrer 
Tangenten oder halben kürzesten Sehnen an Ä") zu ihrer Entfernung 
von der Beriihnmgssehne P konstant ist, und /war r : a oder r:h, je 
nachdem der Mittelpunkt von Ä auf der Haupt- oder Nebenaehse lien^t. 
Sucht man auf einer (leraden X die Kurrenpuiikte, so ist das Ver- 
hältnis von l zu ihrer Entfernuui; von «, dem Schnittpuiikte der Ge- 
raden X. und P, gegeben; es sei f 

Wenn die gesuchten KurveiipuuklH innerhalb K liegen, mufs X 
di u Kreis K schneiden; dann errichtet man (Fig. 25) über den Srhnitt- 
puiikten 1, 2 einen Kreis Ä und legi durch a eine Gerade Cr, clals 
tg ^ = g ist. G schneidet den Kreis Ä in zwei Pimkten, welche auf 
X projiziert die gesuchten Kurvenpunkte (x und q) geben. 

Wenn die gesuchten Kurvenpunkte aiiTserhalb liegen, so kann 
Huui sie als Mittelpunkte von Kreisen auffassen, welche K normal 
schneiden und a sowie den auf der Polare Yon a gelegenen Punkt ß 
zu Ähnlichkeitspunktea haben. Alle &eise mit lüttelpunkten auf X, 
welche K normal selmeiden, haben (Fig. 26) die Normale D von o auf 
X. xur g^einsamen Ghordale, also auch die gesuchten Sr^se und 
deren Ähnliehkeitskreis K, über aß. Legt man durch « eine Gerade 
so dafs sin 9> SS » Ib^ so muüs Q Ton den gesuchten Ereisen be- 
rOhrt werden; bringt nun demnach G cum Schnitt mit D in tf, so sind 
die LSngen der Tangenten von d an die gesuchten Kreise und den ge- 
gebenen K, gleich, so dab man die Berührungspunkte derselben mit 
G und daraus ihre Mittelpunkte auf X finden kann, welche die ge- 
suchten Euirenpunkte (q und x) darstellen. 



1) Im «rsteien Fette liegt der ICttolpunkt de« Brainkreiaefl auf der Ghordale 
der beiden Smom und ft; ha sweiten Falle verbindet man die Endpunkte dea 

zu 01t normalen DurcbnieHeent von 7\' itiit o und «r; die Haibierongastn^en dieser 
VearbindungBlinien enthalteii die Breuupuukie. 
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Diese Konstruktion ist un;ibhäiigiL; davon, ob A'ilen Kreis K achneidet 
oder nicht; sie i»i aber unuiüglich^ wenn f > 1 ist; darum sei noch 
eine Konstruktion iin^egeben, welche in jedem Falle durchführbar ist: 
Wenn X den Kreis A' nicht schneidet ( Fi^. 26\ lierrpn die gesuchten 
Kurvenpunkte auf dem Kreise, dessen Punkte von d und a Entfernun- 
gen besitzen, die in dem gege}>enen Verhältnisse f stehen. - Wenn 
X den Kreis A' schneidet, kann mau ebenso den Satz l)enut7.en, dafs 
der Ort aller Punkte, deren Tangenten an einen Kreis A' zu ihren 
Entfernungen von einem Punkte c. in einem constanten Verhältnisse c 
stehen, ein Kreis ist. Will man dnvon keinen Gebrauch machen, so 
konstruiert man über den Schnittpunkten 1,2 von X mit K einen 
Kreis Ky^ und errichtet im Schnittpunkte a von X mit P eine Nor- 
male .4 auf X; die gestirhten Kurvenpunkte auf X sind dann die 
Scheitel eines Kegelschnittes (\ welcher den Kreis A'j, so do))])elt be- 
rührt, dafs A die gemeinsame Berührungssehne ist; anfserdem ist für 
diesen Kegelschnitt (' noch das V»"-hältnis der Achsen gegeben, da t das 
Verhältnis einer Halbachse zur i'jxzentrizität dieses Kegelschnittes C ist. 
Daher kann man, wie oben, den Mittelpunkt von C und daraus die 
Scheitel tinden. 

Geht dip (ierade X durch einen Beiühruugspunkt ;) der gesuchten 
Karre mit A , so läfst sich der zweite aui X liegende Kunrenpuukt x 

BQB dem bekannten Verhältnisse Yxp • xq : xp — t finden, wo q der 
«weite Schnittpunkt von X mit K ist. Denn «8 ist xq :xf = t*i 
dieaer Gleichung entsprechem swei Punkte x^x^ welche pq harmoniach 
trennen. Der innerhalb pq liegende Punkt jr, wird analog wie in 
Fig. 25 gefunden: Eine Gerade G durch p, welche mit X den Winkel 
^ (tg 9 « £) einschlielst, schneidet den Kreis über pq in einem Punkte, 
wdcher, auf X projiziert, den gesuchten Punkt Xy liefert; ergiebt 
sich ans dem harmonischen Verhältnisse. Da alle Kurrenpunkte ent- 
weder innerhalb oder aufserhalb von K liegen, wird jeder Aufgabe nur 
einer dieser Punkte oder x^ genügen. 

V. 

Auch eine Reihe anderer Kegelschuittskonstruktiouen lassen sich 
auf tirund der entwickelten Beziehungen durchfahren: 

1. Gcffchen sind ei)i do^ipeü herUhrmder Kreis K mit Berührungs- 
punkt p, Sonic zirei Kurvenpnnhtc <i^a.,. 

Der auf der (Jeraden n^a^ Ii' i^o nde Punkt // der Berührungssehne 
P ist (zweideutig) bestimnibar, weil a^ij und (i^y sich wie die Tangeu- 
ten oder kürzesten Sehnen Ton und an iC verhalten. Die beiden 
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Lösungen für y sind zu und K harmoniBch konjugiert. Die Ver- 
bindungslinie von p und y giebt die gesuchte Berührungssehne P u. s, w- 
Die ^'cgebenen Punkte mÜBseu entweder beide innerhalb oder beide 
aulserhaib von iL iiegoD. 

2. (rcgehcn suwl ein doppelt herührcmlcr Kreis K mit B^üitrungspunkt 
p und eine K^nnvhmpmte T mit BeriilirungspHpl f f. 

Auf der Ueniideii pt werden durch K und den zu / gelictrigen Be- 
rührungskreis A" gleiche Sehnen ausgeschnitten; dadurch ist eiu Punkt 
von K' (eindeutig) bestimmt imd K' gegebeu, da sein Mittelpunkt 
auf der Normale in t zn T liegt. 

Oder: Die Poki e vou t bezüglich Ä' schneidet T in einem Punkte 
der gesuchten Berührungssehne V, welche auch durcii P geht. 

Oder: Konstruiert man die zu T bezüglich K haimonisch konju- 
gierte Gerade durch t, so schneidet diese die Kreistangente des Punktes 
p in einem Punkte x der Kurveuach.se, welche durch o geht. 

3. Gegeben sind ein d&ppelt berührender Kreis mit einem Berührungs- 
punkte p und zwei Kurventangenten Ti und T,. 

Eonstroiert man durch den Schnittpunkt t von T^jT, jene bttden 
Geraden XX' , welche zu T^T, und zu K hannoniadk konjugiert Bind, 
so admeidefc die eine (X) die Erdepolare von t in einem PnnkAe toh 
P, die mAete (X') Beneidet die Tangente Ton ji in « (dem Pole von 
f). Ba X ond Z' ihre Bollen TertanBchen können, ist die Ao^he 
zweideutig. 2\ nnd müssen K entweder beide in reellen oder beide 
in imaginfiren Punkten Bcfaneiden. 

4. Gegeben smä ein deppdi berührender Erm K eSnem Be- 
r0iirwiig9jg¥iiikte p, em Kuirvenpiimlä a und eine KurvetUtn^fenie T, 

Je nai^ der Lege Ton a nnd T gegenüber K mnlii man mehrere 
Falle imtersdieiden. 

a) Der Enrrenpunkt a liegt inneorhalb JT; dann mnia dar Berühr 
nmgBpnnkt i von T auch innerhelb K liegen, also T den gegebenen 
Kreis Jt in 1,2 eehneiden. — Zur Bestimmung von i führt die Eigen- 
schaft afler Eurrenpnnkte^ dals die dnroh sie gehenden kfirsesten Seh- 
nen Ton JT zu ihren Entfernungen TOn P ein konstantes Yerhaltiiis 
beBiiseo; also muls ^ig. 29) Si^tu» Sf' t — s:l sein, und daher ist 
S^iapssSixp tmd s^:tg = s: die erste Gleichung liefert s. Trägt 
man $ in 2; (dem Schnittpunkte von pa mit T) normal zu T auf und 
zieht Yom Endpunkte eine Tangente an den Kreis über Iß, so erhält man 
xtifolge der zweiten Gleichung t und y (zweideutig); dadurch ist P be- 
stimmt Die Anhebe ist unmöglich, wenn T zwischen a und p liegt. 

b) Der Kurvenpimkt a liegt aufserhalb und T schneidet den 
Kreis: Jetzt treten an die Stelle der kürzesten Kreissehnen duxdi die 

AsehiT 4w |f«tlMm»tik und Pb^tik. UL B«Um. U. ' S 
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Kiurenpankte <lif KreistangeateiL, und es muTs (Fig. 30) : a ^ /, : r 
=^ ? : I sein, und daher igt Zj : a ;/ l : xj) und l^xty-^li .ry. Die erste 
Gleichung liefert /; um nun niit Hilfe der zweiten Gleichung f und y 
zu fiudt'ii, orriehtet man in x (dem Schnittpunkte von pa mit T) auf 
T eine Normale und sucht iu dieser einen Punkt ä\y so dafs die 
Tnngt^nto yob Xi an den Kreis über 12 gleich l ist; diese Tangente 
schneidet T im gesuchten Berührungspunkte weil dami die zweite 
Gleichung erfüllt ist Man erltält entsprechend <li-n Ix idtMi Tangenten 
aus x^ zwei Losungen für gleichzeitig eigiebt sich y und daraus P. 
Die Aufgabe ist unmöglich, wenn q (der zweite Schnittpunkt von äp 
mit K) und x das Punktepaar ap trennen. 

c) De r Kurvenpunkt a liegt anürarhalb Kf und T schneidet den 
Kreis K nicht: 

Wieder geht man (Fig. 31) Ton der Beziehung : a = : t = / : | 
ans und erhält die Gleichungen : ap f : xp und l^: ty ^ l: xy. Die 
erste Gleichung liefert da für alle Punkte von T die Längen der 
Tangenten gleich den Entfernungen Ton einem Punkte d (oder d') sind 

ujid, wie l'rüher gezeigt wurde, 1>0" sein muls, kann die zweite 

Gleichung auch in der Form geschi-ieben werden fd : ty = l : xy, d. h. 
der durch il «gehende Kr«'is mit dem Mittelpunkt«' / und der Kreis A'x 
mit dem Centruni ./ und dem Radius / niiisseu // zum Ahnlichkeita- 
punkte hiibeu. Dalier lie^t // auf einer Tangente aus d an Kg und ist 
dadurch (aweideutiij ) Ue.-timmt; 7' ist die Verbindungslinie von p und y. 
Die Aufgabe ist nur möglich, wenn q (der zweite Schnittpunkt von ap 
mit K) und x das Pimktepaar ap trennen. 

5. Ge(jd)cn sind ein Berührutigsheiü K und drei Kurcenpunkte 

<h} ^hj «3- 

Der auf der Geraden a^a^ liegende Punkt y der BerQhnmgssehne 
P ist bestimmbar, weil a^y und a^y si(rh wie die Tangenten oder kür- 
zesten Sehnen von «j und a^ an A' verhalten. In derselben Weise be- 
stimmt man den auf f*, «, oder liegenden Punkt z der Berüliruugs- 
sehue P. Nachdem man für y und z je zwei Lösungen erhält, ist 7^ 
yierdeutig bestimmt. \) Die 3 gegebenen Punkte müssen entweder alle 
innerhalb oder alle aufserhalb K liegen. 

6. Geijihen sind ein BenUirungakreis mei Kurvenpunkie a^a^ und 
eine Knrventangente T. 

Zuerst bestimmt man wie früher den anf ä^a^ liegenden Punkt g 
der Berfihrungssehne P; brmgt man dann a^a^ mit jT in x zum Schnitt, 

ij Diese Lösung hat Fiedler in der froher zitierteb Abhandlung durch 
riliimliche Betrachtung »bgeleitei 
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ao wird wie in 4. der Berlilmmgspimkt von sowie der Schnittpunkt 

y der Tangente T mit der BerOlurollgsseline P bestimmt. Da man für 
y und z je zwei LSflongm erhSlt, ist die Aofjgpbe vierdeatig (vei^L 

Fig. 32 und 33). 

7. Gegebepi situl ein Berührungskreis K, eine Kurventangente T mU 
JSeriiknttufSpttnli t und ein Kiin-mptttild n^. 

Der Sclinittpunkt y der Tangente J' mit der Berührungssehne P 
liegt auf dor Kreispolare von t. Auf der Geraden a^t wird der 
Schnittpunkt mit P wie in 1. bestinunt; dadurch ist P (zweideutig) 
gegeben. 

Mail kann auch auf beliebigen (renulfM) X Anrch den Tiwoiten 
Schnittpunkt und den Schnittpunkt mit 1* linden: Liefrt inner- 
halb A' i^Fig. 32), so folgen aus s' : t = *'i : a, = s : £ tlie beiden (ih'i 
chungeu s' : ty ^ : ry und s, ^ s : xz\ die erste Gleicliung liel'ert 
s; nach der zweiten Gleichung bestimmt man den S<;hnitt])unkt - von 
-X mit als jenen Punkt, welcher (i^ i im Verhältnisse >, : .s" teilt (zwei- 
deutig), und daraus a^. — Liegt «, aufserhalb K (Fig. 33j, so folgen 
aus r : T = = I die beiden Gleichungen V '.ty =1: xtf und 

:a^: l : .rz. Die erst^» (ileichung liefert Z; nach der zweiten be- 
ötiaimt riian den Schnittpunkt z von X mit P als jenen Punkt, welcher 
a^x im Verhältnisse : / teilt (zweideutig j, und daraus (Entweder 
sucht man zuerst den auf der Kreispolare von z gelegenen IHiiikt /i 
und bestimnit u^, so dafs a^c^zß eine harmonische Gruppe bilden, oder 
man benntai die Eigemnhflll^ dels und Mittelpunkte TOn Ejeiseu 
mndf welehe K nonmil sdineiden und daher D, den auf X normaloi 
EreiediudinieMer von K, zur Chordale beeitaen, und fttr welche g ein 
Ähnlichkeitspnnht ist Bringt man daher die Tangente X ane iir an 
dem Kreia mit dem Hittdpiuikte anm Schnitt mit D und errichtet 
im Schnittpmikte 9 die Nomale auf % so trifft diese die Gerade X 
im Halbiemiigspunkte m von a^a^.) 

Inabeeondere kann X parallel an T gewählt weiden (Fig. 34). 
Dann iat M gegeben dnreh die Oleichung ity — s^: Oj« » tg 9; mit 
Ton M beatimmt man wie firflher ü^. 

Oder X kann dazdi den Punkt $ gehen (Fig. 35); dann bestimmt 
man aneiat den auf X liegendMi Punkt ß der Polare Py von jf; 
nnd der zu suchende Punkt Og sind harmonisch konjugiert zu jfß. 

Um die Tangente in Oj zu bestimmeii, sucht man zuerst dea 
Schnittpunkt g von a^i mit P; die Tangenten von und t achneiden 
sich auf der Kreispolare P, von e (Fig. 3G). 

8. Gegeben sind ein Berührungskreis K, eine Kwvenkmgeide mü 
JBerühnmgspmH %md eine KurvetUangeHte T,. 
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Der Schnittpunkt y, der Tangente mit P liegt auf der Kreis- 
polare von der Berülirun<^spunkt von 2j sowie der Sclmittpimkt 
ff^ von Tg mit J* werden wie in bestimmt. 

Oder man sucht durch den Schnittpunkt x von T, jene Geraden, 
welche zu 7", T., und K harmonisch konjugiert sind, und t)rin<?t eine 
derselben mit den Kreispnhiren von fr zum Schnitt; der Schnittpunkt 
gehurt der Beriihrungbselme F au (vergi. Aufgabe 2 a). 

9. Geg^mi sind ein Berüiwungskrffis K, ein Kurvenpunkt a und 
ewei Kurventatigetden T,, T^. 

Man sucht jene Geraden durch den Sc'huittpunkt x der Tangenten, 
welche zu diesen und K harmonisch kouiugiert sind (Aufgabe 2a) und 
bringt eine dersel])en mit der Kreispolare von x zum Schnitt; der 
Schnittpunkt y liegt auf der Berülirungssekue F. Nun sucht man auf 
yä den zweiten Kurvenponkt und wie in 4, den Berührungspunkt einer 
der gegebenen Tangente und ihrea Schnittpunkt § mit P. Nachdem 
ftr y mid § je iwei LoBungen Toiliuideii snidy irt die Aufgabe vier- 
deutig. 

T T T 

-tj, Xj, .Xj. 

Mut sacht flir den Scimittpniikt x Ton T^T^ diejenigen Gl«nideii 
XX, welohe za und K harmonisch honjagieii sind, ebenso fOr 
den Sehnitlqpiuüd; y yon T^T^ die entsprechenden Geraden YY\ der 
Schnitt einer Geraden X mit einer Geraden F ist der Pol * von F 
nud ako vierdeatig heetinunt; oder: Eine Gerade X zum Schnitt ge- 
bracht mit der Ereispohre von x giebi einen Punkt der BerOhrang»- 
sehne nnd ebouo eine Gerade Y zom Sdmitt gebracht mit der 
Ereispolare von y. 

Auf diese Aufgabe lafet sich auch die folgende zorficHIIhren: Ge- 
geben sind ein Berflhmngskreis K, die Eurrenachse nnd 2 Tangenten, 
^vr il (Uuin auch die zur Achse symmetrischen Tangenten gegeben sind: 
Durch den Schnittpunkt x von T^T^ geht ein Ahnlichkdtskreis JT,, 
welcher auch die Schnittpunkte der HalbieniugBstrahlen von mit 
der Achse enthält; dann kann man einen zweiten Bertihrungskreis K 
bestimmen, dessen Mittelpunkt o harmonisch zu o bezfiglich K, ist^ 
und welcher sich mit K auf schneidet u. s. w. 

Oder bestimmt man, wie früher, den auf der Polare von x liegen- 
den Punkt u der Berührungssehne P, so ist diese gegeben, da sie auf 
der Axe nonnai steht. 

Die schon früher erwähnte Aufgabe, })ei welcher iL, der Kurven- 
mittelpunkt m und eine Tangente 1\ geijelieu sind, läfst sich auch auf 
diesen Fall ziirückführen: mo ist die Eurrenachse, und die zu 
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parallele fviirvontnngonte läfst sich raitt4»lst 7» hpstimmen. Da 
und Tj parnlieJ sind, also x unendlich fem ist, lie^^t a auf dem zu 1\ 
normalen Kreisdurchmesser D, und zwfir ist a einer jener Punkte, 
welche Ä und gleichzeitig harmonisch treuneu. Die Berühnings- 

sehne P geht durch a und ist zu mo normal; die Berührungspunkte 
Ton T^T^ li^en auf i»«.') 

Anhang. 

Äufser den im vorhergehenden hesprochenen Kegelschnitten, welche 
zwei feste Kreise symmetriseh zu derselben Aebsc berühren, giebt es auch 
noch andere (iruppeu \on Kepelsclinittcu, welche die Kreise symme- 
trisch zu verschiedenen Achsen be? ihr 1 -"^ 

Die Bezieluins^en , welclu- ^wiHfiien einejn i\e<iei schnitte und zwei 
doppelt herübrenüeu Kreisen, eieren Mittelpunkt« iu verschiedenen Achsen 
liegen, bestehen, lassen sich aus den vorstehenden Betrachtungen leicht 
ableiten. 

Einen gegebenen Kegelschnitt mit dem Mittelpimkte m und den 
Axeu rt, b mögen zwei Kreise K^K^ doppelt berühren, und zwar liege 
der Mittelpunkt 0, von A'j auf der Nelienaobse, Oj auf der Hauptachse. 
(Fig. 37.) Die Berührungssehnen P,i^ schneiden die Achsen in den 
Punkt-en jTj und .t,; dann ist mn^ : aTjO, ^ Ir : n- und o^tt^ : :r^ni ^ : a^, 
d. h. und Pj, schneiden sich in einem Punkte y der Zeutrale OjOj, 
so dafs o^y : o^y = a* : 6* ist 

Bezeichnet man die Teile o^y und o^y^ in. welche y den Zentral- 
abstand d = o^o^ teüt, mit y^ nnd y^, bo folgt y^ :d — a*i^ nnd 
: — 6* : (Dabei kann y aneh auiberhalb o^o, liegen.) 

Zwiscihen' den Brennpunkten nnd BerfllinuigskreiBen bestehen, wie 
bewiesen wnrde, die Bezielrangen: 

'i • = : und r\ : o,/" • o^f =» i>* : c*. 

Nnn ist öj/* = o,m* + «■ nnd 0,/* • o^f = ± (v** ~ 

o^p ± öj/* • o^f = Oll»* -f o^m* = oder 

%±'^=iP oder i±±^^d^ oder l±^=ti., 

d. b. y ist kein willkfliUcher Funkt der Zentrale o^o^, sondern gebSrt 
dem Punktepsare yn an, welches die gegebenen ICieise gleichzeiiig bai^ 

1) Bleie LOnmg bat Niemtschik durch rikomliche Betrachtang abgeleitet» 

2) nies erörtert Steiner ausführlich iu § 8 seiner Abhdlg. „Neue BestÜXL- 
mungMurteu der Kurven 2. Ordnung etc." (Ges. Werke II, 4M u. ff.). 
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moniscb trwnt. ' i Ks <^icl)t algo auf der Zentrale der beiden Kreise 
K^K^ nnx vamw Punkte y uiid z, vou denen jeder die Eigenscliiift luit, 
dafs zwei durch ilni gehende, zu einandor imnnalc Geraden Berti Ii riitij^s- 
sehnen eines K^K^ doppelt berühreudea Kegelschuittes sind. Diesen 
Punkten entsprechend unterscheidet man zwei Gruppen doppelt be- 
rühreuder Kegelschnitte L^y und C^; alle Kegelschnitte der Gruppe 
Cjf haben mit und BerQliruugsgehnen, die sich im Punkte y 
Bchneideu, jene der Gruppe Cff Berithrongssehnen, die sich in b schnei- 
den.') Sollen Kegelschnitte dieser Gruppen existieren, dürfen sich JTj 
und nidit schneiden, weil sonst die Punkte y und g nicht reell 
sind. Die Eigenschiiten der Kegelschnitte beider Gruppen sind analog, 
weshalb es genfigt, jene d«r Gruppe C*y zu bespredien, wobei y jener 
Punkt des zu K^K^ gleiduseilig hannonischen Punktepaares sein soll, 
welcher innerhalb des Kreises gel^n ist 

Dar. Ort der Mittelpunkte aller und symmetrisdi zu Ter- 
Bchiedenen Adisen berührenden Kegelsdinitfee ist der Kreis ttber OxO^. 

Die BerOhrangsselmeii aller Kegelschnitte der Gruppe 0*y mit 
und schneiden sich in dnem festen Funkte y der Zentrale ö^o^ 

För alle E^elsehnitte der Chruppe (Py ist das Verhältnis der 
Quadrate der Achsen konstant, und zwar verhalt sich das Quadrat der 
Hauptachse zum Quadrat der Nebenachse wie o^y : wo o, der auf der 
Nebenachse lit^^^ ude Kreismittelpunkt isi Für die Kegelschnitte, deren 
Nebenachse durch geht, ist r, : <\f — (J ■ f konstant, oder Oj/ ist für 
alle Kegelschnitte der Gruppe C^y, welche J£j symmetrisch der Neben- 
achse doppelt berühreui gleich, d. h. die Brennpunkte dieser Kegelschnitte 
liegen auf einem Kreise woldier konzentrisch ist mit jenem der 
gegebenen Kreise^ dessen Mittelpunkt auf der Nebenachse liegt. — Ebenso 

1) Deim konstruiert tQau (Fig. zu den Kreisen A', A', , die sich aus- 
■eUieTaen tollm, das beide bannonisch treniie&de Pnnkiopaar (der Kieii fihcr yz 
mnl« Ki und rechtwinklig schneideD« sein Mittelpiiiikl liegt in der Cbordale 

von KjKf), 80 geht durch y dio Bcruhrungssehne der Tangenten aus z an JT, 
and durch z die Berttbrungstehne der Tangenten aas |^ an JT,; daher iit 

Ji- OB 0. £ und =« 0^8 oder ^ 4- -'^ ^ e. s + ouf ■« d. EoBsfaniiert man 

m iwn sich einscbliefaenden Kreiaen ^g. 89) die hamoniadi koigugierten 
Punkte y und lo beitimmen die Tangeatm vou - an beide Kreise dieselbe 

BerfihnngMdhne duieh tr} daher Ist « o. jr, — =- o.« oder ^- 

mm O^i — 0,g — «f. 

2) Dazu kommen als dritte Gruppe C*x die früher beipcodie&en KegeU 

sfluiitte, (lcr<-n Hfnihnuigasehnr'n sich im iii:ciHllich lernen Punkte ,t iler Nor- 
iniik- zur Xi>ntrali> Hrhneiden, )in<l o< int xyz das beiden Kreisen gemeinsame 
i'ulardreieck (dteiner, (ies. Werke 11, 4*iä}. 
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folgt aus rj : I^Oj/ • OjjT — h : r, dufs J^Oj/*« o,/", d. i. die Tangente oder 
kürzesto Sehne durch an alle Brennkreise dieser Kegelschnitte kon- 
stant ist, d. h. alle Brennkreise dieser Kegelschnitte schneiden einen 
fi'sten Kreis rechtwinklig oder nach einem Durchmesser. Sl\, ist kon- 

^.»•ntrisch mit jenem der gegohenen Kreise, dessen Mittelpnnkt auf der 
Häuj)t;u hse lietrt. und wird auch vnn rechtwinklig oder nach einem 
Durcdinies8er i^escliiiitten l.ierrt o, aut" der Xehenachse, so erhält das 
Verliältnis der Ach-^f i: lieii reziproken Wert, imd es vertaiiseheii die 
Kreise ,Si, und Älg ihi*- f^'lleii: S^^ ist der Ort der Brennpmikte dieser 
Ke<jelscliiiitte. und Sl ^ wird von den Breniikreisen rechtwinklig oder 
nach einem Durchitu -ser geschnitten. Aus den Figuren und 39 
läfst sich eine einfache Konstruktion dieser Kreise jJ, und ableiten. 

Die Radien der Kreise sind nach iHlhmm l/-^- - ^ l/ d • «hisr und 

- — = y d • o^z, d. h.: wenn z innerhalb o^iK liegt^ gehen die Kreise 

Sti^ durch den Schnitt der Normale in r auf OjO^ mit dem Kreise 
Aber OjO,; — wenn z aufserhalb o^o^ liegt und zwar auf der Seite von 
80 schneiden sich die Kreise Sti$tf auf dem Kreise über 0^8 in der 
JN'onnale durch zur Zentrallinie. 

Auf Grund dieser Beziehungen sollen Kegelschnitte konstruiert 
werden, welche zwei «xetrehene Kreise symmetrisch m verschiedenen 
Achsen doppelt berüiireUy wenn noch andere ßestimmungsatücke g^ebeu 
sind. 

1. Gegeben isi dn- Mitidpmikt des KegeJsrhnitfejf. Derselbe inufs 
auf dem Kreise über o^o^ liegen; dann sind die Lagen der Achsen ir«»- 
creben: die (hi/.u normalen Berührung>-> Lu n gehen durch if. ans diesen 
oder mit Uilfe der Kreise Ik^ und St^ imavn sich die Brennpunkte be- 
stimmen. 

Wenn sich die beiden Kreise ausschlielsen, giebt es nur Hyperbeln 
(sowohl in der Gnippe (y^y als C^z), weil i/ zwis( hen o, liegt also 
die Bcrührnngsseliue zwischen o und m). Wählt man m aut der 
Polare 1' des Pujiktes y bezüglich beider Kreise, d. i. der Normale 
durch z zu OjO, (Fig. 40), so degeneriert die Hyperbel in ein Geraden- 
paar, weü sich in den Schnittpunkten a^t^ des Kreises über o^o^ mit 
Y je eine innere und aufsere gemdnsame Ereistangento treffen, deren 
BerQkmngepQnkte mit oder JT, auf emer Geraden durch y liegen.^) 
Da in diesem FaUe audbk die Brennpunkte mit m identisdi sind, folgt 

1) Der Schjuttpnnkt zweier »olcber Tangenten liegt auf Y, weil 1* die 
Polare von v i^t, nnd anf iTeni Kreise lihrr O^Og, weil die HaibiemngSBtrahleii der 
Tangenten dorch o^ und o, gehen müssen. 
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daraus wieder, dafs die «n K^ und konzentrischen Kreise 
welche die Breiinpujiktc der Kegelschnitte Cy enthalten, durch die 
Schnittpunkte a^a^ von Y mit dem Kreise über OjOj gehen. Durch 
«^«^ wird der geometrische Ort der Eurrenmittelpunkte in zwei Teile 
geteilt: Liegt m auf dem Teile^ welcher enthSlt^ so liefiait nur 
Bremipttnktei also geht die NebeiiachBe durch o^, — Liegt m anf dem 
Teile^ welcher enthftl^ so goht die Nebenaehee durch 

Nadidem fflr alle Hyperbeln das Vert^tme der Aehaen gleidi 

yOjyiOgt/, also konstant ist, sind die Winkel 9, und (p^, welche die 
Asymptoten mit den Achsen einschlieJs^ f&r alle Hyperbeln gleich; da 
nnn die Achsen dnreh awei feste Punkte o^o^ gdien nnd sich aof einon 
Paukte m des Kreises fiber o^o^ schneiden, mflssen alle Asymptoten 
dnreh swei feste Punkte ß^ß^ dieses Kreises gehen; dieselben liegen 
anf der Nomale m o^o^ dnreh y, weil sich in dieser die.Oemden» 
paare der degenerierten Eegelscfanitte treffen (oder auch wegen 

tg^j • tff 'Ps = ^ • ^ = (I« = a^^' ^ beide Hyperbelgruppen 

von C^y. 

Wenn sich die Kreise eiuschliprs«^!, liegt // aulRerhali» ^>^(\. daher 
giebt es nur Ellipseu. Di«* TTauptuchse gelit iiiinier durch den 
Mittelpunkt des eiiige^iililosseueu Kreises, weil für den Mittelpunkt, 
welcher auf der Nebenachse liegt, of < r sein raufs, oder weil (wegen 
a"^ h) y dem Mittelpunkte näher liegen miiTä, durch den die Haupt- 
achse geht. 

2. Gegeben ist ein BrmnpfinH des Keffchrknittcs. Derselbe mufs 
auf einem der oben erwüknten Kreise .Ü^ilj liegen; die Verbindungs 
linie mit dem Mittelpunkte des anderen dieser Kreise liefert die Haupt- 
achse. — Schliefsen sich die Kreise ein, so kann der Brennpunkt nur 
auf jenem Erdse A| oder liegen, welcher zum einsdüielsenden 
Kreise oder f , konsentrisch ist 

3« Gelben ist der Berührungspunkt p eines Kreises mit dem 
JIM smdtmden KeffäsdmHe: Die Verbindungslinie mit y und die dazu 
Normale dnreh y liefern die beiden BerQhnmgasdmeii, zq wddiea die 
Achsen parallel sind. 

4. Gegeben ist eine Asymptotenriehimff. Da die Asymptoten durch 
zwei feste Punkte ß^ß^ gehen, ist eine Asymptote und daher der 
Mittelpunkt auf dem Kreise fiber o^o, gegeben. 

5. Gegeben ist ein Knrvenpitnkt p. Das Verhältnis der Entfemnng 
it des Punktes p von der BerQhmngssehne mit £^ zur Tangente 
oder halben kttraesCen Sehne durch j» an JTi ist konstant und zwar 
gleich Yo^y : o^o, = o^ß^ : o^o^, wenn 0| auf der Nebeoachse liegt Da 



Digitized by Google 



Üb«r KniMf velehft Kageltchmtte doppelt berflhren. 



41 



die Berülirimgsaehue P (hin'h ?/ geht, ist sie bestimmt als Tangente 
jiu den Kreis, dessen Mittoljnmkt p ist, nnd dessen liadius x aufi dem 
angegebenen A^erluiltnisse bestimmt werden kann. 

Schlieliseu sich die gegebenen Kreise ans, so mufs p aufserhalb 
der beiden Kreise liegen : sclilielsen sie Bich ein, muTs p innerhalb des 
einen und aui'serhalb des anderen liegen. 

6. Gegeben ist eine Kurveufa n(/enfe T. Dieselbe nniia einen Kreis 
üfj in reellen, den anderen in iinuginären Punkten schneiden; dann 
ist der Mittelpunkt von K.> auf der Hauptachse und daher das Ver- 
hältnis der Eutteruung z aller Kurvenpunkte von /.u den Längen 
ihrer Tangenten an K„ gleich Vf>^y : o^o^_ o^ß, : r), — für den Be- 
riiliruntrspnnkt f von T muls der Schnittpunkt von T mit der 
J'oiare des Punktes t bezüglich auf Pj liegen. Da nun für alle 
Piuikte von 7' die Längen der Tangenten an JT, gleich ihren Ent- 
fernungen von einem festen Punkte d sind , so ist i Kig. 41) sr : td = s 
= sin (f : sin ti'. Nun ist sin q> ^ tj : yy^ und sin ^ = d : dy^, daher 

« = X • d. k das Verkältnis ^ = « . - ist gegeben; liegt daher 

auf emem Ereiae, deamn Mittelpunkt auf dy liegt, und welcher äy 
lumnonisch treuni Man eriwit fSr 3% zwei LoBungen; daraus «fgeben 
eich P|, Pj und dazu normal die Aehsen. 

Diese Konstroktion ist nnabhai^ig daron, ob sidi die Kreise ein- 
oder ansschlielsen. 

* 

Wenn ein Kreis den Radios Null hat^ also ein Brennpunkt gegeben 
ist^ mufs die Nebenaehse durch den Mittelpunkt des anderen Kreises 
gehen; dann ist jf der zu ^ harmonisch koxqugierte Punkt beaOglieh 
— Liegt f innerhalb von JT,, so erhalt man EUipseiii sonst Hyperbeln. 

£i lassen sich auch hier dieselben Methoden zur Bestininiui^ der 
K^^schnitte, wie im allgemeinen Falle anwenden, doch ffthrt aa<di 
ein anderer Weg zum Ziel, z. B.: 

Ein Kurvetiptmlt p ist gegeben. Man sucht den Mittelpunkt x des 
in p symmetrisdi zur Nebenachse berührenden Kreises. Die Beziehung 
px : xf = a : e ^ : o^f liefert als geometrischen Ort für x einen Kreis, 
welcher pf innen und auJfeen im Verhältnis r^: Oif teilt. Das Ver- 
hältnis der Tangente l von p an zur Entfernung der Kreismittel- 
punkte ist konstant und zwar b : e (gleich Tangente von / au zu 
/"oj); das gieht als geometrischen Ort för x einen Kreis mit dem 
Mittelpunkte Oj. — ro, ist die Ncbenaclise. Weim /'innerhalb liegt, 
tritt an die Steile der Tangente von an iC^ die halbe kürzeste Sehne 
durch 
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Eine Kurventangente T ist gegeben. Fällt man von /' auf T eine 
Nonnale, so liegt der Fufspunkt n im Scheitelkreis der Hauptachse; fQi 
den Kurvounittelpunki m erhält man als geometrischen Ort ( wegei) 
nm : fin ^ a : e ^ r^: oj') einen Kreis; aulsenlem liegt m auf denc 
Krois(> ülu i of. Diese Konstmlction gilt, ob f innerhalb oder anfBer 
halb JCj liegt. 

Anmerkung n öhrmd <h r Kornl fnr: Während «U^s Dnn kt^s wurde u h an "" 
die Arbeit von SporiT ..Über Kreise, wclrho oiiu-n Kc^rt'l'-rlinitt doppelt be- 
rühren" (Zeitschrift i. Math. u. Fhyaik 41, 210— 2'JO) autmcrk»am gemacht, di 
ich leider flbondieii hvtte. Ich bedaiue, in tnemer systematischeii ZosammeD :v 
fttdlnng und elementaren Ableitong jener KegelBcbnittieige&Behaftent welche so 

LöBung der Aufgaben in n— V diem n. <\vn Tllnweis auf einzelne Analojfien m;_ ^ 

Bowo;<^cn von Sporer (z. B. bei der Hyperbel) nicht mehr im einselnen neck 
holen zu können. 

I, 

' ist 



« 
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Neue Ableitung der Kugelfunktioneu. 

Von M . Hamburger in BerliiL 

Die CUeichcmg 



V f " ^x* cy* OS* 



wird befriedigt durch 

(2) U^fiax-^ßy-^yz), 

wo f eine willkürliche Funktion bedeutet und die KonBtanten a, ß, y 
der Bedingung 

geDfigoL Soll die Fmdction / homogen vom n**" Qiade m x,Pf ß sein, 
80 mufe 

sein^ also, indem man 

«x-^ ßy -\- — t 

▼elehe Gleichmig integriert 
giebt Also stellt 

mit der Bedingung (ß) eine homogene Funktion vom )«*™ CJrade in 
j, y, z dar, die der Gleichung (^1) genügt, imd die mau «tich Thomson 
iiarmonische Funktion Grades nennt. 

Bezieht man ^ in die Konstante hinein, so kann man V auch auf 
die Form bringen 

F-C'(«a? + /Jy + jf)- 
wo a und ß die Bedingung 

a« + ^ ^ 1 



7n erftlllen hahcn. Hierzu setzen wir « = /co8jl, ß^ivai.k (t=^— 1) 
und erhalten mit Weglassung der Konstante Q' 
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44 V. HAnniau: 

Delikt man sich diesen Ausdruck uiicli den rosinns und Sinus der 
Vielfachen Ton Ji entwickelt, so erhält mau, wenn n eine positiye ganze 
Zahl ist: 

' ^ l + J?i sin A + R sin 2A + h sin nX, 

also einen Ausdruck von 2m + 1 Gliedern. In diesem ist jeder der 
Koefifizient+^n A, B eine ganze homogene Funktion Ghraden tob Z, e 
und genügt für sich der Gleichung (1)^ ist also eine harmoiiisolie 
Funktion i»^ Grades. 

Denn, da ^F"-0, so folgt 

0= ^Aq-\- COSA 4* cos 2XH h cosnX 

+ ^B, sin i -f ^JB^ sin 2; + 1- ^Ii„ sin nX. 

A[ iltipliziert man nun mit cos rl und integriert nach X zwischen dea 
(irenzen 0 und 2 z, m erhält man wegen 

COS rX • eoBsX — 0, wenn r^^s, 

ö 



uud 

in 



cosri • sinsil = 0 

für jedes r und s: 



folgUch 2^4. - 0. 

In derselben Weise ergiebt die liultiplikation mit sinrA und In- 
tegration zwischen 0 und itt, daA ^ 0. 

Es handelt sich darom, die BVmktionen Ä und B auf die einiscliste 
Weise danustellen. 

Ss ist 

ix cos il + ly sin A -f « = j(ix + + — y)e~ ^' -f 
Führen wir nun ein: 

{*x + ar)«^* — «> (laf — y)e- *• — 

SO ist 

ttv B — _ y> e. jf s — 
wenn + Sf* + i>* » gesetzt wird, und man erhSlt 

ix cos A -f e*y ein A + — f w 4- f ü + ä 
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Je nachdem wir nim v chneh u oder u ämch v Miadracken, ei^ 
hftlteD vir 

ixcoBl + »in A H- * - ^{{u + f)« - r«) - l^{{v + #)« - r«), 
fol^eh 

F= (ix cos A + »y sin A + ir)" = "((u + £r)* — r*)" 

„le,--((t; + ^)«-H)". 

Die Entwiekelnng nacli Potensen von i» oder 9 giebt die Daratdlnng 
in den Formen 

F— a^,«?-* + a_(„_i)ti-<»-« + - . . + a^i«r ^ -f «0 + «1 « + «i »* + ■ ' • 

— a^,ir-" 4- a_ + h »-itr-» + + «i^ + Ojt;* + • 

ar* 4- «' 

Die Ersetzung von i? durch seinen Wert in m : v = und 

fli(> Yerglf^icliuiif? der Koeffizienten gleich hoher Potenzen von u in 
Yorstehender identiiät giebt zwischen den a die Beziehung 

a-. - (- iya,(«" + 8f«)' - a.(^ir + y^Ci* - y)^. 
folgt 

a.tt* + a_,M-« = { (»> + yy«**«' + (ta: - y)*c— ^' ) , 



also 



M 1 

K - % 4- y)V*' + (»X -y)'c— 

+ + y)* - (♦« - yyiwnsX. 



Die Yei^eichnng mit (4) giebt 

l B.-»«,{(te + y)--(«-y)'}. ' 

ist der Koeffizient von u* in 

oder TOn in dem Aosdrack 
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also 

wo bei der Differeutiatiou r als konstant anzusehen ist. Durch (5) 
und (6) sind die harmonischen Funktionen n**^ Grades und 
dai^est«llt. 

Aus dit'si'ii erhält man die Kugeifunktionen gleichen Grades, in-' 
dem man r, 7, z durch die Polarkoordiimteii ausdrückt und r=l 
setzt. 1 iiiireii wir alsu ein 

dflim wird 

(tV + y/ = t* sin* ^ (cos 6' 9 — i sin 
(»jr — y)* = I« sin* * (cogS9 -f » sin sy), 

mithin fOr r 1 

2i'rt,8in'dcosS9, 
— 2«*a,Bi]i'<&Bin99. 

Die einzige dieser Kugeii'uuktionen, die von 9) trei ist, ist 
(7) — i^^r"^' 

die wir also hier gleich in der Jac« bischen Funn erhalten. Wir be- 
zeichnen .sie üblicher Weise mit 7'„( r 1 - P„ (cos-d-). 

Aus folgt dann, indem wir r ^ 1 setzen: 

ß = (»i=CO»») 

' (n + «) Alt 



wwd demnadii 



(8) 



n! '''■^„<''^'' 

A = 2»* sia' ^ — — cos jap» 

- 2i' sin' ^— ^ sin «9. 



Die explizite Entwickeiung toh (7) giebt 

den bekannten Ausdruck für den Koei'tizienteu von a" in der illnt 
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wiekdimg von (1 — 2u£ + cc^)^i nach iteigenden Potenzen von u, 
nnd daraus 

^jj* 1 a 3- (t^— *)\ 2 (2n— 1) 

Setzen wir 

Bin'd—-^;- = P«,.(co8d), 

80 erhalt man venuSge (7) und (8), wenn -wir von dem konstanten 
Faktor 2i'. — absehen, in Ansdrfieken 

(cos d), P»,i (cos d) OOS P«,t (cos cos 2 ' • V P«,« (cos %) cos «9, 

P„,i (cos ^) siu 9, P„^s (cos sin 2y, • • P«,„ (cos ^) sin n<p 

2» + 1 Kugeltuiiktiüuen 7t**" Grades. 

Diese Ausdrücke sind von einander linear nnabhäogig, denn eine 
Gleichung 

«oP,+ V«,P«., C0SS9? +^ß,Pn,tsms<p = 0 

könnte nicht bestehen, ohne dafs a„ — Oj — • • • = — ^ — /Sg • • /3„ == 0 
wäre, wie eine Multiplilmt-on mit cosrtp oder sinr^? und Integration 
nach (p zwischen 0 unil 2^ ergeben würde, mit Rücksicht darauf, dafs 
die Pn,i nicht identisch verschwinden. 

Dals niclit mehr von einander unabhängii^e Knirc^lfunktionen 
existieren, erkennt man <Iarnns, dals nicht mehr als 2i»+l- harmo- 
nische Funktionen Grades von x, y, z vorhanden sein kdnnen; 
denn eine beliebige homogene Funktion V Grades enthalt 
OM: 1 " + 2) s^^i^i^Q Bedingnng ^F«»0 ergiebt, da 

vom (^M— 2)**"* Grade ist, ^ Gleichungen zwischen den Konstanten, 

so dafe blofs (»» -f ^X» + i) _ '"-"^ » 2» + 1 unabhängige Kon- 

sfanten übrig bleiben. Die aUgemeinste Kugelluiiktiun m*' " Grades iat 

«bP, +2(«f,co8«y + /l,8ins9)P«,„ 
«ml 
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wo Oq, te^f • ßy, ■ ■ ; ß„ willkfirlicbe Konstiuiteii bedeuten. Aas 

der oben erhalteneoi Beziehimg 

folgt mit Hülfe Ton (6), wenn man 1 setzt, 
1 d"-' 



weloheB der Jacobisohe Sats ist 

Berlin, den 22. Februar 1900. 



* 
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über den KonTergenzbereieh der Bernonlliechen Reihe, 



Von G. MiTTAfikLEFFLEB in Stockholm. 

Schon im Jahre 1694*), also mehr als zvraii/tg Jahre, ehe Brook 
Taylor') die rmc}) ihm beuaimte lieihe yeröü'entüchte, hat Joh. Ber- 
nouili die folgende Formel ang^eben: 

m - m -/•'(«)••- /•"(«) "-2 + /•"'(«) rri — 

Ein berühmter Satz von Cauchy^) erlaubt uns, den Konvei^nz- 
bereich der Taylorsohen Beihe festzustellen. Ks Ik^ daher nahe, sich 
die folgende Frage vorzulegen. Qieht es einen Konvergenzhereich der 
Bern oul Ii scheu Reihe, d. h. einen Bereich M tob der Art, dass die 
Reihe für jeden im Iniiem von E gelegenen Bereich gleichmäfsig kon- 
vergiert, dagegen für jeden aui'serhalb E liegenden Punkt diTOigiertV 
Was ist in diesem Fall der Bereich E7 

Die Aufgabe ist ganz elemetitar und iüist sich ohne Schwieri'^kcit 
losen. Dennoch hat sie ein gewisses Interesse weiroii üirer Bezifhuiig 
zu den Lehrsittzen, die ich kürzlich bewiesen habe in memen Äii>eiten: 
„Snr la rcprcäeutatiou analjtique d'one brauche uniforme d'mie fouc- 
tion monogene".*) 

Ich will zunächst die Bernoullische Keihe in einer etwas anderen 
Form schreiben, die ihre Beziehung zur Taylorschen Reihe in das 
rechte Licht setzt. 

Schreibt mau 
M = Fi, + m), 

1) Acta Erud. 16M p. 438 (— Oper» T. I p. 126). 

2 Metliodus i ncrementonuD directa et inversa (Londini 1716). Wegen der 
Beziehung zwischen den Reihen von Taylor \mA Bernonlli vprjrleichf die 
Arbeit von Alfred rriugslieim: Zur Geschichte des Taylorschen hebrHatxee. 
Eibl. nath. Dritte Folge 1 , p. 488 ete. 

8) Canehy: Coun d'eiiälyae de T^le royttle polTteebiiique. Fxmn. partie. 
AnaL Algebr. Paris 1821 Chap. 9 § 2 Th(^or. 1. p. 286. 

4) Acta math. 23, 13—62; 24, I8a 'J04, m— 244. 

Archiv dar lUUMnuUk nud Pbjuk. III. Reihe. U. 4 
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so bat mau 

F{ß + f*) ^ Fie) - F' + t*)« - F"iB + u)j~ + r"{M + - ... 

oder, indem man »-^u^'X Betet: 

FW - j-w - r'(x)(^ - - + i=""W<'-'^ 

Mithin 

j-W - Fix) - r(x){M -x)+ F'\x) S^^' + f "'(«) + • • 

was nichts Anderes ist als die Tuylorsche Reihe. 

Mau kaiiu sagen, daCs diese Reihe die Taylorsche Ikilie iüt, wenn 
X als konstant und z als veränderlich betrachtet wird, daTs sie dagegen 
die Bernou Iii sehe Reihe darstellt, wenn g als konstant und x als 
Terinderlidi betrachtet wird. 

Wenn man x ab konstanl aosielit und m ab veiindeilidb, so yet- 
langt die Eonyergenz der Beüie, daGs die Konstanten F{x)f F(j:), 
F"{x)j . . . der Bedingung yon Gauch 7 nnterworfen Bind, nämlich dafa 

die obere Grenze der Grenzwerte von ^ ^F^*\x) | endlich aei.^) Be- 
zeichnet man diese obere Grenze mit so ist bekanntlich der Kon- 

vergenzbereieh der Reihe der Kreis mit dem Mittelpunkt /r » ;t; und 
dem RadiuH 

Mi'in»' Aufgabe ist es nun, die Küi]vor<xcn7, der Reihe zu unter- 
suchen unter der Voraussetzung, dnfs s konstant ist, während x sich 
verändert. Ich nehme an, daJs die Konstanten F{s), F{e\ F"(z), ... 
der Bedingung von Cauchy unterworfen sind, und konstruiere den 
Hauptst^ni A mit dem Mittelpunkt jf, der zu diesen Konstanten^) ge- 
hört. Femer nciireibe ich die Bernoullische Reihe in der folgenden 
Form: 

r{0-\-x-g)-^+F''i0-^x-ä)^^^^^ 

Indem man sich anf dieselben ErwSgongen stfltst, die ich Acta Math. 
$4 p. 1dl — 192 gemacht habe, sieht man leicht^ dafs diese Reihe den- 
selben Konvergenzstem besitat wie die Bdhe: 

F{z -H 2{x - e)) = F(£ -I- a; - *) + 

1) Sur la repr^sentation etc. Prem. Not«' p .\cta Math. 28. 

2) Sur la repr<j8entation etc. Prem. Nute p. 48, Acta Math. 29. Sur la re- 
Präsentation etc. Seconde Note p. 200, Acta Ifath. 24. 
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Diesen Stern erhalt man auf die folgende Weise. Man denke sieh 
einen Vektor / der von dem Punkt z ausgeht. Beschrankt man nun 

den Vektor auf eine Längp r und vorsteht unter r eine hinreichend 
kleine positive Zahl, s« kann man en'eichen, dass ein Kreis vom 
Radiu8 r, der von dem l^iidpnnkt des so beschntnktt^n Vektors als 
Mittelpunkt beschrieben wird, zu dem Gebiet A geliört. Eh sei p die 
obere Grenze von r. Läfst man nun den Vektor l eine ganze l^m- 
drehung um den Punkt z raachen und giel)t ihm in jeder Stellung die 
Länge ^, die dieser Stellung entspricht, so erhält man eiueu Stern JE, 
welcher der Konvergenzstera der Berne ullischen Reihe ist. 
Mau setze zum Beispiel 

J'(«)-log(l+*); #-0. 

Die TayloTsche Eotwi^ehmg giebt 

log(l + :t)-2'(-l)'^^- 

Der Konvergenzkreis hat den Mittelpunkt 0 und geht dnx«h den 
singulären Punkt r ^ - 1 . 

Die Berno uliische Entwickelung giebt 

««80+-)-i'„-;:-.(r+^"^' 

Der ivonvergenzstern Fj^ der eijenfalls den Punkt a: = 0 zuui Zentrum 
hat, besteht aus dem Teil der Ebene x mx Kechten der geraden Linie, 
die auf der reellen Achse senkrecht steht und durch den Punkt x^^ — ^ 
lauft 

Mau setze zweitens 

Die Tajlorsche Entwiekelung giebt 

(1 + ar)- - 1 + ^ 

mit demselben Konvergenzkreis wie im vorhergehenden FaU. 
Die Berno ulÜBche Entwickelung giebt: 

FolgUdi: 
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52 Vimo^Lnvun: 

oder, indem man das Vorzeichen von a in das entgegengesetzte ver- 
wandelt, 

Der KonvergMizatem ist derselbe wie in dem Fslle Yon 

J'(a?)-log(H-»). 

Wir haben gesehen, dafs die Beihe: 

r\z-^x-z) ^r''ie-^x- 0) + . . . 

denselben Konreigtomteoii E besitet wie die Bernoullisohe Keihe. 
Seist man \(x — 0) an Stelle toh x — 9, so erbiUt mau 

+ i-Tf-.^"(-4')("70'+- 

Indem man wieder « als konstant nnd x als Terfinderlich annimmt, 
erbalt man offenbar den EouTergenzstem € dieser neaen Beihe aus 
dem EonTeigenzstem E der Bernonllischen Beihe, wenn man dem 
Vektor { in jeder Lage die Länge 2q statt ^ giebt. 

Es verdient h«!Vorgehoben an wwden, dafs dieser Stern wie 
Herr Phragm^n^) ror komm geaeigt hat, zugleich der EonTeigenzr 
stem des Ausdrucks Ton Laplaee*) ist: 

der in den letaten Jahren dw Gegenstand so mannigfaltiger TJater* 
Buchungen zuerst Ton Henn Poincar^') und dann von Herrn BoreH) 
gewesen ist 

1) Comptet Benditt. Pttii. Tome ItS p. 1896—1999. 

2) Oeuvrefi. T. VII p. 121 etc. 

.S) ,,8ur les «^qnations linf^aire^ aux düSärentieUet ordinaires ei aux diffd- 
reoces ünieB." Amer. Journal of Math. 7. 

«Sur l«i hitägxalet in^guUte def äqealions lin^ei." Aeia Math. 8. 

4) MFoadementB de U throne dea s&iei diveigentea aoumiables." Journal 
de Math. (6) 2. — „Sur le» nrne» de Taylor admettant leur cerde de COn- 
▼ergencf» rotnm« poupnrc " .Tournal de Math. (5) 2. — ..Mt'tiioirp 1»'« s<'rif3 
divergentes.^' Amiale» de TEcole Normale (3) 16. — „Le9onB bux les seriea 
divergentes." Paria 1901. 
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Man kann die Beriioulli-Tajiorsche Reihe iii der Form eiues 
Grenzaosdrucks schreiben: 

F(m) - F(x) « lim V ^±=-^\ 

Wir haben gesehen, dafs, wenn man eino der beiden OrSfirau x,e tih 
konetant, die andere als Terinderlich betraehtet, Bich immer ein Kon- 
▼ergensstem ergiebt, dab aber diefler Stein in den beiden Fullen sehr 
▼erschieden ist 

Dasselbe gilt von andern die Bernoalli-Taylorsche Reihe als 
speziellfin Fall nmfaseenden Grenzansdrackenii die ich in früheren A> 
beitffl gegeben habe. Ab« ich habe noch andere Orensausdrftdte 

F{B) - F{x) ^ iim 

gebildet von noch allgemeinerer Art imd gültip: in einem Steni, den 
icli mit dein Buchstaben A*) bezeichnet habe. Wenn man in diesen 
Ausdrücken die (inilse x als konstant ansieht, so gilt der Ausdnick in 
dem Stern A mit dem Zentruni .i . Wenn man dagegen z als komtaut 
ansieht; so j^ilt der Ausdruck in dem Stern A mit dem Zentruiii ^. 

Der Beweis, den Bernoulli für seine Entwickclnnfj; giebt und der 
auch fiir die Tajlorsche Entwickelung gilt, ist höchst einfach und 
oatürüch. 

Er schreibt die Ideutitüt liiu: 

FXx) - rix) + r\x)ix - *) - r\x){x - + 

und folgert, indem er nach x integriert: 

F{x) - F{8) - 

Um dieser BeweisfUhrnng die nStige Strenge an geben, genfigt es, ein 
Restglied einaiifShreny indem man sefat: 

F{x,z) - F{ss) ~ F(x) - 



1) leb hatte in jeder meiner drei ersten Noten in den Acta Math, einen 
andern Grenzauadruck gegeben. 
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Ö4 0. MiTTAu-LsTfLi»: über den Konvergenzbereicb der Beruoulliscbeu Reihe. 
Hau erhalt akdann durch Differantiaitioii nach x 

2P'(;r,f)--^^".i^(-+»)(«) 

und, da F{efB) = 0 isi, 

Stockholm, den 22. Man 1901. 

1) Yergl K. B. Todhanter: A IVeatiae on th« differenüal calcnlus. Catabridge 
aad London 1864. 1 109. 
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Sur les termes complömentaires de la s^rie de Taylor 
dus k Cauchy et k Lagrange; 

Par M. E. PHSAOidiN ä Stockholm. 

Dans nne noto interessante publiee daus ce meme Recueil, 
M. Mittag'Leffler, en parlant de la serie diUf de Beruonlli, fait 
obsenrer que c'eat Tanalyse nieme de Bernonlli qui se retrouve dans 
la denionstration moderne la plus simple de la formule de Taylor. 

Le terme coroplementaire qu on obtient le plus aia^ent do ceite 
maniere est celui qu*on doit a Cauchy. 

A ce sujet, il y a lieu de faire la remarque bien simple qui Bult, 
et qui mct on ploino lumierr» la superiorite que poss^de oette ezpreflsion 
de Cauchy sur celle de Lagranj^p. 

ff-rnii' ('i)mph'mrnUiirc d( Canclitf (hHerminr toujrturi^ Ir vrai 
ratjon de mniirtjefice dt In sirie i/r 'I'n ijJ <>r . tandis (|ue celui de 
Lagrange, comm«^ il est bleu connu^ donne souvent un rayoa de 
convergence trop petit. 

En effet, supposons que la sehe de Taylor 

F (ir) - jP (x) + r (x) (# - ar) + "'^f ^ _ a:)« + . . . 
conyerge pour 

\g-x\<Q 

et cboisissons arbitrairemflnt nne quantite r positive et inferieure a q. 
Je dia qae le terme compl^entaire de Canchy tend oniformdmeiit 
▼ers Mfo ponr 

I * — Ä I ^ r. 

En eßeif nons ponvoiu 4crire le terme oompl&nentaire de Gaachy 

n (1 - ö) » - 1 y^""' ix + eiz - X)) ^ ^ ^ 



1) Man veigleiche hiena aoch die Abhandlung tod A. Priagaheimi „Über 
die DOtwendlgea and hinreichenden Bedingungen des Tajloridieii Lebnatxes für 
Ftanktimien einer nellen Taiiablen'* in Math. Ann. 48, 168, ia98. Bed. 
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la Km de Taylor conTcige poiir \g — x\ <Q, on am» 
^ en choinsaMit ^ de naiiicra qua r<^<^z 

•^j<Jf (»=«,1.1....), 
if etant ane ceruine qoaotite fijiie. On ea conclut aussitot 



ai de mdme 



fL_ < ^' ^ <«--^i,t, »,...) 

(e'eit le laiBoniiemeiii bien conna de la ih^he dea ftmdicns majamnies)» 
On % par coawqnent^ 

,,.(i_«).-.£^::<£±^(-'?(,_,).i 

Or cela e»t, pour \f x\^r, inferieur a 

expreisioD dont la liniite, pour n üiiini, »^st zero. 

C'est tm raisoimement qu'ou eat accoutiiiiie a etnployer daiis pliisieurs 
caa particulier«: toutctois il senible qn'oii n uit pas reniarque jusqu'ici 
que le menie raisoanemeiit sapplique au cas geneniL 

On peut etudier de la meme iiianit're lexpression du ternie 
coraplemfcütairü due a Lagrauge. On arrive aiuöi au resultat suivant 
qui merite d'etre enonce: 

jS* la Serie de Taylor 

f(m) - F(x) + r (x) (M'-x)-^^(z-xy+*-* 

Cümerge jpour \z — x\ <. q, le termc compUmeniaire de La (j ränge 

+ ^^^^ 

tend Vera jb&o tkt moins pour 

Stockholm, 22 mars 1901. 
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Die Bedentnng des D^AlembertscIieiL FruudpoB für starre 

Systeme und GelenkmechanisDieü. 

Ton Eaxl Heuk in Berlin. 

Die nachfolgenden Betrachtungen fibor das T) ' A 1 e in h ertsche Prinzip 
beaciiranken sich auf Systeme, denen eine endliche Anzahl von Kreiheits- 
gnden zukommt. Deshalb konnten auch die ^^edingongsgleichungeu'^^ 
welche die kinetischen Differentialgleichungen er^nzen, prinzipiell 
auspesehlossen werden. Der AiiffaBsnng Cliffords („Elements of 
Dynamic") entsprechend, sind nüniüth die volhUindiffm (h\srhuintiio- 
krrh.<fif!^frmr an die Spitze der Eutwickeluncfen gestellt, wodurch 
zugleich die Bedeutung des Lagrangeschen Systems der Kinetik be- 
sonders klar hervortritt. 

Freilich hat der Verfasser der „Mecaiiique analyti((ue" gerade 
diese Bediugungsgleichungen in den allgemeinen Entwickelungen 
systematisch eingeführt, uher ans den Zusätzen zur zweiten Ausgabe 
seines Werkes geht deutlich hervor, dafti er in seiner Ideenentwickelung 
über diese formale DarsteUungsweise hinausgegangen ist und in der 
1 1 1 1 ;ily tischen Formulierung der Geschuinffifß:nfssj/stan€ die wesentliche 
Aufgabe der Mechanik gebundener Systeme ei kaniit hat. 

Erst durch die thatsächliche Ausl'ühnmg dieses kinematischen 
Grundgedankens erhielt das D' Alembertsche Prinzip in Verbindimg 
mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten eine weitreichende Leistungs- 
fiütiigkeit, wahrend es ohne denselben ein Schematismus geblieben wäre» 
der als solcher nnr in denjenigen FSllen ausgereicht hatte, wo die 
Systemverbindnng unmittelbar klar vor Augen lag, also das Ge- 
schwindigkeitssystem von Tornherein bekannt war. 

Fflr die gebundenen Systeme ist übrigens die Aufgabe der Mechanik 
mit der AnfisteUnng explisiten Bewegnngsgleichungen kdneswegs 
erledigt — es bleiben noeh die Bestimmungen der Beakticmen in be- 
liebigen Querschnitten der Teilsysteme, in den Qelenken und den 
attitzenden Lagern als eine nicht minder wichtige Problemgmppe 
(Kinetostatik) zu behandeln. 
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Dieso zweite Seite des D'Alembertschen Prinzips war in der ror- 
liegenden Arbeit um bo mcbr hcryorzuheben, als die Darstellimgeai der 
allgCTn einen Mechanik dieselbe meist nur oberflächlich, streifen. Und 
doch ist der Techniker oft in der Lage, auf die Spaimiingsgleichimgeii 
gr^fseren Wert legen m mOssen als auf die genaue Erforschung der 
Bewegung des Systems. 

Zu allen Zeiten haben die Amvendungsg(hieie auf die rationelle 
Mechanik einen deutlich erkennbaren Einflnfs ausgeübt. Zuerst war 
es die Astronomie, welche Ijesonilers die Kinetik des freien Punktsystems 
in der erfolgreichsten Weisp «refnrdert hat, dann die Physik, die schon 
soweit und in so eigenurt il-;' tu Sinne auf die Kinetik der veränderlichen 
Svsteine eingewirkt hat, dats man recht wohl von einer „physikalischen 
Mechanik*' reden küiiii und in der neuesten Zeit sind es mannig- 
fa<'hp i'itprpssante Probleme der theoretischen Maschinen! elire, die un- 
verkejinbar /.u einer tiefer gehenden Bearbeitung des D'Alembertschen 
Prinzips als der natürlichen Grundlage der Kinetostatik auffordern. 

In der nachfolgenden Darstellung des D'Alem hertschen Prinzipes 
und seiner Folgerungen haben wir ohne Ansnahme die gerichteten 
kinematischen und djnamisrhen Grölseu als Vektoren aufgefafst und dera- 
enttiprechend auch fiir die H'M'hnung die Algorithmen des „inneren" und 
des „äufseren" Produktes zweier Vektoren benutzt. Diese Operationen 
haben sich schon so weit eingebürgert, dafs wir hier nur die Bezeieb- 
üuugsweisc anzudeuten haben und im übrigen auf die zahlreichen 
Schriften (u. a. A. Foppls „Einführung in die M ax w cUsche Theorie 
der Elektrizität*') über Vektoranalysis verweisen können. 

Wir bezeichnen jeden Vektor durch einen über den betrefieuden 
Buchstaben gesetzten Querstrich. Danach ist das „^innere" Produkt de- 
finiert durch die Gleichung 

ä&«*a&eos(fr|a). 

Das „äufsere" Produkt ist durch einen fortlaufenden Querstrich be- 
zeichnet, da es einen neuen Vektor darstellt. Setzen wir 

so ist c senkrecht anf ä and 6, trad seine Gröfse ist bestimmt dorch 

c a&siu(6|ä). 

Hienuts fblgt «ncli, dafo 

sein mni's, da sin(6|ä)» — sitt(o{6) ist 
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FQt temSre Produkte gelien die Relationen 

äFe^cab-^hcä (vgLFoppl.Emfiilir.S.25) 

und 

a{bc) = (äc) • h - (äfe) • e (ib. S. 27). 

Quatenmre Produkte treten hier nur in der folgenden Verbindung auf: 

äbcd » (äc)(bd) - (be)(äd). 

Das Recbnen mit dieeen einfMshen HUfinaittehi hat Tor den ge- 
wShnlidien analjtiBelien KoordinateiUBethoden den nieht hoch genug zn 
schätsenden Voii^ eines nnunterbrochen anachanliehen Einblicks in 
den natnrgemafsen Ptosels der F^blemldsangy indem an Stelle des 
schematischen Bechnens mit arithmetischen Grofsen ein vonri^end 
konstrnktiYes Denken tritfci welclies den nnzersplitfcerten geometrischen 
und meehanisehen Gnmdbegriffen Sdiritl ftr Schritt im Kamne 
folgt 

A. Formtilieniiigen des Prinzipes. 

1. Die Vorgeschidiie des Fritizipes. — Christian Huygens hat in 
siMiirüi „Uorolo^um oscillatorlum" (167^) zum erstenmal mit Erfolg 
em schwierij^i's Problem der Meelianik gebunduuer Systeme behandelt, 
indem er das Osscillatiouszentrum für das zusammengesetzte Pendel in 
eigenartiger Weise durch Anwendung des Prmzipes der Erlialtuug der 
Energie bestimmte. Seine indirekte Lösungsmethode dieses wohl zuerst 
vom Pater Meraenne gestellten Problems sagte dem Geschmack der 
Zeitgenossen nicht zu und veranlafste einen wissenschaftlicheu Streit, 
der sich bis ins 18. Jahrhimdert hineinzog. In diesen Zeitraum 
(1681 — 1703) fäUt die Vorgeschichte des D'Alembertscheu Prinzipes. 
Jacob Beruoulli schlug zuerst eine direkte Lösung vor, nachdem er 
auf den glfickliehen Gedanken gekommen war, den Vektor der ein- 
geprägten Kraft (Schwere) ftr jeden materidkn Pnnkt des Pendels in 
zwei Komponenten zu serlegen, von denen die erste die effektiTC 
Ifiassenbeschleanigung heiTOrnif^ iriihrend die andere die Reaktion in- 
folge der SystemTerbindong darstellt. Diese letzteren Vektoren halten 
sieh in ihrer Gesamtheit das Gleichgewicht, da sie den thatsächlichen 
Bewegungszastand des Pendels nicht beeinflussen können. Aber man 
erkannte in dieser Periode noch nicht die grolse Tragweite dieser 
fundamentalen Übeilegpmg, glaubte vielmehr in jedem blonderen 
Falle eines Systemproblems eigenartige Kunstgriffe anwenden zu 
müssen, um zn den Bewegungsgleichungen zu gelangen. 

Vielleicht ist es als ein glücklicher Umstand ftr die Entwickelung 
der Kinetik anzusehen, dals die Systematisiemng derselben nicht so 
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früh eintrat. JedenfSaUs en^png nuui den Nachteilen, welche eine vor- 
zeitige Augwahl und Festlegung einer allgemeinen Methode auf die 
freie Entfaltung des originelit u Denkens und auf die Bildung oiner 
lebend^fen Anschauung der BewegnngBTorgioge im konkreten Falle 
nur zu oft ausgeübt hat 

Newton würdigt in seinen „Prinzipien" (1687) die Kinetik ge- 
bundener Systeme, deren erwte Elntwickelungsphase ihm doch aus dem 
Hu y gen s sehen Werke bekannt war, kaum der Beachtung. Indem er 
sieh auf froie Punktsysteme beschränkt, geht er dem dynamischen Be- 
grili" der Systenireaktion prinzipiell aus dem Woge. Dagogon hat er 
die Bedeutung seiner „lex ttrtifi*' für die Mechanik der Maschinen 
fef Principia, Legps niotus, Scholiuui) im allgemeinen richtig erkannt. 
Da er jedoch das liiTU'ni ! I i .sehe f*rin/.ip der Vektor/erlegung für ge- 
bundene Systeme keineswegs antiiaipirrt hat, so müssen die Versuche 
der Engländer f^Thomson u. Tait, Perry), ilirem jjrofsen Landsmanne 
die Entdeckung des D' A lembcrtschen Prinzipcs /u ijuputieron, als 
gänzlich v«'rt"i'ldt « lachtet werden. Man sollte überhaupt V)ei der Be- 
urteilung der Leistungen Newtons in der Mechanik strts im Auge be- 
halten, (iais er mit der formalen Begründung und speziellen Erforschung 
der Bewegungsgesetze freier Punktsysteme (Planetenproblem) gerade 
genug zu thun hatte, und dafs diejenigen Aufgaben der physischen 
Astronomie, welche sich auf gebundene Systeme (PrSaession de« 
Äquinoktien) beKiehen, sa ihrer Bewiltigung Hilfsmittel Terlangten, die 
ihm dorehans nicht zn Gebote standen. 

S. Die tälffemeine Auffasmng des Prümpe$ dwnk D'Älembert — 
Das 18. Jahrhundert bildet dnen ganz eigenartigen Ahschnitt in der 
Gesehiehte des inteUektaellen Fortsehreitens der EnltinrvSlker. Die 
naiT«i gmndlegenden Ideen lagen hinter ihm — soweit gefördert und 
Terhreitet, dafs die fahrenden Geister nun die Verpflichtung auf sich 
nahmen, diese Ideen von dem beschrankten Boden ihrer Entstehung 
losKureifsen, ihre Tragweite nach allen Richtmigen zu erfoncheUi sie 
9EU systematisieren und so auf den Torhandmen Fundamenten ein 
uns — den aus ferner Zeit Zurfickblickenden — in seinen Anfangen 
beecfaeiden erscheinendes Gebäude der exakten Wissensehaften aiufitnfllhran. 
Aber grolWtig ist diese geistige Architektur des 18. Jahrhunderts dennodit 

Die BaameiflAer sind ihrer hohen Aufgabe treflnich gewachsen — 
gründlich ausgerüstet durch die rasch aufstrebende Mathematik, um- 
siclitig und weitblickend dank der zahlreichen wichtigen Entdeckungen 
in Astronomie und Physik und von einer Begeisterung und Liebe fär 
ihre Sache durchdnmgen, die ihren Leistungen für alle Zeiten das Gle- 
prSge ein«: lebensvollen Klassüutöt aufgedrückt hat. 



Digitized by Google 



Die Bedentung de« D^AIembertadieii Ptinzipes fDr itaire Systeme etc. 6l 

Mitten in diesem Jahrhundert mutiL^on Schaffens steht D'Alem- 
bert. Als Philosoph, Mathematiker und Phjeiker hat er mit entaon- 
licher Energie die Wissenschaft durch zahlreiche Ähhandlimgeii 
bereichert — aher seine hedeutendsten Leist uu gen liegen auf dem 
speziellen Gebiete der Mechanik. In dem „Tratte de Dynamique^' 
(1743) hat er die Gnuidlagen der Kinetik gebundener Systeme gelegt 
nnd damit die Ideenentwickelnngy die yon Galilei so erfolgi-eich ein- 
geleitet war, zu einem bestimmten systematischen AbschluTs gebracht. 
Die tinbescbrünkte Giltigkeit des Bernoullischen Gedankens der dy- 
namischen Vektorzerlegung fttr unfreie Systeme war nnn erkannt und 
woide in der f^orm eines spezilisch kinetischen Prinzipes der all- 
gemeinen Bewegungslehre als unfehlbares Werkzeug zu Grunde gelegt. 
Dieses prinüpieUe Bezept lantet in D'Alemberts^ Fassung (Dyna- 
mik S. 58): 

f^an zerlege die jeihm Körper (Massenpwikk) eingqßrägßen Be^ 
wegungen (Impulse) h, c äc in je mei andere a, «; h, ß; y elc 
derari, dafs die Körper, wenn man denselben nur die Bewegungen 
a. h, c etc. eingeprägt JUUtc, diese Bewegungen, ifhne «ick gegenseitig 0u 
hindern, häUen bewahren können; und daß, wenn nmn denselben nw 
die Bewegungen u, fi, y eic, eingeprägt hättet das System in Muhe ge- 
blieben tcärcJ' 

Wirkt also auf den Massenpnnkt iv des Systems ein äuDserer Im- 
puls h, welcher von der E.uhe aus die Bewegungsgrofsc mv herror- 
bringt, so entsteht infolge der Systemverbindungen die Reaktion r. 
fia ist demnach • 

(1) h — mv + r 

fSr j€?deii Massen punkt des Systems, und die ReiiktiDiisimjmlse r', r", r" etc. 
iialten sicli in ihrer Gesamtheit daa Gleichgewicht. Besitzt das System 

Tor dem Auftreten tl^r Impnlse // Ix reits Geschwindigkeiten^ die durch 
das Symbol bezeichnet sind, dann ist 

(2) Ä-»(?-»„)+r 

f5r je li-ii i'inzelnen materiellen Punkt, und die Resultante ailt t i^eaktionen 
r ist nach wie vor gleich .Null. Die h.'t/te lUeicluuig vermittelt den 
Übergang von der Kinetik der Impulse zur Kinetik dor stetig wirken- 
den Kräfte. Für das Zeitelement dt muTs der Impuls h Ton derselben 
Qrrolsenordnung unendlich klein sein^ also gleich dh. Dementsprechend 

1) Wegen der bequemen ZugSaglichkeit aitieran wir nach der deutschen 
Ausgabe ton Arthur Korn in Ostwalds KlaRsikenammlnng. Leipsig 1899. 
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ist iiucli r durch dr zu ersetzen. Dor y.w^t'hön^t^ GescliwindigkeitB- 
zuwacJis V — wird gleich dv, und wir erhalten die iielaiiou 

Wir Betsen ferner 

dh » dr * F^^, 

besiehen abo die stetig wirkenden Kinfte k und s auf die Zeiteinheit 
und gewinnen so die Orandj^eidinng fttr die dynamisehe Daaerwirkong 
in der Form 
(8) 

In Bezug auf das vollständige System iialten sich die lleaktionen wieder 
das Oleicl^e wicht. D'Alembert hat diesen Übergang für ganz selbst- 
▼erstSndlich gehalten und hebt ihn deshalb gar nicht besonders hervor. 
Man darf ihm damns andi keinen Vorwurf maclien; denn die prinzipielle 
VorauBstellung der Impulsanffassong ist jetzt wieder gans modern ge- 
worden und hat auch den allgemein anwkannten Vorzug gröfserer 
AnschauUehkeit als die unmittelbare Betrachtung der stetigen Bewegung. 

Unserer Schreihweise der Gleichungen (1) und (3) liegt offenbar 
der Satz vom Panüleli^pramm der Impulse und Eiftfte zu Grunde. 
D'Alemhert benutzt als statische Prinzipien auberdem den Satz des 
Hebels und andeutungsweiw das Prinzip der Tirtuellen Geschwindig- 
keiten in einer Famung, welche deutlich erkennen UUst, dals er die 
Tragweite der letzterem nicht einmal in dem Umfange er&Ist hat, wie 
Jacob Bernonlli (1717). Seine zahlieidien Beispiele haben ans 
diesem Grunde einen etwas einförmig elementaren Gharakter, wenn 
auch ihre Bedeutung für die damaligen Zeitverhältnisse nicht unter- 
schätzt werden darf. Der interessanteste Teil des Traitd^ nämlich die 
mathematische Behandlung der Stoü^äetze, mufs von der gegenwärtigen 
Betrachtung ausgeschlossen werden, da die Tollständige Durchführung 
derselben physikalische Hypothesen verlaugt. 

8* Die aUgnndne, formale MimincUion der Beoktionm durch 
Lagrange, — D'Alembert sagt in seinem Traite (S. 57): 

i^cÄ werde midi hier begnügen, die Betveguny der Körper zu l)c- 
handeln, welche auf einander in beliebiger Weisse stofsen, oder solcfier, 
wdclie auf einander durch Fäden oder unbiegsam r Stuhr Züge ausidten. 
Jrh werde mich «m so lieber an diesen (Jrrjrnsfnud halten, nJs uns bisher 
die gröfsten Gronieter nur einr sehr kleine Zahl ron l'rohlcmm dieser 
Art gegeben huljcn und ich, trir i4:k hoffe, durch die allt/rnicinr Methode^ 
welche ich darlrgen werde, alle, die mit der llf'rhejilunsi und mit drn 
Prinzipien der Mcchnnik vcrtraui sind^ in den Ütaml setze, die schwierig- 
em Problem^} dieser Art jm Uism.'* 
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Dieser küline Ausspruch kann gar leicht Anlais zu Mifsverstand- 
nissen in Betreff der Leistungsfähigkeit der D'Alembertschen Me- 
thode geben. Bei allon einfacheren, d. h. leicht fibersolibaren System- 
verhindungen konnte er selbstverständlich die Ueaktiouen r oder ,s eli- 
numereu — da iu dieseu Fiilleu die elemeutarsten statischen Prinzipien 
au.srei oll teil — und gelangte auf diesem Weore zu den kinetischen 
DiÖ'ereuiiaigleiehuriL'eu. Hätte er aber nur «tjitt der diskreten Massen- 
punkte (corjis) inn seinen Faden- und Stabveriiiudungen starre Systeme 
Ton endlichen Dimensionen betrachtet, so wären ihm die Grenzen der 
Leistuugstahigkeit der ihm zu Gebote stehenden statischen üilfsmittel 
nur zu bald zur Erkenntnis gekommen. Aber den wichtigsten prinzi- 
piellen Schritt zur Begründung der Kinetik gebundener Systeme hat 
er doeb gcthan. Gerade weil er die Aufstellung der Bewegungs- 
gleichimgen solcher Systeme auf ein rem statisches Problem allgemein 
zurückgeführt hatte, so setzte er damit der Mechanik seiner Zeit 
ein ganz bestimmtes Ziel^ dessen Tragweite er selbst nicht gekannt 
hat, nämlich die systematische ÄusbUdutty der Statik gebundener 
Systeme, die toh eeinem jüngeren Zeitgraionen Lagrange mit waihr- 
baft «ntannlicliem Erfolge hieben wurde. 

Auf der Idee Joliann Bernoullis weiitt'baueiid, hat Lagrange 
du ^^Prinzip der Tirtaellen Geachwindigkeiten'' als die aUgemeuute fonnale 
Gnmdlage der Statik aller naterielleE Systeme gesckaffeiu Die Aus^ 
arbeitung dieses fnndamentalen Prinzips in Bficksicht auf starre 
Systeme, Qelenksjsteme ans starren Oliedem, Fadensjsteme, fesbe^ 
elastisehe und flfissige Sontinna hat diesen genialsten Förderer der 
Meehanik you seinem 24. Lebensjahre bis m seinem Ende (1813) be- 
schäftigt In seinen gesamten Werken nehmen diese Leistongen freilich 
einen rerhaltnismäbig kleinen Banm ein, aber sie leuchten wie ein be- 
sonden kostbarer Edelstein ans dem reichen Sehatae seiner Schöpfangen 
hervor. Die Jlf^canique tm^i!f(iqii&* (1788) wurde das f^adenHfic poemf* 
fBr Hamilton und wird es bleiben, so lange man die Mechanik 
nach Leonardo da Vinci als das j^Paradies der Mathematik^ be- 
trachtet. 

Der Kernpunkt in dem Lagrangeschen System der Mechanik ist 
die scharfe und zielbewufste Auffassung des Begriffs der nwgliclmi 
GesehmmdigkeU (oder des hiermit gleichbedeutenden Tirtaellen Be- 
wegungselementes) eines beliebigen Maasenelementes eines wohldefinierten 
materiellen Systems. Soweit es gelungen ist, solche möglichen 6e- 
sehwindigkeitssysteme zur maÜmnati sehen Formulierung zu bringen, 
soweit bat die Mechanik positive Resultate erzielt — darüber hinaus 
liegt aliee im Dunkeln. Keant man den eindeutigen, ToUatändigen 
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Ausdruck für das virtuelle Bewe^ungselement dx eines System punktes 
mit der Masse ni, dessen Ort im Räume durch den Vektor x besimmt ist, 
so besteht für das Gleichgewicht eines Impuls- oder Kräftesystums 
rasp. k nach dem Prinzip der virtuelieu Verschiebiuigeii die Gleichoug^) 

Uh^dXp — 0 oder Zkräxv — 0, 

wobei sich ilio Sunimatioiien über das ganze System erstrecken. Nach 
Ausführung der „iiiiierou" \'ektf)rprodukte zerfallt jede dieser Gleichungen 
iu ein ^S} stem von ebenso vielen unabhängigen statischen Relationen, als 
in den dx von einander unabhängige Parameter resp. Systemkoordinaten 
vorkojnnieu; denn wir haben im Sinne Lagranges vorausgesetzt^ dals 
dx emdeutig niathoiuatisch formuliert ist. 

Ist die Anzahl dieser 1 *arameter, für das ganze System geuommcn, 
eine nnrndlichr, su wird die virtuelle Arbeit nur für ein wohl- 
deHjiierte^i Piaiiinclement des Svstonis exjüizit ausgeführt, und man 
erliitll IUI allgemeiueu particlh' I )itiorontialgleichungen ala Bedingungs- 
gleichungen des Gleichgewiclits für ein Kniftesystem, welches zu jt'dem 
Kaumelemeut festgelegt sein niuss. Die inneren Spaiuiungeu falleu aus 
den kinetischen Gleichungen jetzt nicht mehr heraus. 

Lugrauge hat allerdings in seinen statischen Entwicklungen 
nicht inimcr den lulbtänditjen Ausdruck für dx im Auge gehabt, 
sondern gerade in seinen allgemeineren Ausätzen mit besonderer Vor- 
liebe vielfach ]U'iliri(juugs<jlrif}(ungm benutzt. Hier soll aber, wie 
schon bemerkt, von allen liolouomeu Bedingungen ausdrücklich abgesehen 
werden, während uiclit holonunie EinsciirüiLkmigen der Bewegungen — 
nngeacbtet ihrer grolsen Bedeutung für die Kinetik realer Beweguugs- 
vorgänge — von der gegenwärtigen Betrachtung des D'Alembertschen 
Prinzijies ausgeschlossen werden. 

Mit Rücksicht auf diese engere Auffatisung nehmen die kinetischen 
Gleichungen die Form an: 

2;rdi- = 0 oder i:sÖx 0, 
wofür man wegen der Gleichniigw (1) und (3) auch schreibeii kann: 

(4) Z{h^mv)dx 0, 

(5) 

Diese Gleichungen bilden in dem Lagrangeschen System die Grund* 
Is^en der Kinetik der Impulswirkungen und der stetigen Kraftwirkung. 
Die iqpessifisdLe LeiBtong Lagrangee, nämlich die Dnrcharbeitong dieser 

1) Der Fall der üngleichong wird hier und im folgenden auflgeschloaMm. 



. ly j^ud by Google 



Die Bedeutimg des D'Alembertschen Prinzipes für starre Systeme etc. 65 



FmidiinenkalgUiebiiiigeii für diejenigen Ftroblemgrappen, welche liier 
miSdifli berileksichtigfc werden sollen, findet in Abschnitt C eingehendere 
ErSrtemng. 

4. Das D*Älemheri8i^ Frnmp hei Poisson, — D*Alembert so- 
wohl als anch Lagrange hatten als nächstes nnd wichtigstes Ziel die 
Gewinnung der IHffermtiäl^eidimgm der Bewegung im Auge, während 
flmen die Bestimmmig der BeakUonen ein Problem von unter- 
geordneter Bedentnng war, das sie zwar nicht in allen Fallen ver- 
aschlSssigten, aber doch unter allgemeinen Geeichtspnnkten nicht 
weiter verfolgten. Die immer mannigfisusher weidenden Anwendungen 
der rationeUen Systemmechanik mnfste jedoch die Mathematiker im 
Laufe der Zeit darauf aufmerksam machen, dafs auch diese an&ngs 
▼emachlassigte Seite des D'AIembertschen Prinxips — die Eine- 
toststik — für die Fk«zis ebenso wichtig sei, wie die Bewegongs- 
erscheinnngen als solche. Nun hatte Lagrange die Anwendungen der 
Mechanik auf astronomische Probleme ganz besonders boTOizugl^ 
wahrend ihm dici technisehen Anwendungen fem lagen, wie ja auch 
■eine prinsipieUo Ignorierung der FÜdienreibung in der g,Müc(mique 
maij/Hqitef* cur Genüge aeigt 

Poisson hatte gleichfalls ein grolses Interesse für astronomische 
Ptobleme (Stdrungstheorie, PrSaession und Nutation), aber er betrachtete 
doch die Ausbüdnng der meckanischett Ffnfsik als die Hauptaufgabe 
seines Lebens und war dadurch Ton der systematischen Weiterbildung 
der allgemeinen rationellen Mechanik schon firOhzeitig abgelenkt Da- 
neben hat er sieh mit groÜMni Erfolge auf spesifisch praktische Probleme 
geworfen und in dieser Bichtung den Grund gelegt fOr die f^äßamqiie 
Ofpliqu^, die bald in Poncelet ihren eifrigsten und geschicktesten 
Tertreter fimd. Auch Poissons schöner Arbeit über die Wirkung des 
Schusses einer Kanone auf die yerschiedenen Teile ihrer Lafette 
(J. Polyi cak t&l) wollen wir hier gedenken, um anzudeuten, wie 
Mine Tendenzen — im Vergleich mit den Lagrangeschen — schon 
eine merklich andere Bichtung genommen hatten. 

In Poissons ^ßSraSU de Mäcamgutf' (1811) finden wir daher eine 
Auffiusmig des D'Alembertschen Prinzipes, welche die Bedeutung der 
BeakHenen (innere Spannongen, AuflagerdrOeke der bewegten System- 
tsils) scharf herroi^ebt und namentlich bei den praktischen Problemen 
den wesentliehen Einflnss der BeSnmgen berficksichtigt. 

Die zahlreichen Lehrbttcher der rationeUen Medianik, welche auf 
Poissons Tratte folgten, bieten nichts Bemerkenswertes in Besug auf die 
Formulierung des D'Alembertschen Prinzipes. Selbst das Tortreffliche 
und in mancher Bichtung auJserordentlich gründliche Ldirbudi Ton 



66 



Eabl Hnmt 



Ronth (Rigid Dynamios) gipht die st^rootypR Auffassung wieder, an 
welche sich eine hriofliohe Auslassung Airys über das Prinzip an- 
Bchlieisty die aber sachlich uichts Erhebliches enthält 



B. Die kineiiiatiflcliAii und dysamlfloliBn Qnuidbegrüfo. 

5. KinmaHaehe EoniinnaMaiim mit effMvm ISemmtm, — Die 
Qnmdbegriife der SinenuttUc des PnnUea sind: der oiisbestinimeiide Vektor 
deeselben, welchen wir mit x beaseiclinen wolleUi die totale ZeitderiTierte 

dieses Vektors -^j x = v, welche das analytische Mais der Geschwin- 
digkeit darstellt^ und die totale Zeitderivierte des Geschwindigkeitsrektoni;, 
nimlidi -j^ =^st'^ w, welche die BeeeUeunigimg der Pnnktbew^ung 

genannt wird. Wir bilden nun die skalaren Funktiuüeu 

F — ^Six nnd E^\xx. 

P uenueu wir die i'ulfunktiou oder die determinierende Funktion 
des Vektors x. E ist die Energiefunktion (filr die Masseneinheit) oder 
die determinierende Funktion des Vektors x, Ana den drei OrSesen 
Xf X, X bilden wir ferner drei „ümere'' nnd drei f^xtaaen^ Produkte; 

dann erkennt man nnmittelbar, dais xx =- xx ~ —2E und 

XX wird. Das änliMre Produkt xx ist ein Vektor, welchor auf 

X nnd X senkrecht steht und die (h'öfse xx s.m{x\x) besitzt. Man 
nennt diesen Vektor in der Kinematik des Punktes die doppelte 
Sektoraigeseliwindigkeit des Vektors x^ wir ziehen jedoch hier — mit 
Bficksicht anf seine Verwendung in der Mechanik der geband«ien 
Systeme — den Namen Moment der Geschwindigkeit^ vor nnd be- 

zeichnen denselben mit M». Dann ist sei üstverstäudlich xx=^—y^' 

dt 

Die dritte Kombination durch äuTsere Produktbildung ist xx. Dieser 
Vektor steht anf dei- Geschwindigkeit and der Beschleunigung gleich- 
zeitig senkrecht und hat die Gröfise irjr sin (ä ji:). Sein skalarer Wert 
ist auch, wie man ohne weiteres erkennt, gleich dem Quotienten v' : r^, 

wenn der Hauptkrümninngsradius in dem hetrf^fPondpn Punkte der Bahn 
mit bozeinliiiet wird. Er ist )>is jetzt kinematisch nur von Somoff 
in Betracht gezogen worden. Da er noch keinen Namen erhalten hat, 
so wollen wir ihm seine Anonymität auch ferner l)ewahren und den- 
selben im folgenden mit dem Symbol />' keunzeiehneu. 

Die direkten Kombinationen der kinematischen (irundelemente sind 
also in schematischer Zusammenstellung: 
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1) 

3) 



Imme Produkte: 
-r dP 

dE 
dt' 

6. KinmaHsdie 



XX = 



1') 

2) 

so 



Äußere Phklukte: 



— r, dMf 



ix = i/. 
E^^xx, 

mU pkituile» ^emmden. — Die 
entepracbendeii kinematiacheii Eomliixiatioiieii mit dem Tiitaelleii Weg- 
dement bilden wir nnr mit dx, nidit mit S^x, da wir die „astatisdie 
Kinetik'', Ton welcher nnr die rudimentärsten Grundbegriffe anagebildet 
Bind, von dieser Betrachtung ausschliefiien. Unter diesw EmscHränkung 
kommt also zunächst das skidare Produkt xdx in Betracht. Bein» 
i^entung ist der systematischen Kinematik geläufig. Wir setzen 
xdx = d'A,; dann ist diejenige Funktion, welche man für die 
Masseneinheit die „Aktion" des beweglichen Punktes genannt hat. Die 
Symbole d' nnd Ö' bezeichnen hi^ nnd im folgenden Differential-, 
resp. Yariationsausdrücke, welche im allgemeinen nicht das vollständige 
Differential, resp. die vollständige Variation derjenigen Funktionen sind, 
auf die sich die betrefTeiuleu Symbole beziehen. Durch eine einfache 
niff<>roiitiutiou der vorhergehenden Helation nach der Zeit findet man 
nun die folgende Identität: 

Hierin ist natürlich 

dE^Ä9^. 

Wir nehmen nun — der Vollständigkeit wegen — 
skalarm Produkten eutsprecheuden Vektorprodukte hinzu 
Produkt xäx steht auf der Geschwindigkeit und dem virtuellen W eg- 
elament senkrecht und hat den absoluten Wert xd.r sin (dä;|i:). Setzen 
wir xdx = d' Scf so folgt durch Differentiation nach der Zeit r die 
Identität: , _ 

Hx^^^id's;) ^xdx. 

Hieruaeii haben wir das folirt udc Schema kmematischer Kombinaüoneu 
mit dem virtuellen Wegelemeut Öx: 



auch die den 
Das äufsere 



n. 



1) xdx — d*Ä,f 

2) 'idx=^^^id'Ä,)-dM. 



n xdx 

2') xdx 



xÖx. 
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7. Dytuimische Kombinationen mit effektiven Elementen. — Die 
entsprechenden dynamischen Grundbegriffe sind der Impuls h und 
die dauernd wirkende Kraft k. Das innere Produkt xh kann als 
das elementare „Virial des Impidses'' bezeichnet werden, indem wir die 
Nomenklatur von Claus ins mit einer unbedeutenden Abänderung auf 
Momentankräfte (Impulse) übertragen. Wir setzen xh = K*. Der 
analoge Begriff' fUr zeitliche Kräfte, nämlich xk, ist in der Mechanik 
eingebürgert. Wenn wir xk = Vk setzen und Vk als „Virial der Kraft" k 
besseichnen, so ändern wir, wie es bereits üblich ist, nur das Vorzeichen 
der von Claus ins so benannten Qroise and lassen den von ihm ein» 
gef&hrten Faktor \ weg. 

Dem üblichen Sprachgebrauch entsprechend, bedeuten die Produkte 
xh = Lu und X k = die „Leistung^' des Impulses h und der dauernd 
wirkenden Kraft k. Die äufseren Produkte xh = tmd xk = J/* 
»ind die ^omente'^ von k und h in Bezug auf den An&ngspnnkt des 
Vektors x. 

Die ,^u£Beren" Vektorprodukte xh — Nk und xk = Nk sollen im 
folgenden nur gelegentlich betrachtet werden, da ihre mechanische Be- 
deutniiiT noch nicht genügend untersucht ist. Gerade aus diesem Grunde 
empfehlen wir sie hier aber doch der Beachtung. Denn es hat sich 
bei der Entwicklung der systematischen Mechanik schon wiederholt 
herausgestellt, dab formale Konzeptionen, die anfangs als unnütz an- 
gesehen wurden, später eine grofse Bedeutung erhielten. Ich erinnere 
in dieser Beziehung nur au die von Schweins eingehend betrachteten 
Fliehmomente, die nachher als Viriale durch die Arbeiten von Clausius 
mid Yvon Villarceau zu allgemeinem Ansehen gebracht wurden. 

Die Zusammenstellung der dynamischen Kombinationen mit effek- 
tiven kinematischen Elementen ergiebt demnach die folgende Uhersicht: 





Für Momentankräfte: 




Für Zeitkräfte; 


1) 


xh - F», 


o 


xk - F», 




irA— Lkt 


2-) 


xk = tuf 


8) 




'^') 


xk — Mkf 


4) 


xh = 


4'J 


xk — Nk. 



8. JDynamisclie Kombinationen mit dem virtuellen Wegelement. — 
Unter dieser Rubrik sind die „inneren" Produkte h'dx=^d'A\ und 
/• • öx ^ d'Ak die wichtigsten, denn sie definieren die virtuelle „Arbeif* 
für Momentankräfte und Zeitkräft^. Daneben wollen wir aber auch hier 
die entsprechenden äufseren Produkte h'Öx = d'^A und k ' 6x=^ d'JS^ 
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mit «iffdliren^), sie bei der astaüsdim Betrachtwig der System- 
mechanik Ton Kutaen sind. 

Wir erliAlteiL also die folgende Zuaaiiiiiieiurtelliuig: 

IV. 

Für Momentuiki&fte: Ffir Zeitkrafte: 

Die im vorstehemlen tinü:^*iiihrteii kinpmatisrlu'ii uml dyuamischeu 
Kombinationen l)ilden in bestimmter Umgrenzung em formales Gerippe 
der systematischen Mechanik ties Punktes. Natürlich kann man nach- 
träglich nicht wünschen, «lafs sich die Mechanik nach eiuem solchen 
schematisciien Protrramm hätte thatsiichlich entwickeln sollen; denn dies 
biefse die Pedanterie zur Kiclitschnur des Fortschrittes machen, was 
einer pr^sunden Entwicklung prinzipiell zuwiderläuft. Andererseits haben 
wir jetzt, nachdem die Statik und Kinetik m einer hochausgebildeten 
£ütwickluntjsphasc vor uns lij'gt, wohl das Recht, die Frage zu stellen^ 

sich die aus mannigfachen und häutig melir oder weniger zufalligen 
Bf'dürtnissen hervorgegangenen Grumlhegritfe einem künstlichen Schema 
unterordnen la.ssen. Seihst scheiuliar abgelegenere allgemeine Sät/zC der 
Mechanik, wie das Theorem von Yvon Villareeau für freie Punkt- 
systeme, haben in einem .solchen Schema cme bestimmte Stellung. Der 
angedeutete Satz ist ni(dits anderes als die Formel 1^) der Übersicht I, 
nachdem die '^nT^nnation über dis ganze Punktsystem ausgeführt ist. 

Für uns hat die AnfsteUung (h^ obigen Schemata einen ganz 
bestimruten Zweck. Wir wollen dieselben nämlich unmittelbar auf die 
D'Alembertsche Grundgleichung, welche die Zerlegung des dyna- 
mischen Vektors ausdrückt, anwenden und dadurch Verbindungen 
zwischen den fundamentalen kinetischen Relationen offen legen, die 
sich auf anderem Wege aicbt so ungezwungen darzubieten scheineiL 

C. Allgemeine Folgemngen ans dem D'Alembertflokeii Frinsip. 

9* VinailstUge für g^bunäme Systeme. — Durch die Operation der 
ffiimeren" ProdukfcbUdungen folgt aus der D'Alembertechen Impule- 
^ichuiig 

h — mx + f 

1) Die Gieichimg d'S^ = 0 eotbait in ihrer .Anwendung aut das starre System 
die Tollständi^en und hinreichenden Bedinguugeu tür aUe astattadten Gleichgewicht«- 
fonoen. Sie leiitei also hier danelbe, wie die Gleidimig der virtuellen Tendiie- 
hngtn a'A| — 0 für da« JPtitüümt^Hthgewkht 
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uumitielbar 

(6) jrli — mix -f- xr. 

Wir aummierea jetet Über alle Massenpunkte m des Systems und setzen 
£mxx = P, Exh = V*, £xr = Vr. 

Dann wird 

und mau erhält die für alle Systeme gültige Folgerang aus der Gleichung (ö): 

(7) V.-V,-^ 

oder in Worten ans^odritekt: 

Für jedes gebunäetw i^ystctn üt die Different der Systemvirmle der 
Impulse und Beaktimcn gleich der voUstänäigm Deriviaien der Fol- 
funktion tuuh der Zeii. 

Für ein starres um den Anfangspunkt der Vekioreit x rotierendes 
System ist offenbar P konstant Folglich gilt in diesem Falle der Sata: 
db« roUeretiden starren System, auf welches nur Impulse wirkmt 
isi dfis Virial <dler Imjndsc gleich dem Virial alier MementarretücHoneHy 
wenn beide Viriale auf den festen Punkt besogen werden. 

Qans in deiselben Weise behondein wir die D'Alembertsche 
Gkichtmg fOr Zeitkrafle: 

k — mx + 8 

und erhalten zunächst 

xk — mxx + xs. 
Setzen wir jetst fOr daa ganse System 

£mxx — £, 

so folgt mit Rflcksicht auf die Gleichung (2) des Schemas I: 

(8) v.-V.-^-2B. 

welche für fireie Systeme, also für F^«0 in daa Theorem von 
Ttou Villarcean fibergeht Fflr gebundene Systeme besteht demnach 
der a%emeine Virialsatz: 

Dos Finnl der auf ein System wirkenden Eleineniarkräfte, vermindert 
um das Viiriail der entepre^ienden Elementarreaktianen, ist jßeich der 
mßeUen Derivierten der eugcJiörigcn Polfuttktüm inkA der ZeHtf vermindert 
um die äoppeUe Energie des Systems. 

Für einen um einen festen Punkt rotierenden Körper it»t P von 
der Zeit . unabhängig. Mithin gUt hier der Satz: 
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doppelte kinetische Enimj'n rints rotierenden starren Sifsfrms ist 
stets yleifh der Differenz der auf den festen Funkt heaogeneii Viriale 
der BeaMionen und der äufserm Kräfte. 

10. Die Leistmi'fsfhforeme für gebundene Systeme. — Die hier in 
Betracht konimen(l<'n ;^Hize siüd schon in der ersten Entwickelnngs- 
periode der iSysiemmechunik eatstandeii , wmien also hier nur des 
Zusammeuhanges wegeu auzufUhreu sein. Aus den Unrndgleickuiigeii 

h » mz + r und h « mx + J 

folgt durch Multiplikation mit x und Sunuuation über alle Masaen- 
pojikte des Systems 

£iih — Smxx H- Sxr und Siik » £mM + £x8. 
Nach dem D'AlembertBehMi Prinsip ist aber 

£ir 0 imd £iis = 0. 

Setisen wir also, den froheren Bezeichnungen entsprechend^ für das 
ganae System 

Sxh «- La und £xk = Li, 
so erhalten wir die bekannten Leistongsfonndn: 

L*-2E und = 

Die Leistung eines Impulssystems, welches auf ein ruhendes gebundenes 
System wirkt, ist ^eich dem Doppelten der erzeugten kinetischen 
Energie, und die Leistung eines zeitlich wirkenden Eiiftesystems wird 
durch die auf die Zeiteinheit bezogme Indemng der kinetischen 
Energie gemessen. 

11« Dk McmentensäUe. — Wir multiplizieren die Gleichungen 
h m x -f- r und h — mx -|- s 
mit dem Vektor x und erhalten 

xh tnxx -^XTf xh ^ mix-^StS, 
Die Sommation flher das ganze System ergiebt; 

Ma — Mr und Ma — Mfl ™ * 

Für ein freies starres Syst^^m ist = 0 und M. ^ 0. Man hat 
also für die drehende Bewegung derselben die bekannten Urundgieichungen: 

Ma = Mv und — 

öie sind der analytische Ausdruck des Prinzips der Flächen. 
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12. Z(f^ ' 'i)i'ii<Hfr Siifzr' für den (iynnimsciirii It k/or N. — Wird 
die iiurscri' l'rudukthildun}» mit ilem Geschwindigkeitsrektor X aus- 
geführt, so gewinnt man die Gleickiuagen: 



2xh = Sxr und Sxh = Smxx + Sxs^ 
£mxx » B 



oder, wenn 
gueizt wird, 

N,«N^ und N»--N.-B. 

Der Übersicht wogen stellen wir die aU^nteiticn Folgeningen in 
der uucbsteheudeu Tabelle zusammen: 



V. 



Für Momentankräfte. 
4) N*-N, = a 



Für Zeitkräfte: 



10 V* 

2') L* 

3') M* 
4 ) - = ß. 



D. Die Diibrentlalgleioliiuigiii dar Bewfg^ong. 

18. IHe Lagrange- Hamiltonst^ Form des D* AlemhertstShen 
Prinzips für ümpulse und ZeWeraße. — Aus der Chrnndgleichung für die 
Zerlegung dee emgeprSgfcen Impulses 

h = mx -f r 

folgt durcli Multiplikation mit dem viituellen We^olement dx und 
nachfolgende Summation Aber alle Afassenpunkte des Systems: 



oder 



Skdx = £mxdx + iTrdx 

Da nach «ienr i'nu/.ip flor virtnellpn Vorschipbnn^f^n »VAr = 0 i.«it 
80 erhält man die Gruudgleiehung der impulsiven Bewegung in der 
Form 

(9) d'A, = d'k,. 

Für seitlich wirkende Kräfte bildet man den Ausdruck 



2:fc ' dx » £mx * dx + £s* dx 
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oder nach Gl. (2) des Schemas II 

da £s • dx ^ 0 int. 

Die (ilen h un^rpii ( U) iinc) (10) sind als formale analytibc-lie Aus- 
(irück*^ f|ps I) Alpuibertsciieu Prinzips anzusehen und rühren beide 
von Lagrauge her. Auch der aas der (ileichiing (lU) ilureh Inte- 
pation mich der Zeit / liervor^ehende Ausdruck war La2r}ini<;e (Mee. 
anal. 2. e'd. Bd. 1, S. 'SOl — HlOi vollständig geläufip uuti wurde toh 
ihm der Abieitung der £uU*r scheu Gleichungen für den rotiereuden 
K'"rper iMec. anal. Bd. 2, S. l^8s — 240) zu Gnmde tjelegt. Es scheint 
nur notwendige dies hier ausdrücklich hervorzuheben, weil man die 
Integralformel: 

(11) «/(^E + d'A,)di 

immer iiO(^ als,,Ham ilton achesPrinsip^besBeichiiet, obwohl es H a m i 1 1 o n, 
der die Mecaniqne analjtiqtie sehr giuiau kannlie, niemals eingefallen ist» 
die Autorschaft für dieselbe in Anspraeh zu nehmen. Sein Verdienst 
besteht] in der Aufstellung nnd Terwendnng der ^^charakteristischen 
Fanktion" nnd der Erkenntnis ihrer Bedeatung für die formale Dar- 
itoUnng da* kanonischen Intsgiale, wenn eüie Erfiftefunktion existiert 

14« Jmtoge Vekhrformdn, m loMm die Beaiktümm nuM di- 
mmieH sind, — Für Impulse erhiUt man durch aulsere Multiplikation 
der Grnni^leichang die Relation 

2^h • dx = £mx ' dx + • öx 
oder in unserer Beseichnung: 

(12) d'8, = (5 'S,H- d Sr. 
Ebenso folgt aus der Gleichung: 

mit Rücksicht auf die Gleichung 2') des Bchemas II der Ausdruck 

oder durch Integration nach der Zeit ti 

(13) [d 'SJi, -/[^'Sii - d'S, -h £mx^\dt 

Dif» miH'banische Bedeutung dieser Formel, welche ich bisher nur 
aa einfachen Beispielen, untersucht und auch in Lagrangesche all- 
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gemeine Koordinaten tnuufonnieri habe, mögen hier unerörtert bleiben, 
da ich hoffe, in der Fortaetzung dieser Arbeit übor das D'Alembertedie 
Prinzip Bingehenderee mitteflen za können. 

15. Systeme möglicher Gresduvindig^c^ieiL — Unter einem ToUetändigm 
System der möglichen Geschwindigkeiten emes beUebig«n maierieDen 
Komplexes yerstehen wir die Gesamtheit der analytisdien Avsärfleke fllr 
X oder — was damit gleichbedentend ist — flr die virtoelle mit den 
SystemTerbindnngen yertatigliehen Yerschiebmigen dXy welche man dnrch 
BerfiiUchtigimg der effeddaTon Elementarbewegimgen oBer Hassen» 
pnnkte gewinnen bum. Da wir uns hier «of die einfrohsten materiellen 
Systen^ttongen (starres System nnd Gelenkketten) beschlinken, so 
liegen ims diese Geschwindigkeitsaysteme prinzipidl in fertiger Gestalt 
Tor, wenn auch Tielleicht in einseinen FftHen noch manches nicht ge- 
nügend dnrchgearbeitet ist 

Znr Darstellmig der Geschwindigkeitssysteme fttr alle materiellen 
Systeme mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden giebt es zwei 
wesentlich verschiedene Wege, die sich liisiorisch im Anschluls an das 
iVoblera des starren Körpers entwickelt haben. Euler, Clairaut und 
D'Alembert gewannen gleichsam durcli oinr oxakto Intuition für das 
rotierende starre System den kinematischen Begriff der Momentanaxe 
nnd der zugehörigen Kotationsgeschwindigkeit. Beide Vorstellungen 
vereinigen wir ttblicher Weise jetzt in der Konzeptton eines einzigen 
Vektors 5, der in die Richtung der Momentanaxe fällt und in seiner 
Länge die Gröfse der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit 6 dar- 
stellt. Die unmittelbare Anscliannng lehrt dann, flafs flir jeden Punkt, 
welcher um den Vektor rr von dem testen Punkte 0 in bestinuntem 
Richtungssinue absteht, die Gleichung 

(14) 5 = 5jp 

besteht. Beziehen wir die Rotationsbewegung auf einen beliebigen 
An&ngspunkt C, der Ton dem Bezugspunkte der Vektoren x um e ab- 
steht^ 80 können wir dem Punkte C die Trandationsgeschwindigkeit e des 
Systems zuschreiben und erhalten an Stelle der Gleichung ( 1 4) die folgende: 

(15) X ^ c ~\- 6(x — c). 

Diese Gleichung enthält den vollständigen analytischen Ausdruck des 

GeachwindigkeitssTstems für einen freien starren Körper. 

Dasselbe ist durch die Angabe der beiden kinematischen Vektoren c 
_ ^ Q 

und 6 festgelegt Setzt man «T—id«^, so dafs m einen Einheitsrektor 
▼erstellt, der die Richtung der Momentanaxe bestimmt, so wird 

dx de (o{x — c) • dB, 
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üiertur sclireibeu wir im folgeudea meistens 

dx=^dc -\- dO {x — c), 

indem wir S • <I0 — 1}0 setzen, aleo die Ampliinde ab Yektor axueheiL 
Alsdann ist der al^emeine Aiudrack fttr die mOglidie Elementar- 
bewegimg des freien etarren Systems: 

(16) dx = dc + dd(a;-c). 

Kommt nnr die Rotation in Betracht^ so wird 

{XI) dx^delfy 

wenn wir den Bezufrspunkt 0 mit (■ /.usaiiinunlallcn lassen. 

Lagrange hat sicli mit der uimiittt'n)ar aus der Anschauung 
foljjx^ndpn AHleitnnsr dieser l'\iruiel nicht begnügt, ^son<Iorll dieselbe 
noch auf andere Weise zu gewinnen <fesurht. Eine eigentümlielie und be- 
sonders bemerkenswerte Methode liat er im 1. Bd. der ,,Mecan. armlytique" 
S. 1Ö9 — !♦>.'> angewendet. Hier geht er von der Vorstelhiug aus, dafs 
jede in einem starren System beliebig angenommene Kurve doppelter 
Krümmung in sieh unveränderlich bicibeu muTs, d, h. irgend drei in- 
finitesimal benacb Karte, auf einander folgende Punkte dieser Kurve 
müssen in starrer < h ientirrung 7:11 einander bleiben. Auf diese Weise 
erhält * r ein System von Düferentialgleichimgeiiy dem die Komponenten 
▼on öx genügen müssen. 

In einem ^iydrage tot de toepassing ran het beginsel van 
I> Alembert, overeenkomstig de rekenwijze van Lagrange'' hat 
Verdam (1864) diesen Gedankengang ansfOhrlidi dargestellt. 

Interessant ist aueh die Gewinnung der Gleidiung (17) durch 
Negation der elementaren Deformationen eines als Terinderlich vor- 
gestellten infinitesimalen Dreistrahla. Nehmen wir denselben — der 
Einfiuhhflit wegen — als rechtwinklig an und betrachten dx^^ Öx^, dx^ 
als die rechtwinkligen Komponenten von dz, so folgt ans der Negation 
der Lai^pen&ndemngen nach den kinematischen Gnindgleichungen der 
Elaatiatätstheorie: 

^**.-0. g^*x,-0, 4»ai-0 

ond aus der Negation der Schiebungsdeformationen des Elementar- 
kSrpers: 
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Die Integration dieser Gleichung ergiebt ohne weiteres; 

dX^ = d't'g + döj • X^ döj • X^f 

worin dcj, dCj, dCj, döj, döj dö, die Integrationskonstanten be- 
deuten. Di(> so gewoxmenen Aoadrücke flind mit Gleichung (16) fQr 

C « 0 ideuti.sch. 

Diese Methode ist in die meisten Lehrbücher der Elastizitäts- 
Üieorie tibergepanj^en. 

Über die gebräuchlichste Art der Hersti llmiL,^ der Gleichung (17) 
durch Differentiation der Formeln fiir (]ir Ko irdinatentransformation 
nach d«Mi iieun Kosinuy (ier Aehf<euwiukel ist hier keine weit^'re Be- 
merkung notwendig, da sie in alle Darstellungen der Mechanik auf- 
genommen ist und immer wieder reproduziert wird. 

Daa charakteristische Element in dem Ausdrucke x = <sx ist der 
Vektor tf, also ein rein kmematischei' Param^t^r, der unmittelbar nichts 
über die L/i^f des Systems aussagt, und der aufserdem ungeeignet ist 
für die aiialytisclu Festlegung des Kräftesyntems. Zum vollstiiudigen 
Ansatz eines den starren Körper betreüeiideu Problems ist es deshalb 
notwendig, den kinematischen Vektor 6 durch Koordinaten aus- 
sadrttcken^ wodurch man eine gweUe analytische Darddluny des Systems 
mfigUeher Geschwmdigkdtoii erbili 

Dies Ut bekaimitich schon tob Euler (Bf&n. Ac Beil 1758) 
durch EinfUirung der nach ihm benannten drei Positionswinkel ge- ^ 
schehen. Auch hatte Lezel ^oy. Com. Ac. Petrop. 1755) schon die 
Achsencosinus dnrch drei derselben dargestellt tmd hierdurch ehen&Us 
eine Lagenbestimmung durch (unabhängige) Koordinaten eireicht. 
Allein dieee Veilhhren hatten einen wesootlichen Mangel, da die Sym- 
metrie der Fonneb nicht aufrecht erhalten werden konnte. YoUhommen 
symmetrische Koordinatenausdrflcke für den VeUor scheinen zum 
ersten Male von Gayley (Cambr. Dnbi Math. J. 1846) hergestellt zu 
sein, der m dieeem Zwedrö die Koordinaten von Rodrignes (J. de 
IdouT. 5. 1840) Terwendeta Die neueren Untersuchungen Aber diesen 
Gegenstand findet man bei F. Klein und A. Sommerfeld: Über die 
Theorie des Kreisels (Heft 1, 1897 und Heft 1898) ausf&hrlich dai^ 
gestellt >) 

Diese Betrachtung^ t; lassen sich nun ohne besondere Schwierig- 
keiten — freilich nicht immer ohne groise Komplikationen — auf 

1) Vergl. auch F. Kötter: Bemerkungeu zu F. Klein und A. Sommer ff Ida 
'llieorie des Kreisels (1899). (Anm. d. Eed.) 



Digitized by Google 



Die Bedeutung des D'Aietnbert»chen Piinzipes für starre Systeme etc. 77 

beliebige Gelenksysteme, deren einzelne Glieder starre Koiper sind, 
llbeiiragai. Es ma6, nadi dem Prinzip der rektiTen Bewegung, in 
jedem dieser Fllle mOglieh sein, fftr alle Punkte des Systems je zwei 
Ansdrüeke Ton der Fonn 

X = fonctk (Je' k", . . x) 

imd 

Ä = funCt. Uii, q^, Qi, i) 

aufeustellen, bo dafs Ic', A ", . . . eine ausroichondp Anzahl kinematischer 
Vektoren bedeuten und r/^, . . ., q, die entsprechenden Positioua- 
koordinaten siud. Jeder analytisch/n Fonn des vollständigen Ge- 
schwindigkeit88y8t€ni8 x ents]iricht eine besondere Form der allgemeinen, 
lieduktion der Kräfte und cme Ihm ai System eigentümliche Form der 
kinetischen Differentialgleichungen. Also die !Statik und die Kinetik 
lies betretenden materiellen Systems sind hierdurch in ihrer spezieÜm 
Farm Tollstäudig charakturiHieri 

(Fortaetzung folgt.) 
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Die Konfiguration (15,, 20,), ilire analytische Darstellung 
und ihre Beziehimgen zu gewissen algebraisclieii Flächen. 

Yon Rudolf Fünck in Obercaasel (Siegkreis). 

Binleltang. 

Eine iftnnüiehe Konfigotstiom {tb^, 20,) besteht nach Reje*) aue 
15 Fankten, 15 Ebenen und 20 Geiaden in folgender Lage: Auf jeder 
der 15 Ebenen liegen 6 von den 15 Punkten, nnd dozeh jeden der 
15 Punkte gehen 6 der 15 Ebenen; jede der 20 Oeraden ist mit 3 der 
15 Punkte und 3 der 15 Ebenen inxideni Die Konfiguration (15^, 20,) 
tritt bei geometriBohen Untersuchungen nicht selten auf. Schon 
Staudt*) hat die ToUetlndige Figur zweier perspektiTer Tetraeder, 
weldie eine Konfiguration (15«, 20^} bildet, beschrieben. Auch die 
15 Potenzebenen, 20 Potenzazen und 15 Poten^punktCi wd^ehe 
6 Kugeln zn zweien, dreien und vieren bestimmen, bilden eine Kon- 
figniation (15,, 2(V)>') Bei der Untennchung gewisser 15 Geraden 
einer kubischen Flache ist ebenso Cremona^) auf ein Gebilde aus 
15 Punkten^ 20 Geraden und 15 Ebenen gestoÜMD, welches Ton Reje^ 
als eine Konfiguration (1«%, 20,) erkannt wurde. Am eingehendsten 
hat sich De Paolis*) mit der Konfiguration (15^, 20,) beschäftigt 
Allein seine analytische DarsteUung der Konfiguration ist ziemlich 
kompliziert Auf Anregui^ meines Lehrers, des Herrn Prof. Reye, 
habe ich daher unternommen, die Konfiguration (lÖ^, 20,), von einer 
einfacheren analytischen Darstellung derselben ausgehend, von neuem 
zu untersuchen. Ich werde De Paolis insoweit folgen, als auch ich 
die bekannten Eigenachafien der Konfiguration ableiten und ihren 

1) Heye: Daa Problem der Koiifi^rationen, AcIä matbeiuaLica, 1, 1883. 

8) T. Staudt: Geometrie der Lage, Nümbeig 1M7, B. 48. 

^ S6je: Syntiietisdie Geometrie der Kugdii tmd lineaMin Kugelsytteme, 

Leipzig 1879. 

4) Cremona: Teoremi stcreomcirici clai quali »i doducono le proprieta del 
esagramma di Paacal, Mem. d. K. Accud. dei Lincei, 187C— 77. 

5) Reye: Geouetri« der Lage, !□. Abt, Leipzig 1898. 

6) De Paolis: Blcerche <nUe «nperfide di 9» grado, Mem. d. R. Accad. dei 
Linoei, 1880/1. 
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imiigeii ZiuMiiuiieiihnng mit eiaer Bifiehe dritter Qrdumig nachweisen 
werde. In eUen andern Pnnldien weicht meine üntenrochung von der 
De Paolie* tb. Höchstens könnte eines der in den §§ 7 nnd 8 der 
▼erliegenden Abhandlang entwickelten Systeme ans je 6 Fliehen dritter 
Ordnnng mit einem yon De Paolis beschriebenen Systeme ans eben^ 
&U8 6 kabisehen Fliehen identisch sein, was ich nicht an entsdieiden 
Termochta 

§ 1. 

Analjtlsehe Dantellimg und Beeohieibiuig der Konflgniation (16^, 20,). 

Es s lon r,, a-j, x^, x^, x^, x^, sechs lineare Funktionen der 
ruiiktkoordinüteu x, e. Mit iklmtip bezeichnea wir eine Penuutation 
der Ziffern 1, 2, 4, ö, 6. Daun repräsentieren die .Gleichungen 



X, 


— "^5 j 


X^ 


= ^4' 


^1 




^6, 


X^ 








Xi 


= x^ , 






^> 


x<^ 
















^5? 


















^, 




~ ^« 1 



die 15 Ebsnen 

{ik) Xi =« £t* oder Xi — a;* = 0 

einer Eon^pration (15g, 20|). Nämlich die Doppelgleichnng 

^1 ~ ~ ^3 

stellt eine Gerade dar, in welcher sich die Ebenen (2 3), (3 1), (\ 2) 
schneiden. Überhaupt gehen die 15 £benen {ik) zu dreien durch 
20 Geraden 

Die dreüiMdie Gleichong 

= X,f = x^ = x^ 

repräsentiert einen Punkt, den Schnittpunkt der Ebenen (1 2), (1 3), (1 4), 
(2 3), (2 4), (3 4). Die 15 Ebenen (ik) schneiden sich demnach su 
Sechsen in 15 Punkten 

{iklm) xt^Xk^Xi^Xm» 

Anf der Geraden (1 2 3) liegen die Punkte (12 3 4), (12 3 5), (12 3 6), 
und ebensoTiel Punkte {iklm) liegen anf jeder andern Gemden {ikl). 
Die Ebene (1 2) enthilt die Punkte (12 3 4), (12 3 5), (1 2 3 6), 
(124 5), (12 4 6), (1 2 5 6), und in jeder andern Ebene (?A) sind 
gleichisils 6 Punkte ijklm) enthalten. Mithin ergiebt sich: 
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Die 15 Ebenen 
(ih) Xi ^ Xk 

(jehen zu dreien durch 20 Genuien 

{ikl) Xi = Xk=^Xi 

und 0u aeduen dnrtk 1$ Funkte 

(Ulm) ajf = a?* — a?i « a!« . 

Die 15 Punkte {iklm) liegen zu dreien auf den 20 Geraden (ikl) und 
eu sechseti in den El>enen (ik\ Dir Jfi Ebenen {tk), die 20 Ge- 
raden (ikl) iuhI die 15 Funkle [iklm) hiiäcn also eine KmfigureUion 
(15^,20,). 

In der Konfigurationsebene (1 2) liegen die Geradeu (1 2 3), (1 24), 
(1 2 5), (1 2 6), deren 6 Schnittpunkte die in der Ebene (1 2) liegenden 
Koiifigurationspunkte sind. Durch den Konfigurationspunkt (1 2 3 4 ) 
gehen die Geraden (2 3 4), (3 4 1), (4 1 2), (l 23), deron Verbindungs- 
ebenen die durch den Punkt (12 3 4) gehenden Kouhguratiousebenen 
sind. Allgerueiu folgt: 

Jeder Konfiffurntimsptmkt (iklm) ist Seheitel eines volhtäfuilgen 
Vierkanls (iklm), weklies aus 4 Geraden nnd Ü Ebenen der Konfiguration 
heMd. In jeder Kmfif/untf ionsebene (//. ) liet/f ein vollständiges Viersed 
(tÄ;) (iKs f (reriiden und 0 I'unktim d<r KunfUiurntion. 

Nennt man je zwei Elemente der ivüuliguiatiou^ deren Symbole 
wie die der Ebene (5 G) iincl des Pimkt.es (1 2 3 4), oder der Geraden 
(1 2 ;>) uud (4 0 6) keine Zitfer gemein haben, „gegenüberliegende" 
Elemente der Konfiguration, dann gilt der Satz: 

Jeder der 15 Konfiguratimspunkte ist Kollineationszen^um fmi je 
einem Paare perspektiver m der Konfiguration enthaltenen Tetraeder; ihm 
liegt die eugeJiörige KoUineaHonst^ene in der Konfiguration gegenüber}) 

Beziehen wir nämlich die beiden Tetraeder, welche die Seitenflächen 

(1 5), (2 5), (3 5), (4 5) 
(16), (2 6), (3 6), (4 6), 

die Kanten 

(125) , (135), (145), (235), (245), (345) 

(126) , (136), (146), (236), (246), (346), 

die Eckpunkte 

(2 3 4 5), (3 4 1 5), (4 1 2 5), (1 2 3 5) 
(2 3 4 6), (3 416), (412 6), (12 3 6) 

1) V. Staudt: Geometrie der Lage, NOmbetg 1847, S. 4S. 
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bentMiiy flof «muider, iBdemi wir Je swei ihrer Ebenen, Kanten und 
Ef^onkte einander saweiaen, deren Symbole duieb Yerfeansohimg der 
Ziffern 5 und 6 in einander fibergeben, dann icbneiden eich die homo- 
logen Ebenen in den 4 Geraden 

(15 6), (2 5Ü), (3 5 6), (4 5 6), 

welche das Vierseit (5 6) bilden; in den 6 Eckpunkten 
(1256), (1356), (1456)» (2356), (2456), (3456) 

dieaea Tienetta aehneiden aieh die entapreehenden Kanten. Die homo- 
logen Eehpnnkte liegen in den 4 Oeraden 

(2 3 4), (3 4 1), (4 12), (1 2 3), 

velehe daa Vierkant (12 3 4) bilden; in den 6 Ebenen 
(12), (18), (14), (2 8), (2 4), (3 4) 

diflMa Tierhanta liegen die entaprechenden Kanten der Tetraeder. Die 
bnden Tetraeder sind also perspektiy; der Ptmkt (1 2 3 4) iat ihr Kolli- 
neationasentrum, seine gegenüberliegende Konfignrationaebene (5 6j die 
EoUineationaebena 

Um die Konfigoration zu konatmieren, kennen wir Ton awei per- 
ipektiTen Tetraedern daa eine und daa KoUineationaaentrum beliebig 
im Baume, dugogon die 4 Eckpunkte dea zweitm Tetraeders nur noeh 
uf den 4 Verbindungslinien dea Kollineationaaentroma mit den Eok- 
pankteu dea erat angenommenen Tetraedera beliebig annehmen. Ate- 
dann iat aber die Konfiguration beatimmt; denn die 4 paar homologen 
Kftkpnnkte der Tetraeder nebit ihren 4 Verbindongalinien, die 4 paar 
bomologen Seitenflächen nebat ihren 4 Schnittlinien, die 6 paar homo- 
logen Kanten nebat ihren 6 Schnittpunkten und 6 Yerbindungeebenen 
bilden mit dem KoQineationaaentrum und der Kollineationaebene zo- 
munen die ganze Konfiguiation. Ana dieser Betrachtung eigiebt aieh 
nnmittelfaar: 

Die Komfigmahn (1$,, ^,) isi wm 19 Parametern, älaa 
9ond qU die aSgememe hubiadie Flädie, athängig. 

Wir werden dieses Beaultat a^ter auch analytisch begrflnden. 

Eme gnte Einsicht in den Aufbau der Konfiguration gewahrt una 
der Saiz: 

Lm vollständig Fiinfjflach der Ebeaen 

(16), (2 6), (3 6), 1^4 1)), (5 6) 

'ind das vollständige Füt^eck der diesen Ebenen gtymiibtrlieyaulen 
tunJite 

(23 4 5), (345 1), (45 1 2), (5123), (1234) 

Arekiv dar JUthem*tik and Phjrtik. HL Reibs. U. 6 
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niailten eusamiucn die gatut Konfiguration am; die 10 Ebenol des 
Fünfecks gelien durdi je eine Kante des Fütif flachs und seine 10 Kanten 
durdi je einen Edqpunkt de^dben.^) 

Bedeutet BSmlidk iklmn eine Pennntution der 5 Ziffern 1, 2, 3, 4, b, 
dann ist {ikl 0) ein beliebiger der 10 übrigen EonfigiiFAtioaq>imkte; 
dieser ist eis Schnitt der £b«ien (i C), {k d), {l 0) ein Eckpunkt 
dea FünlflachB ai^^ und dnreli ihn geht die Kante {ikl) des Fffiofecka 
i^. Femer iat (ih) eine beliebige der 10 noch llbrigen Eonfigantiona> 
ebenen; diese iat als yerbindnngaebene der Punkte (iklm), {ihln), (ikmn) 
in dem FOnfeck enthalten und geht durch die Kante (tib6) des 
FOnfflachs x^. 

Da die Ziffer 0 mit jeder der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 vertauacht 
werden kann, so folgt, dafs jedes der ToUatändigen Fünfflaclic .t, , ;r^, 
x^f n^, itt, iTg mit je einem der Yollständigen FünflBcke Pj, P^, P^, P^, P^, P« 

die gaoae Konfiguration nnf^macht. 

Von Wichtigkeit für alle späteren Untersuchungen ist der Satz: 
Die aUgenieinste Konfiguration 20^ kann dargestellt icerden 

durch 6 lineare Funktionen x^j x^, x^, x^y x^, der Funktkoordinaten 

Xf y, gf welche der Bedingung genügen: 

a?i + + ar, + «4 + a?4 + as^ — 0, 

Die 15 Ebenen x, — bleiben nüuilu-li uuj^eamiert, wemi man zu jeder 
der 6 linearen Funktionen ar^, a-j, x^, x^, x^j x^ eine und dieselbe 
willkfirliche Funktion u addiert^ also Xi durch Xi-\-u = xl exaetai So 
eiUQt man auch mittelst der 6 linearen Funktionen 

x'i — a;< - J (iCj + a:, + + «4 -i- a;^ -f a;,), 

welche der Bedingung 

x '^ + + a:, + a:^ -f- + OTg — 0 

genügen, dieselbe Konfiguration (lö^y 20^. Demgemais werden wir 
▼on nun an yoraussetsen, dafs 

«i + «i + a3 + a!i + «5 + ««^0 

iat Nut fünf der linearen Funktionen können willkOrlich angenommen 
werden; durch sie ist die aeehste eindeutig bestimmi Hieraus folgt 
wiederum, dab die Konfiguration Ton 19 Parametern abhangig iat 
Man kann n&mlich, ohne dab die Gleichungen Xi^Xk andere Ebenen 
darstellen, durch einen der in 

Xk - a^x + hkff + c»if + <4 

1) V. Staudt: Geometrie der Lage, NOniberg 1S47. S. 43. 
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enthaltenen Paramet<?r hjt, p*, dt alle (5 linearen ?\inktioiien .r^ , r^, 
ir^, rj. iTj, dividieren; erteilt man den nun uach in .Vn voTknv.^mn\<]en 

3 und den 4 ■ 4 Parametern in noch 4 andern der Funktionen bestimmte 

Werte^ dann ist die sediste lineare Funktion wegen — 0 eindeutig 
bestimmt. ^ 

Ftteke iwvlttr Ordinng, naoli wolelier die Eonflgnratiioii (15,, 20^^ 

sa sieh selbrt polar ist 

Wir b^eheu die Konfiguration (15,, ^0|j auf das Tetraeder der 

4 Ebenen 

Xi^Ö, x^ = 0, ar, = 0, x^==0 
mittelflt der Gleichung 

oder 

4 4 

— «5 = £atXi — ^4x5, wo .4 2<'a/ . 
1 1 

Infolge der identisehen Relation 

+ ^ + + + ^ = Ö 

Wird 

(il - 2)«ft = i;(a* + 1)«,. 

{A - 2)«;^ = - i;(a< - 1 + -4)0:^. 

Wir behaupten: 

Betäglid^ der nSfk» oder imoffinäifm FlänAe tweUer Ordmmg 



istjc'ilrr Ki/nfUjuratiompunkt dfr Pol drr (jqimiiherliegenden KonfiHuraHons- 
i'betu uit'i j>'f/r Kfmftifurationaytraäe die jfolare der g^emiberliegenden 
JCotißffn rat lo Uöj/t Kuli'n. 

Demi die l'oI;ireheue eines Punktes {x^y x^, x^, x^ bezüglich der 
Flache wird durch die Gleichung 

4 

£at{X{ - x^(xi - X,) - {x^ - x,){x, -XrJ^O 

dargettelli Die Polarebene des Punktes (12 3 5) z. B., f&r welchen 

aTj = ar, «= a?j = ä^, ar, — iJ?^ — ~ ^) 
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ist, bat daher die Gieickimg 

»4 « - «k) («4 - a») - («; -aO(ak-Xi)^0 

oder 

f&llt alio mit der Elbeiie (4 6) znrnnmeiL EbenBo ist jede der Ebenen 
(1 6), (2 6), (3 6) und fiberhaupt jede der Ebenen (ik) die Polare dee 
gegenfiberliegenden Pnnktee der Eonfignnition. Da feiner die Ponkie 
(iklm), (ikln)j (iklp) anf der Geraden (ikl) liegen, ibre re^. Polatea 
(np), {mp)f (mn) aber dnich die Gerade (mni)) geben, so sind die eich 
in der Konfiguration gegenüberliegenden Geraden (ikl) und {mnp) re- 
ziproke Polaren beittglicb der Fl&ehe I^. 

Der Ton Gaporali') zuent bewiesene Sats» dab die Eonfigoiation 
(15^, 20y) in einem Polarsyetem sich aelbet zugeordnet ist» ist insofern 
Ton Wichtigkeit, als wir dadurch sn jedem Gebilde, das wir aus der 
Eonfigoration ableiten, ohne weiteres ein reziprokes Gebilde finden. 

Die Gleichnxi|^ der FUkshe I* labt sich mnfonn«! in 

« 4 

und wegen 

4 

EotXi - + - l)fli 

in 

€^x\ H- ö,a^ + a,a:| + a^x\ - {A - 1)3^ - a:* = 0. 

Die 6 Ebenen Xi — 0 bilden also ein Polsechsflach der Fläche i''*, d. h. 
ein Sechsflach, von dessen 2n Eckpunkten jeder dem i^ogenüber- 
liegeuden Eck])unkte konjugiert ist.') Wie miin das Polsechsliacb 
aiiH der Konüguration konstruieren kann, werden wir später (§ 8) 
sehen. 

Ableitong einer Flach« F* dritter Ordnnng ans der Eonfigoration 

(15., 20.). 

Das Vierkant (12 3 4) besteht, wie wir wissen, ans den GteradcEn 
(234), (341), (4 1 2), (1 2 3) und den Ebenen (1 2), (1 3), (1 4), 
(2 3), (2 4), (3 4). Es hat drei Paar Gegenebenen (1 2), (3 4); (1 3), 



1) Caporali: Sopxa i piani ed i ponti deila snperficie di Kammer, Ac. 

dei Lincei, 1H78. 

2} Übtir Polsechsflache vgl. Re^e: Geometrie der Lage, II. Abt. III. Aufl., 
S. ttl und in CreUes Joonisl 79, 1678. 
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(2 4); (1 4), (2 3). Die Gerade, in der eine ElMne r<m ihrer Gegen- 
ebene geschnitteii wird, nennen wir eine Nebenkante des Vierkants und 

der Konfiguration. Die drei Nebenkanten des Vierkants (1 2 3 4) be- 
zeichnen wir durch die Syinhole (1 2) (3 4), (1 3) (2 4), (1 4)(2 B). 
Überhaupt hat jedes der 15 Vierkante (iklm) drei Nebenkanten. Die 
Konfiguration (15^, 20^) besitat demnaeh 45 Nebenkanten 

(ih)(lm) Xi — xt^xt — Xm^O, 

r)a jede Konfigurationsebene {ik) zu sechs Vierkanten geiiört, uüinlich 
zu den Vierkanten, deren Scheitel die 6 in (lA) liegenden Punkte 
{iklm) sind, und da sie in jedem Vierkant eine rfegenebene hat, so 
liegen in jeder Konfigurationsebene ♦» Neii» nkaiiU ri. Beispielsweise 
liegen in der Ebene (12) die Nebeuknnten (1 2) (3 4), (1 2) (3 5), 
(1 2) (3 6), 2} (4 5), (1 2) (4 6), (1 2) (5 6). Da fismer durch jede 
Kebenkante 3 Konfigurationaebaien gehen, so folgt auch hieraus, dals 
es 45 Nebenkanten giebk Die beiden Nebenkanten (1 3) (2 4) und 
(1 4) (2 3) liegen in einer durch die Gleichung 

^1 "I" — ^8 "(■ x^ 

repräsentierten Ebene. Die drei Nebenkanten eines beliebigen Vierkants 
(lA/m) der Konfiguration können übrigens durch drei El)enen a ver- 
bunden werden. Durch die Konfiguration werden demnach 45 Ebenen 

« ^ X* = S^l ■\- SSm 

beetinuni Die b«den Ebenen die durch die Sehnitigeiade 
(1 2) (3 4) der Ebenen Xi — x^^O und Xg — x^^O gehen, haben die 
Gleichungen 

^1 + ^3 = -''2 + ■'^i (-^1 — ^j) + ^ ^i) = ö> 

Xi -\- x^ = ./ o 4- .' 3 oder (a:, — .r,) — (a*, — a"J =^ Oj 

sie sind also durch die Ebenen (1 2) und (3 4) harmoniBdi getvanni 

Überhaupt ergiebt sich: 

IHe beiden durch eine Nebenkante (ik){lm) gehenden Ebenen a sind 
harmonisch getrennt durch die beiden Konftgurationstbenenf toelche sidk 

in dieser Nehenhante schneiden. 

Die geometrische Begründung folgt aus dem Satze: Irn vollständigen 
Vierkante sind je zwei Gefrenebfnpii barTnf)ni«(h getrennt durch die 
beiden Nebenkanten, in denen sich die übrigen ( f t^frenebenen schneiden. 
So sind 7.. B. in dem Vierkante (1 2 3 4) die Uegeuebenen (i 2) und 
(3 4 i harmonisch getrennt durch die Strahlen (1 3) (2 4) und (14) (2 3), 
welche aber aus ileni Strahle (12)(34l, der Schnittlinie der Ebenen 
(12) und (3 4), durch Äwei Ebenen a projiziert werden. 
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Diß 4$ JEbmm « a dh w ewfeii «tdb ju dtd in 15 Chradm «Oft 
dmm euiB beUAige dmtk die Ihfp d gle i Aumff 

Xi + a:* = a;, + X« = X» + 

liargesiMl mrä. 

Dals mit der K(»nHy^iratioü Ir» GeraHpii n verbunden sind, ergiobt 
sich wie folgt: Niirntf man die erste Konibinatinn i): willkürlich an, 
was auf 15 Alten mögiich ist, dann kann man noch die 3 Doppei- 
gleichungeu 

+ — af| + «, + «p, + = + = . 

+ — asi -f Äj» « + JF« 

aufstellen; bei dieser Bildungsweise erhält man aber jede Doppel- 

gLeichmig dmmal, also gielyt es — 15 solcher Gleichimgeii, und 

jede stellt eine Gerade g dar. Da jede Oeiade g die SclmitUmie von 
drei EbeiMii « ist und in jeder Ebene a zwei der 45 Nebnikanten 
{ik)(lm) liegen, so wird die Gerade g von 6 Nebenfamten geechnitten. 
Beispielsweise reprSsentiert die Doppelg^eidinng 

= Xg ~{- =^ 

eine Gende g, welche die Nebenkanten (13)(24), (14) (2 3), (15)(26), 
(10) (2 5), (3d)(4 6), (3 6) (4 5) sdineidei Wegen der identisclien 
Relation 

«i + if* + flfi + «iii + afn + a» = 0 

folgt ans 

+ 0. 

The 15 Geraden y werden tUmmidt aiidt darytsteUt durch 
ik-lm'Hp Xi •\- Zk — Xt-{- Xm'^' x^-^- Xf^Q^ 

d, h. ditreh hdiebige ßwei dienet Oleichunycn. 
Eh treten hier 15 neue Ebenen 

ik Xi + Xk = 0 

anf, welche so drei durch die Geraden g gehen. Wir wollen nnter- 
Bucben, in weldier Besiehiing die Ebenen ik zu dn Konfigontion 
stehen* Durch die Gerade 12* 34 '56 gehen die 3 durch dio 
Gleichungen 

Xi -\- x^ x^ = Of Xi -\- Xj x^ = Op 

(^1 + a^i — — — (xj + ic^ — «4 — a; J = 0 
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•^nr'jTt steUten Ebenen c. Die vierte harmonische Ebene zn diesen 
drei Ebenen a, welche der dritten zugeordnet ist^ hat die 01eidiung 

Da wegen der identischen Gleichung zwischen den t> linearen Funktionen 
0?!, X^f Xff X^f x^f 

— fl^ — 5?^ X^ JJ^ = jlfj -|- iC| 

ist, 80 folgt 

d. h. die Ebene u ^ 0 ist identisch mit der Ebene 1 2. Wir können 
mithin den Satz aussprecben : 

Von den 3 Eltenm die sich m eüier der 15 (leradeti g schneidenf 
ist jede durch die beiden übrige» tsan einer der 15 Ebenen ik harmomsek 
getrennt. 

Man kann also die Ebenen iJ: ans den Ebenen k ableiten; aber 
auch um^kehrt diese aus jenen. Näuilicli in der Geraden 12 -34 '56 
schneiden sich die Ebenen 12, 34, 50, deren Gleichungen 

Xg-^-Xf — O, 0^ + 0:4 — 0, % + jE«<»0 

sind. Wegen der identischen iielation £xi = 0 repräsentiert aber auch 
die Gleichung 

die Ebene 5 6, Von dieser Ebene ist dnich 12 und 34 harmonisch 
getrennt die Ebene a 

(Xi + Xt)-(Xt-^ x^ « 0. 
Ans dieser Betrachtung toljirt: 

Von di u drei Ebciu n u dche durch eini: beliebige der 15 Geraden 
g gehen, ist jede durcJi die beiden übrigen von einer der 45 Ebenen a 
harnionijidi getrennt. 

In der Ebene 56 liegen die Geraden 1 2 • 34 • 66, 1 3 • 24 • 56, 
1 4 • 23 • 5 6 und bilden in ihr ein Dreiseit 56. 

Die 15 Geraden g liegen demnad^ m dreien in den 15 Ebenen ih 
tmd hUden in ümen 15 Dreiseite ik oder A. 

Die Ebene 56 schneidet in den drei Seiten g ihres Dreiseits A 
die drei paar Ebenen 12, 34; 13, 24; 14, 23. Eonstmiert man zu 
jedem dieser drei Ebenenpaare diejouge Ebene^ wdehe Ton der Ebene 
56 dnroh die beiden Ebenen des betreffonden Paares harmonisdi ge- 
trennt ist» dann erhilt man die dnroh die Qleichungen 

afj + j-, j-^ + jr^, + j;, = -f a^, + x^^x^-i- 
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rej)rHHPntiert«n Ebenen a des Vierkants (1 "2 i\ 4). Diese bestimmen 
den Konfigurationspunkt (1 2 3 4), dess^'n Symbol mit dem der Ebene 
5 6 keine Ziffer gemein bat Pflbrt mau die analoge Konstruktion für 
jedes der 15 DreiHeite ik au», daiiii erhält mau säintliclie 15 Koiiiigu- 
rationspunkte (Imnp). 

Man kam auf diese Weise äie Konfiguration {lö^, 20,) dinki aus 
den 15 Menen ih odnfefi. 

Die Gonde li^ mit den drei paar Geraden 12<35'46, 

12 36 -45; 15-34.26, 16.84-25; 13 -24 56, 14.23-66 in 
je einer der jSbenen 12, 34, 56 nnd bildet mit ihnen die Dreieeite 1 2, 
34^56. Überhaupt ergiebt sich: 

Jede (xerade g edmadet 6 amdere Oeraden g und hÜM mU iknnm 
3 DreiseUe A, «&»rend sie mu den 6 übrigen im äßgemeinen windsduef 

ist Die = 45 SdmitpunMe der U Geraden g smi dU Eekpunki» 

der J5 Dreisrite A. 

Für die Gerade ik ■ Im ■ np ist 

Xt — — Xkf Xi— Xtuf X% = Xp* 

Sie erfüllt aleo die Gleiehnng 

4 + «I + a* + ai + «» + aJ.-0 

oder 

a{H-a| + 4 + ^ + -^6 + ^ = 0. 
Die 15 Geraden g Hegen demnaeh auf der allgemeinen Jtubigt^en Itäduf 

Diese hat 15 Ebenen ih g» dreifadi berUhrenden Ebenen, Die 
12 idfrigen Geraden der Fläche F*, wddie von den 15 Geraden g ver- 
sdwden sind, bilden eine redie oder imaginäre Dogpdsedis auf F* und 
werden duteh eine guadratisdie Gleidumg bestunnU. 

Dafs die Flache F* eine allgememe kubische ist, folgt aus dem 
Ton Oremona^) bewiesMien Satse: Man kann die Gleidiung der all- 
gemmnen Bl&ohe dritter Ordnung auf die Form der Summe der dritten 
Potensen yon 6 linearen Funktionen mit verschwindender Summe 
transformieren. Die ziemlich weitläufige AaÜBtellung der quadratischen 
Gleichung, TOm der die 12 flbiigsn Geraden der Fläche abhängen^ 
unterdrücken wir der Kürze wegen; wir wollen hier nur den Gang der 
Untersuchung andeuten. Bedeutet ikl eine Permutation der Ziffern 
1, 2, 3, dann sind dir* drei Geraden 45 - ik ■ Gl, b6 • kl - 4i, 64 • Ii • 5/.-, 
welche von der Geraden CjI ■ 4i ■ ^k geschnitten werden, Tin einander 
windschief. Die durch diese drei Geraden gelegte liegelfiäche zweiter 

1) VgL Cremona: Math. Aanalen 18^ SOS. 
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Ordnung rnuDs auch die Grerade 61 • 4» ■ bh enthalten. Die Regelfladie 
und die Fläche müssen alio noch oine Kurve zweiter Ordnung 
gemein hahen, welche aher in zwei Geraden zerfallt. Da das ohige 
Schema 6 Tripel windschiefer Geraden darstellt (wir konnon nämlich 
für ?/• Bötzen 12, 21; 13, 31; 2 3, 32), so gelangen wir auf diese 
Weise zu den noch fehlenden Geraden der kubischen Fläche F^. 

\n\ Folgenden stellen wir eine Betnichtiinir iiV)f>r (Üh äteinerschen 
Trieder an, welche von den lö Ebenen gebildet werden. 

In dem Schema 

12.34-56 I 13-24. 56 1 2314. 56 



1 2 -35 • 4() 



12-36'45 



1325. 46 23. 1546 



13'26-45 I 2316. 45 

stellen die Horizontalreihen drei Dreiseit^? ik dar, welche von den 
Ebenen 5 6, 4 6, 45 ans dem Dreitlacli der Ebenen 12, 13, 2 3 aus- 
geschnitten worden^ die Vertikalreiiit ii reprüsontieren drei Dreiseite iky 
welche von den Ebenen 12, 13, 2 3 aus dem Dreiflach der Ebenen 
56, 4 6, 45 ausgeschnitten werden. Jedes dieser beiden Dreiflache 
wird also Ton den Ebenen des andern in drei Dreiseiten A der Flicbe 
F* gescbnitten. Die drei Ebenen 23^ 3 1, 12 bilden ein Steinersches 
Trieder nnd schneiden sich in dessen Scheitelpnnkt 

j:, + ar, = a-j + = a;, -f = 0 

oder _ 

oc-y oc^ ™* tjc^ y) • 

Die Ebenen 5 6, 6 4, 45 bilden das konjugierte Trimler; sie schneiden 
die Fläche JP' und zagteich das. erstere Trieder in je einem Dreiseite A. 
Von den 15 Ebenen iJ: werden 10 paar konjugierter Trieder ge))jldet 
Bezeichnen wir das Dreiflach der Ebenen ik, kl, Ii durch ikl, dann 
sind zwei Dreiflache, wie 123 tmd 456, deren Symbole keine Ziffer 
gemein haben, allemal konjugierte Steinersche Trieder. Die 60 Kanten 
der 20 Steinerschen Trieder nennt man Pascalgeraden p^), 
ihre S-hoitel Steiuerpunkte 8. Eine beliebige der 60 Pascal- 
geraden p wird durch 

1) Wenn die 12 Geraden der Doppelsecha der Fläche sich auf 6 durch 
einen Punkt gehende Geraden reduzieren, dann ist dii-sor Punkt eiu Dojipeljnmkt 
der Fläche F'. Die lö Geraden g liegen nach wie vor zu dreien in 15 dreifach 
berfihrenden Ebenen A , und dnrch jede Oerade g goben drei Ebenen A . An 
dae Syatem dieaer 15 Oevadem g und 16 Ebenen Ä bat Cremona in «einer Ab- 
handlnng: Teoremi ttereciBetrici dai quali si deducono \e proprietc' I I i nagramma 
di Pascal (Mem, d R. Arrad. dci Lineei 1876 -77) rii*- 'riicnrie <kr Pascal sehen 
Sechsecke geknüpft und dcrtBelbeu die Bezeichnung Pascalgcradc und ebenso 
die später folgenden Namen entlehnt. 
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ik • il oder i (kl) — Xi = Xk =^ Xi 

und ein beliebiger Sbeinerpunkt 8 durch 

(») {k) (/) + ^* » jp* + ^1 » + jB^i — 0 

oder 

«C* — Ä| «=S 0 

dargestellt. Di«* Tripdpr 1 ä P», ? n ß, 3 5 6, 4 56 haben »lie «Ireifacli 
berührende Ebene 5 n gemem. Vou dea 12 Kanten dieser 4 Trieder 
liegen in der Ebene 5 G die 8 folgenden: 

56. 15, 56-25, 56-35, 56-45, 

56.16, 56*26, 56-36, 56-46; 

die 4 übrigen Kanten sind 

15.16, 25-26, 35-36, 45-46, 

und diese befinden sich in der Konfigurationeebene (5 6), IKe Sebeitel 
(1)(5)(6), (2)(5)(6), (3)(5)(6), (4)(ö)(G) der 4 Trieder liegen also 
sowohl in der Ebene 56 als auch in der Konfigorationsebene (56) nnd 
mithin auf einer Geraden 

oder 

Demnach crgiebt sich: 

Jrflc Ebene ik gehört f der 'jO Sfeinrrsrhni Trieder an »nd ent- 
hält 8 von deren 12 Kanten; die 4 iilo-if/en Kattien liegen in der Kon- 
ßgtirationsehem (ik), deren SymiM)l mit äetiselben Ziffern wie das der 
Ebene ik geschrieben wird. 

Dieser SRtz i^nthnlt o\m andere Konstruktion der Konfiguration 
(15,, 20,) ans den 15 Ebenen //.-. 

Die fU) I'd setil(fcrade)i }> licijen zn acht in dm JO dreifach 
betührenden Ebeneti ik nnd zu vier in den Ja Kovff^nrnfinmehmin 

Die 20 Steiner jßunkle S liegen zu vier auf 15 iSteincrgeraden s 

(»)(*) + — «4-0 

oder 

Die Steiner gerade (1)(2) in der Ebene (1 2) der Konfiguration 
schneidet die Konfiguxationsgeraden (1 2 3), (1 2 4), (1 2 5^ (1 2 6) in 
den Steinerpunkten (!)(») (3), (1)(2)(4), (1)(2)(Ö), (1)(2)(6), also: 

In jeder KmfiguinUumebene liegi eme Steinergerade; sie adm^d^ 
die 4 Kmfiguroiimugeraden dieser Mene in 4 Steinerpunhten. 
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Die Steinergersden (l)(6), (2) (6), (3) (6), (4) (6), (6) (6) 
oiSIleii ailmilich die Bedingang — 0 und liegen somit in einer 
Ebene (6); ibze 10 Sehnilifcpmikte sind die Steinerpnnkte (l)(2)(e), 
WWW, (1)(4)(6), (1)(5)(6), (2)(3)(6), (2)(4)(6), (2)(5)(6), 
(8)(4)(6),(3)(5)(6),(4)(5)(6). Hierami folgt: 

Vurdt die KonfiguraHon (15«, (oder dun^ die Ftädie 
werden 6 Ebenen 

(•) xt - 0, 

die Crfmona- J'J)enm y*), bestimmt. Nämlich jak Cremona-Ebcne y 
enthält rin v i dl stündiges Fünf seit aus 5 Steiner ycradcn und 10 Steiner- 
punkten. Durch die Konfiguration (15^, 20^) (oder durch die Fläcfie 

wird ein Sechsflach bestimmt, welches die 6 Cremona-Ebenen y 
ZM Flädteti, die 15 Steinergeraden s zu Kanten und die 20 Steiner- 
punkte S SU Eckpunkten hat Die Gegenectqmnkte dieses Sechsflaches 
sind konjttgietie Steinerpunkte, also reziproke Poie (eeu^teft der Flache 
P. Das Sechsflach ist ein Polsechsflaeh der hiübied^ l^lBCÄe.*) 

Durch die Kante (0(^') Poleeehsflachs gehen die Ebenen 
(i), {k\ {ik\ iky welche die Gleichungen haben 

= 0, X* = 0, Xi — Xii = <i} Xi-\- Xk = 0. 

Hieraus folgt: 

Durch jede der 15 Kaufen (i) (k) des Polsechsfladies geht eme 
Kimfigurations^)en€ (ik) wid eifie der 15 Ebenen ik; diese trennen die 
heiden durch die Kanie g^iendm Ebene» (») und (k) des Sechsftaches 

Wenn man mittelst der 15 Dreiseitebenen tT; die Steinerpnnktei . 
Steinergeraden und Cremonaebenen konstruiert hat, erhalt man 
hierana sofort die 15 Konfigurationaebenen (ik). 

km unseren Untersuchungen ei^iebt sich für die allg«neine 
kabische Flache mit 27 reellen Geraden: 

Sdieidet man die 12 Geraden einer DoppelsecJis aus, dann kann 
nuin aus den 15 übrigen Geraden g das eben beschriebene System aus 
k't dreifach berührenden Ebenen A, 60 Pascalgeraden p, 20 Steiner- 
punkten Sj 15 Steinergeraden s und 6 Cremonaebenen y und eine 
Konfiguration {15^y 20^) ableiten. Diese Ableitung van 36 PobcchsfJacften 
der l'Hhisrhen Fläche aus ihren 27 Geraden rührt von Cremona^) her. 
Man erhält aber zugleich aus den 27 Geraden 36 KonfigwrationeH {15^, 20^. 

1) Dieie Beietclmiiiig rfihrt von Beye her; vgl. seine Geometrie der Lage, 
ID. Akt 8l 187. 

2) Heye: Geometrie der Lage ITT. Abi S. 116. 
S) Cremen a, a. a. 0. 
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§4. 

Bestimmung einer Fläche 0* dritter Klasse aas der Konfiguration 

(lö., 20,). 

Da die Konfiguration (15«, 20g) sich selbst polar isty so mnis sieb 
ans ihr aaoh eine Flache ^ dritte Ehme ergeben. Um dieselbe 
kennen zn lernen, brauchen wir nur zu den SStaen des letaten Parar 
grapben die reziproken aafirastellen. 

Die drpi paar Gegenpunkte eines Vierseit« (»Ar) der Konfignration 
werden durch drei Diiif^oimlen verbanden, welche sich in drei Punkten 
A Bchneideu. Mit der Konfigiiration sind demnach 45 Punkte A ver- 
bunden. Die Punkte y/ liegen zu dreien auf 15 Geraden g\ Die auf 
diese Weise durcli die Konfis^uration bestimmten Geraden g' gehen zu 
dreien durch 15 Punkte ]) und bilden also 15 Droikante 7). Auf 
jeder der 15 Geraden ff' liegen drei Punkte 7). Jede (terade tj' kommt 
also in drei Dreikanten J) vor und wird von Ii andern <Tprad"n 7 ge- 
8chnitt*'n, während sie zn den ^ nbriijen im allgenitiueu «nuischief 
ist. Em heli<'i)iges der 15 Dreikaüte J) hat mit seclis andern je eine, 
mit den 8 übrigen aber keine Kante gemein. Die 45 El»euen der 
15 Dreikant« D gehen zu sechs durch die 15 Geraden g\ Die 
15 Geraden g' liegen auf einer allgemeinen Fläche (P^ ilritter Klasse, 
welche durch die Konfiguratiuu eindeutig bestimmt ist. Jeder der 
15 Punkte D ist ein dreifacher Punkt der Fluche 0'; die Ebenen des 
Dretkaats D berOhren in sdnem Sdieitelpankt D die FlSehe Man 
kann ans der Fläohe ^ die Konfiguration wieder ableiten. Konstraiert 
man nimlieh anf jeder Kante g* eines Dreikants D doi Pnnki^ der den 
Sckeitdpnnkt D von den beiden andern auf g' liegenden drei&chen 
Ponkten D der Fl&die harmoniseh trennt, dann erbfilt man die 
3 Funkte ^ eoner Konfigontionsebene, und die drei Punkte A beetimmen 
die Konfignrationsebena 

§ 5. 

Beziehung der Konfiguration zn einem Syatem von 10 Kegel« 

sohnltten, lö Flächen zweiter Ordnung und einer Fläche vierter Ordnung 

mit 15 Doppelpunkten. 

Drei Konfigurationsebenen (ik), (Im), welche zu zweien 

keine Konfigorationsgerade gemein haben, bestimmen einen Punkt 
Q oder 
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In der Konfigiirationspbrap (1 2) liegen die drei Punkte (1 2) (3 4) (T) 0% 
(1 2) (35) (4 6), (1 2) (3 6) (4 5), und ebezuo viele Punkte Q befinden 
sich in jeder andern Konfigurationsebene. Die Ebene (1 2) der Kon- 
figuration schneidet die Nebenkanten (3 4) (5 ß), (3 5) (4 6), (3 6) (4 5) 
des gegenüberliegenden Konfigurationspunktes (3 4 5 6) in den I^unkteii 
(1 2) (3 4) (5 6), (1 2) (3 5) (4 6), (1 2) (3 6) (4 5). Allgemein er- 
giebt sich: 

Von (1cm Vierkante eines Konfhiurat/iw.sinmktcs (/rJien dir drei 
Nfhmkmüni durch die drei PwiiMi der gegemdmiiegende^i Konlu/ura- 
HotKsil/ene. 

Die 6 Punkte (1 4) (2 5) ^ Üj, (1 4) (2 ß) (3 b), (1 5) f2 4) (3 0), 
(1 5) (2 G) (3 4), (1 G) {2 5) (3 4), (1 6) (2 4) (3 5) genügen sämUicii 
der Gleichung , , , , 

r. 

Wegen der identischen Kelation = 0 folgt hieraas 

+ ai, + — 0 

« 

und die genannten 0 Punkte Q liegen in einer Ebene 
[123] = [456] a!i + a^ + ai = a;4 + ai + a;^ = 0, 

Dunk die EanfiguraHon werden Uberkmij^ 10 Ebenen 

[fJW] = [mnp\ «^ + äP* + «i = 2!W + a!» + äP„«0 

bestimmt, die je 0 Tunkte Q enthalten. 

Durch den Punkt (1 2) (3 4) (5 6) gehen die 4 Ebenen 

[135]^ [246], [13Gj£:E[24.5], [235] = [l46], [236] = [14öJ. 

Die 10 Elmien [ikl] gehen demnach eu vier dureh die 15 Funkte 
Die 10 Ebenen \ikl\ schneiden sicli in 45 Geroden r, Ton denen 
eine beliebige durch 

[i*q[»*m] «< + «* + «i«=a% + «* + «W**0 

d«rgeBlieIlt wird. Dnroli Sobtraktion der beiden Glncbongea folgt 

«I — aü»« 0, 

d. h. die Koufir^nrationsebene (/m) geht durch die Gerade [iA-f] [ // ]. 
Mithm werden die Gegenkanten [3 5 1] [3 f) 2|, [3 6 1] [3 6 2]; [10 3] 
[1 5 4], [1 0 3J [1 0 4]; 1 1 3 5] [1 3 6], [1 4 5J [1 4 6] des Vierseits der 
4 durch den Punkt (1 2) (3 4) (5 6) gehenden Ebenen [ikX\ paans eise 
durch die lesp. Ebenen (1 2), (3 4), (5 6) Yerbuudeu. Wir können 
also den Sais mMpreeben: 

Jeder der 15 Fmkie Q ist SekeUdpumM eines voUständigen VierseUs 
ans 4 Ebenen lihl] und € Geraden r. Die DtoffonaMtenen des VierseUs 
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situi dk drei durch dieften Funkt Q gehendm Konßffnrnttottfifherun. Die 
Konfiguralion {10^, 20^) kann somit aus den 10 Elmim likl\ abgeleitet 
werden. 

In der Ebene (1 2) der Konfiguration ist das Dreieck der Punkte 
(1 'J) (3 4) (5 6), (1 2) (3 5) (4 (>), ^1 2) (3 Ö) (4 5) eutliuit^ü. Die^n 
Punkten Q liegen in d«n Dreieck die mp. Geraden [3 4 1] [3 4 2], 
[3 5 1] [3 5 2], [3 6 1] [3 6 2] gegenüber; denn s. B. die Punkte (1 2) 
(3 5) (4 G) und (1 2) (3 G) (4 5) liegen sowohl in der Ebene [3 4 1] als 
auch in der Ebene [3 4 2] und ako in der ScfaniU^enden [34 IJ [342J 
dieser beiden Ebenen. 

Die 45 SdutOmmm r der 10 Ebenen [uJi bilden demnadt m den 
15 KonfiffuraHtmaebenen IS Dreueife, deren Edtpmikie die 15 Punkte Q 
sind. Dieser Sate gidrt eine sweUe KimsMction der Konfiguraüm 
(25«, ^0^) aus de» 10 Ebenen [ikT\ an» 

Eäne ewei der 15 Dreiseite haiben eine Seite gemein; äber jeder 
Eckpunkt Q gdwrt drei von ihnen an. 

Eine der 105 Verbindunffsgeraden der 15 Punkte Q ist nur dann 
eine Gerade r, wen» sie swei in derselben Konfiguraikm^benie Hegende 
Punkte Q verbindeL 

Mit Hilfe des Saiaee S. 18 folgb: 

ihrem Dreiseit wird eine Konfiguraüonsdiene van dem Dreikant 
gesdmUtent wek^ am den Nebenikanien und den Ebenen a des gegen- 
«berUegenden Emfigu/raHimspunktes bestt^. 
Durch Addition der Gleichungen 

^1 + a:g + == 0, a:, -f ar, + ac^ = 0 

t> 

der Ueraden [1 2 3] [1 2 4J erhält man wegen — 0 die Gleichung 

t 

fljj -|- iTj = ar^ 4" 

und durch Subtraktion 

— «4 = 0 . 

Die £benen [12 3] and [12 4] werden also harmonisch gefarennt durch 
die Konfiguralionflebene (3 4) und die Ebene u, deren Gleicbnng 
^1 ~i~ ^ ™ % H~ isti 

In jeder der 45 C^eraden r st^meiden siok aiso eine KonfigurationS' 
ebene und eine Ebene a, und diese trennen die beiden durdi r gdienden 
IXienen \ikl] harmaniseh. 

Die Punkte Q ftthren zn interessanten Gebilden. Man ersieht sofort: 
Die 6 Punkte (14) (25) (36), (14) (26) (35), (15) (24) (86), (15) (26) (34), 
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(1(;)(25)(34X (l6H--l)('3-'^ i in «l'^i- Kln-no liegen auf einer Kurve 

zweiter Ordnung^ welche durch die Üieichungen 

^5 — (;s + + = ^ + + 

in— lu +a;, + a^=a;4 + iF, + a;^-0 

dargestellt wird. Überhaujit ergiobt sieh: 

Thin h die Kot^tguroHm (15,, 2U,) werd&t in den 10 Ebenen [iklj 
10 Kegdsdmitte 

^ ^ a^ + ai + af = a:*4-a;2 + a^, 

ic* + »* + «j=a?« 4- a?» 4- ^ V 

ieslimm^ auf denen je € Punkte Q lieffen. Durd^ jeden PUnH Q gdien 
4 der KegeMmtte, Je ewei der EegdgiMtte edm^den »idi in 2 Pwdekn 
und ewar ist die Sdmittsdme eitut Gerade. r. 

Bedeutet iJtlm eine Pemmtatioii der Ziflisixi 3, 4, 5, 6, dann ist 
(Ii) (2Jk) Qm) ein beliebiger deijenigen 12 Punkte Q, die niebt in der 
EonfigomtionBebene (12) enthalten aind. Dieee 12 Punkte sind die 
Punkte Q auf den Eegelechnitten Of„, C^, O^, Wir behaupten: 
Dieae 4 Eegekichnitte nnd mit ihnen also auch die 12 Punkte Q liegen 
auf der Flache zweiter Ordnung 

Hau kann namlieh diese Gleichung auch aehreiben 

xf + a;| 4- - j 2{xi + a:, + x^){Xi + - x^) = x] -\- xl -\- xj , 

nnd diese wird durch die OlRichungen des Kegelschnittes C^^^ befriedigt. 
Da die Gleichung der Fläelic für x^, X^j x^, x^ symmetrisch ist, so 
liegen ebenso die Kegelschnitte Cjj^, CJ,^, »uf F\^, Wir können 
also den Satz aussprechen: 

Durch die Konfiguration (15«, 20^ werden 15 lUcken eweUer 
Ordnung 

6 

Fft 4(4+«*«» + a|)--S4 

bestimmt, attf' denen je X9 Punkte Q und je 4 Eegdsduutte Qki Uegen. 

Durdi jeden PUnkt Q gdien 12 FWdm J?*; 
a. B. doieh den Punkt (12) (34) (56) gehen alle füiehen Ff» aoTser 

^i, ^Hf 

Durdi jeden Eegdsdmitt Qu gdten 6 IVidien Ff»; 
a. B. in dem E^elscbnitt Cl„ ^ schneiden sich die Flachen 
F* F* P* ' F* F* F* 

^19» ■'^Ut -*^45» 
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Zwei bdi^ige KegdsdmiUe Cfn werden durdi zwei FläcJie» FU ver- 
btmden; 

z. B. die Kegelschnitte V^^^ ~ C*jg imd C|j^ = liegen sowohl 
auf der Fläche F*., als auch auf der Fläche /' ?^. 

Eine FlikJu: i<chneidet die 6 nidit auf ihr Ikgmden Kegd- 
scJinitte in je 4 Punkku Q. 

Es ist nämlich ~ Cjj,^ ein Kegelschnitt, der nicht auf der 
Flnche F\<^ liegt. Zu den 6 PÜnkien Q auf diesem Eegeleclmitte ge- 
h9rai anch die 4 folgenden: (13) (25) (4G), (13) (26) (45), (14) (25) (30), 
(14) (26) (35), welche Punkte aber auf der Fläche F^^ liegen. 

Ein Pvmiikt Q wird mU dm $ nidU durdi tkn gdmdm Kßgd- 
MhmMeM durth je vier Flädim Fft veHmiuktL 

Namlieh der Kegelschnitt ^ CJ^ geht nicht durch den Punkt 
(12) (S4) (66). Zu den 6 Flachen FJk, die durch diesen Kegelschnitt 
gehen, gehören auch Ff^^ F^, Fl^, F^, welche Fliehen aber dureh 
den Punkt (12) (34) (56) gehen. 

Es Mtgt sich ein gewisser Doalismus swisehen den 15 Fonkten Q 
nnd den 15 Fliichen Fft; nSmUeb: 

Durch jeden Punkt Q gehen 12 Auf jeder Fläche Fft liegen 12 

Flächen Ff», Punkte Q, 

Auf jedem Kegelschnitt du Durch jeden Keg^schnitt dit 

liegen 6 Ptmkte Q, geben 6 Flächen Ffk. 

Dureh jeden Punkt Q gehen 4 Auf jeder FÜMshe Ffk liegen 4 

der 10 Kegelschnitte Cftt' der 10 Kegelschnitte dkt* 

Zwei beliebige Kegelschnitte Zwei beliebige Kegelschnitte 

sdmeiden sich in 2 Punkten Q, werden durch 2 FlächoL Ffk ver- 
bunden. 

Ein Punkt Q wird mit den 6 Eine Fluche FJt schneidet die 
nicht durch ihn gehenden Kegel- 6 nicht auf ihr liegenden Kegel- 
schnitten (Jfki durch je vier Flächen schnitte in je vier Punkten Q. 
F}t verbunden. 



Aus dem letaten Satae rechts läfst sieh die für später wichtige 
Folgerung ableiten: 

ZMit man an die 4 dmdk einen Fmki Q gdienden KegeledinHie 
Qu in dietm Funikte die Tanffenien, dann liegen w» deitstiben fteme 
drei in einer Ebene, 

Lägen nämlich die Tangenten der durch den Punkt (12) (34) (56) 
gehenden Kegelschnitte Cf^, Cf^, in einer Ebene, dann wftiden 
sich die FISche Fl^ und die Kurve = C;^ im Punkte (12) (34) (56) 
berühren, was unmöglich ist^ da sie sich in 4 Punktm schneiden. 
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Zum Abschlufg miserer Untenrachimg flb«r die 16 Punkte Q wollen 
wir noch folgenden Sats beweieen: 

Dunk äk KoHfigunHon (15«, 20,) wird am I%ad»€ vierier Ord- 

bestimmt, welche die 15 Punkte Q zu Knotenpunkten und die 10 Ebenen 
[iJcl] £u singulären Berührungsebenen hat, und zwar berührt die Fläche 
jede der 10 Ebenen [ikl] Umgs des darin Hegenden Kiegd- 
«keittee C?*«. 

Zum Beweise beetimmen wir die Sehnittknrre der Flaehe F*^ 
I. B. mit der Ebene [123J. Für die Ebene [123] igt 

mithin aneb 

(icj + + arf)« = (a:f + a| + [x, + X^Yf - 4 {x\ + + xff 

- 2(2:* + ar* + \p(* + Ax[x^ + Ga^a^ + Ax,a\ + a^j) 

- 2 («* + + + a^]*) « 2 (a4 + + a^) . 

Da für die Ebene [1 23J auch ^ , + % + jT;. = 0 ist, so ist ebenso 

(aj + + aS)« = 2 (0^1 + a^J + 

und 

4^a^ = 2 (a? + a{ + + 2(a{ + + aj)«. 
t 

Die Gleichnng der Flfiche F^, welche man anoh eebreiben kann 

W + ^, + 4)' + 2(*i + *i + ^»)W + 4 + -*^i> + ^4 + ^ + ^t>'==4^, 

1 

g^bt demnach unter der Bedingung, dafo 

-f 4- ac, = -H % + = 0 

isty über in 

0»(«f + aJ + aö»-2(a? + ajH-a©(aj + aä + aJ) + (aj + ^i| + a:J)« 
oder: 

[W + 4 + a©-(ai + aj + aä)T«0. 

Diese Gleichung lehrt, dafs die Fläche mit der Ebene 

(123] den Kegelschnitt (^^^^ doppelt gemein hat Die Gleichung 
der Flache ist eine symmetrische Funktion von x^y a:,, x^, x^, x^, a'^; 
also hat die Fläche mit jeder der 10 Ebenen \iM\ den darin 
ii^nden Kegelschnitt doppelt gemein. Da die 15 Punkte ^ auf den 

AlchiT der MMhemAtik imd Ft^ytUc. UL Reibe. U. 7 
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10 Kegelsclinitten (%i liegen, so gebt die Fläche F* auch durch diese 
Punkte. Durch einen Punkt Q gehen Tier Kmren Qu; die Taugeuteu 
diewr Kniren im Funkte Q sind auch Tangenten der Fliehe in 
diesem Funkte; da diese 4 Tangenten aber nicht in einer Ebene liegen, 
so folgt) dab der Punkt Q Doppelpunkt der FlSehe F* ist Ans den 
S&tsen S. 18 n. 19 ergiebt sich für die Fliehe F^t 

Die KimfiguraHon (16,, 20,) kann utis dar FUU^ F* abgOettä 
werden. NamUdi jeder der 15 Knoienjpunlde id der SdteUd emes Fter- 
Müe au8 4 der amgidären BerUhnuigeebeuen; die DhgondUbenen dieser 
15 Vierseite sind die IS KmfiffttraUansebenen. J»ch hUden die 4S 
SduMtäinien der 10 situfuläre» Beritkrw^^benen 15 Dreiseiie, deren Bdt' 
punkte die 15 Knotenpunkie sind; die Ebenen dieser 15 DrmeUe sind die 
IS K&ii^igu/raiiioimbenm. 

Anmerkung: Die Flache ist die bekannte Bretmflaohe einer 
Strahknkongmenz zweiter Ordnung dritte Klasse.') Yen dieser Brenn- 
flache aber ist die Knmmersche Fläche vierter Ordnung vierter Klasse 
mit 16 Doppelpunkten und 10 singulären Berührungsebenw ein be- 
sonderar Fall Ffir die Xummersohe Flache folgt daraus: 

Scheidet man aus den Iß Knotenpunkten und den 16 singtUaren 

Bmihruiigschfm'H der Knnnncrsdien Fläche einen Knoienpwnkt wibst 
den 6 durch ihn gellenden singulären Berührungschnurt aus, dann ist 
jeder der 15 übrigen Knotenpunkte der Scheitel eines Vierseits aus 4 der 
10 übrigen singtdären BerüJtrvngeebenen. Die Diagonalebenen dieser 15 
Vierseits sind die 15 Ebenen einer Konfiguration 20j). Auch 

bildeti die 45 Schnittlinien der 10 singulären Berührungsebenen 15 Drei- 
kante, deren Eckpunkte dir 15 Knotenpunkte sind. Die Efmim dieser 
Dreisiite sind die ]Ft Konßxpirationsebenen. Auf diese Weise können 
aus der Kummer sehen FUidte 16 KmßguraHone» (15,, 2Ü,) abgdmiet 
werden. ') 

Der reziproke Satz lautet: 

Scheidet man am den 16 Knotenpunkten und den 16 singulären 

BeriÜirungscbetien der Kunimerschen Flüclie eine singtdäre Berührungs- 
thene nebst den 6 darin liegenden Knotenjnmkten aus, dann liegt in jeder 
der 15 ührigrn ^ingidärm Ihriihrnngi^ehenen ein Viereck aus f der JO 
übrigen Knotenpunkte. JJie Neinmeckpunkte dieser 15 Viereeke sind die 
15 Punkfe einn- Konfigtinifinn Hö^., ^O^V Aneh bilden flic i:") Ver- 
bindungslinien der 10 Knoimpuiikte lö DreikantCt deren Eigenen die 15 

1) Vgl. KtHDiner: Über die algebraiaeben Strafalensyiteme ia den Abb. der 
BerL Ak. math. KlasBC, 1866, S. 7l. Heye: Grelles Jouraal 86, 97. 
8) Vgl. Gaporali: Hemorie di Qeometria, NaiwU 8. 8$. 
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SWffulären BeruhrmgsAmm sind. Die Scheitel dieser Dreikante smd 
äk 15 Konfigurationspmkts. Da wir <nif tl'usc Wiise eu 16 Konfigura- 
Honen (15g, 20,) gelangen, so werden durch eüe Kummeraehe tJädie 
32 Konfigwraüonen (lö,^ 20g) besHmnU. 

§6. 

Betlalraag äst Koidlgitntion (15«, 20,) zu ainam Syitam von 10 Kegdn 
smiter KUsm, 15 Fläclm siraiter KIebm und «iiwr FUebe viarter 
KlMse mit 15 sing^al&ren BerfUunagMbaieiL 

Dil die Koutigiinition (15g, 20,) in einem Polarsjstem sich selbst 
zugeordnet ist, so giebt es zu dem in § 5 entwickelten Systeme von 
10 Kegelschnitten. 15 Flüchen zweiter Ordnung und einer Fläche 
vierter Ordnung ein reziprokes System, das wir hier kui*z erläutern 
wollen. 

Vtrbmdei man je drei solche Kouügurationspunkte, die zu zweien 
auf keiner KonfigaratioiiBgeradeiL liegen, darch eine Eboic^ dann erhalt 
man 15 Ebenen t. Die 16 Ebenen * gehen zo drei dnreh die 15 
Konfigorationapuikte nnd m aechs dnrch 10 Ptankte M. In jeder 
Ebene « liegen 4 der 10 Punkte M. Jeder der 10 Punkte M iat 
Mittelpankt einea Eegda J? iweiter Elaeae, der von den 6 dnreh 
dieaen Punkt gehenden Ebenen £ nmhfillt wird. Man erl»lt aomit 
10 Kegel K* ana der Konfiguration (15«, 20,). Jede Ebene a berfihrt 
4 der 10 Kegel JC. Beliebige 2 der 10 Kegel haben 2 BerOhranga- 
ebenen a gemein. Die 12 Ebenen, die von den 15 Ebenen £ nach 
Ausscheidung der drei durch einen Konfigurationspunkt gehenden übrig 
bleiben, umhüllen eine Fläche 0' zweiter Klaase. Durch die Konfigu- 
ration (lög, 20,) werden demnach 15 Flächen 0^ bestimmt. Jede 
Ebene c wird von 12 der 15 Flachen 0^ berührt, und jede der 15 
Flachen berührt 12 der 15 Ebenen f. Jede der 15 Flächen 
hat 4 der 10 Kegel JP zn Tangentenkegeln. Jeder der 10 Kegel A"^ 
ist Tangentenkef/el von d^r If) Flächen 0" und berührt t'i der 15 
Ebenen f. Durch die Kontiguratiou (l.\, 20g) wird eine Flache 0* 
vierter Kksse bestimmt, welche die 15 Ebenen jf zu sintrnliiren Be- 
rülirungsebenen und die 10 Punkte M zu Knotenpunkten hat. Die 
Tangenten der Fläche O*, welche durch M gehen und deren Berühi-ungs- 
punkte von M verschieden sind, liegen auf dem Kegel IC-, der M zum 
Mittelpunkt hat. Man kann au.s der FUiclie die Konfiguration 
(lög, 2O3) wieder ableiten. Nämlich in jeder der !;> singulüreu Be 
rührungsebenen liegt ein Viereck aus 4 der 10 Knotenpunkte. Die 
Nebeneckpunkte dieser 15 Vierecke sind die 15 Konfigurationspunkte. 

7* 
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Auch ])i1den die 45 Verbmdungslinien der 10 Knotenpunkte 15 Drei- 
kanie, deren Ebenen die 15 singnlaren Berühmngsebenen sind. Die 
Scheitel dieser Dreikante sind die 15 Konfigurationspunkte. 

Anmerkung: Die Kummer sehe Fläche vierter Klasse viert er 
Ordnung mit 16 singulären Berühmngsebenen und 16 Knotenpunkten 
ist ein besonderer Fall dieser Flache 0*. Der schon in § 5 entwickelte 
Satz, dab man ans der Knmmerschen Fluche durch jemaliges Aus- 
schalten einer sii^^ren BeruhrungBcbene 16 Konfigurationen (Ib^ 20,) 
ableiten kann, findet also hier seine Begründung. 

% 7. 

Ein durch die Koiiüi^uraliün i i^o bustimmtes System vua öbciis 
Ciüböciiächen Diagonailläolien dritter Ordnimg. 

Wir konstruieren zu den durch die Konfigurationsgmule {ikJ^ 
gehenden Ebenen 

(i A) xt — Xk^ 0, 

(iT) Xi — = 0, 

(kt) Xk—xi = (xt — Zt) — {xi — X*) = 0 

die Tierte hannonische Ebene X, welche der Ebene (ifcl) engeordnet ist; 
diese irird dnreb die Gleichung 

dargestellt Mit der Konfiguration (15(., 2()^ sind demnach Gt) Ei)enen 
A verbunden, welche zu drei durch diü 20 Konügiirations^eraden 
gehen. Beispielsweise schneiden sich die Ebenen 1 ■ 25, 2 • 13, 3-12 
in der Genideu [12 3J. 

Wir wollen zunächst die HO Ebenen k untersuchen, welche zu 
drei durch die 10 Kanten [ikl) des vcdlstäudigen Fünfecks Pf. (vgl. § 1) 
gehen; es sind das diejenigen Ebenen deren Symbole die Ziller 6 
nicht enthalten. Wir kümion die 30 k in 5 Gnippen von je 0 A ein- 
teilen, indem wir zu einer Gruppe alle Ebenen A rechnen, deren Sym- 
bole mit derselben Ziffer anfangen; z. B. die 6 Ebenen 1-23, 1-45; 
1 ,24, 1-35; 1-25, 1-34 bilden die erste Gruppe. Ortlnen wir je 
awei Ebenen derselben Gruppe einander zu, deren Symbole zusammen 
alle fünf Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 enthalten, dann enthält jede Gruppe drei 
Ebenenpaare, wie man es an der ersten Gruppe si^i bidem wir die 
Ebenen jedes der 15 Paare zum Schnitt bringen, erhalten wir 16 Ge- 
raden von denen eine beliebige durch die Gleidiuugeu 

i kl - m u 2 Xi X, + = + a:. 
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dargestellt wird. Durch jede Gruppe werden drei dieser Geraden be* 
itimmi; z. B. die Geraden der erstea Gruppe sind 1 • 23 • 45, 1 • 24 • d5, 

6 

1 • 25 • 34. Mit Hilfe der identischen Relation = 0 findet man, 

t 

dab jede der letzteren Geraden die Gleichong 

b^iedigt; also ergiebt sich: 

Die drei Geraden d der if** Gntjppe Hegen in emer Stene 

Das Füüi'tlach der Ebenen 6^^, , a^,■, tf.,^, wird durcli die 
Konfiguration eindeutig bostiiiimt; denn jede iler f) Ebenen verbindet 
je drei Geraden d. Die Ebenen ff , , (J^,■, <?-,; sfhnf ideu aus der 
Ebene (T^, ein Vierseit aus. Für den Eckpunkt (Stu^t^o^ desselben 
gelten die Gleichungen 

*i + t*e = + — ^ + t«» ö 

nnd alio aneh 

2 dF| ^» SCg • 

\^egen der identischen Kelation 

5 

folgt aus den ersten drei Gleichungen 
and also auch 

2 «C| « a!'4 ^5 • 

Der Itekpimkt fJu<fii(fit des YierNita in «r,« liegt mÜbiii auf der 
Gnaden l<2d*45. Ans dem Ponkte <s^^(Jm^m erhalt man seinen 
Oegenpnnkt ^i^^^ißfiM im Yierseit der Ebene Oi^, indem man 2 mit 4 
and $ mit 5 Tertanscht Der Gegenpunkt- liegt also glmohfalls anf der 
Geraden 1 • 23 * 45. Diese ist demnach eine Diagonale des Yiereeits 
in Wir können somit den Satz aussprechen: 

Die J5 Geraden d sind die Diagonalen der 5 Vierseitc, welche fnan 
erhält, wenn man jede Ebene des Fünffladis fS^ mit den 4 übrigen etm 
Schnitt bringt. 

Die Eckpunlite t^ifitf^««?;,«; <^i«^4»^Mt ^^w^^w^u Eünftlachs 
welche auf der Kaute <f|f,<y5,R desselben liegen, werden aus dem Eck- 
punkte <iu^u*^Mf Gegenpunkte der Kaute 04^0^» durch die Ge- 
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raden 1 23 45, 2 • 13 • 45, 3 ■ 12 - 45 projiziert Diese drei Geraden d 
liegen also ja einer Ebene. Die Oleiebmig der Ebene iet 

denn sowohl der Ee^nnU; tfu^M«^ als anch die Ennie tf^tfM ^ 
fiiedigen diese Oleielinng. Allgemein ergiebt sich: 

Durdi jeden der 10 Edg^rnkte des FUnffladis <r« gehen dm Dia- 
gonalen d, imd ewar werden diese aus den drei den Eckpunkt hesHmmenden 
Metten des Füt^ßaeks tf« dmrt^ dk Verhindiaigsebene des Edtpanktes mü 
seiner Gegenkanie auegesximiUen, 

Doreb die Gerade 1 • 23 • 45 gehen die Ebene imd die beiden 
Ebenen, welche die Eckpunkte <Ji0<fi6*f»6f ^u^m'^m ihren Gegen- 
kanten <fiß<Jsif <fi6^si» verbinden. Die Gerade 1*23 '45 befinedigk also 
die Gleichungen 

und demnaoh auch die Gleidiung 

Da die letzte Gleichung inbezn^ auf x^, x^, .Cj, x^y x^ symmetriecb 
ist, so wird sie von allen 15 Geraden d erfQUi Unsere Untersuchnng 
fuhrt mithin zn dem Eesuliat: 

Die IS Diagonäkn d Uegen auf einer Ilädie dritter Ordnung 

1 

Die Fläche 7)^ hat das Fünfllach tfg zum Sylvesterschen Pentaeder 

und »lif charakteristische Eipfenschaft, dafs dio Suniirif dor fünf linearen 
Fuuktiüiit'n 7, 4- !, identisch Null ist Dio IT) (ipraden d sind die 
Diagonalen der VitTstit*', n eiche mau crluilt, worin mau jede Ebene 
des S ylvestprschen IVntiieders zum Seliiiitt bringt luit den 4 flbrijjen 
Ebenen. J)f. hat die 5 Pentiiedeiebeuen zu dreifach berührenden 
Ebenen. In jeder der 10 Pentaederecken schneiden sich drei in einer 
Ebene liegende Geraden d der Fläche. Clebsch nennt eine solche 
Flüche dritter Ordnung eine Dia^onalfläche.*) 

Da die Ziffer (5 mit jeder der '/AÜ'em 1, 2, 3, 4, 5 vertauscht 
werden kann, so werden durch die Konfiguration (15,, 20,) die 
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Clebschschen DingonalflScheii D|, i)„ D^, Z>5, beetimmt Die 
liaken Seitea der Öletohungeii 

1 

der Flächen und D5 werden einander gleich, wenn = ist. Die 
Schnittknrven der Flachen Dg and mit der Ebeme (56) aind alio 
identisch. Allgemein ergiebt sich: 

Die Fl(ic}mi D, und Dt haben mü der KmfiguraHonstbene (ik) 
dieselbe Kurve dritter Ordmmg geman. 

llierauB folgt, dafs man tou dem System der G Diagonalflächen 
wieder znr Konfiguration gelangen kann. Thatsächlicb ist aber zur 
Bestimmung ihr Konfiguration nicht das ganze System der 6 Flachen 
nötig; vielmehr ergiebt sich: 

Die Konfiguration (15^, 20^ kann am beliebigen zwei der 6 Clebsch' 
sdten Diagonalflächen D,, /),, D^, />,. D , D^ abgeleitet werden. 

Nämlich die Verbindungsebeme des Eckpunktes (fu.'^t^'fss FOnf- 
flachs mit seitter Qegenkante tf^^u l^nt, wie wir wissen, die 
Gleichmig 

Von dieser £bene ist dnrch die Ebenen 

harmonisch getrennt die £bene, welche durch die Gleichoi^ 

dargestellt wird, d, h. die Konfigurationsebene (4 5). Wir können dem- 
gemäls <lpn Satz auss]>reclieu: 

Aus der Diagonalßäche D( knuu luait r/a,s vollständige Fünfeck P,- 
herleiten. Die Elmie, welche von einem Fckjnmki des Sylvesterschen 
Pentaeders tf, der Fläche Di durch die die Gcgetikante des Eckimnktcs be- 
stimmenden FctUacderdfcncn hannonisdi getrennt ist, ist nämlich eine 
Ebene vm P/. 

Mittelst dieses Satzes ist es uiiu leicht zu zeigen, dai's z. B. durch 
die Flächen D^ und D^ die Konfiguration bestimmt ist. Aus D^ und 
2>5 erhält mau die vollständigen Fflnfecke nnd und also die 
Eonfigurationsebenoi anlser (5 6). Da aber die Ebenen (1 5), (1 (>); (2 5), 
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(2 6); (3 5), (3 6); (4f>), (4 fi) sich in den resp. Gerfwlen (löliV. f !? P) <j), 
(3 56), (45 6) der KoTifiguxatiousebeiLe (5 6^ schneiden, so ist auch diese 
durch T),, und 7)^ bestimmt. 

Aul" das zu dem System der 6 Clebschschpn Diagonailiii» h^u 
reziproke System aas 6 Flächen dritter Klasse woilen wir nicht näher 
eingehen. 

§ 8. 

Beiiehung der KonflgniratioE (15«, 20^) zu einem System von 15 ebenen 
Karren dritter Ordnung und 6 Flächen dritter Ordnnng. 

YoB den dnreh die EonfigimtionBgnade (123) gehenden Kod- 
ügurationeebenen (23), (31), (12) ist jede durah die beiden Übrigen 
Ton dner der Ebenen 1 • 23, 2 • 31, 3 • 12 hamonieeli getrennt (vgl. § 7). 
Die letBteren Ebenen edmeiden die gegenllbeirli^^de Konfiguratione* 
gerade (456) in drei eogenannten Kirkmanpnnkten £ Führen 
wir diese Konstruktion Ar jede der 20 Konfignratioiiagleichnngen ane, 
dann eilialten wir 60 Kirkmanp unkte K, welche m dreien auf den 
20 Koufigarationsgeraden liegen. Für den Schnittpunkt der dnrcb die 
Gerade {ikV) der Koafigiiiation gehenden Ebene t • Jtl mit der gegen* 
fiberliegenden Konfigoiationegeraden {mnp) bestehen die Gleichiingen 

woraus sich mit Hilfe der identischen Delation 

«I + + «I + «« + «• + « 0 

ergiebt 

iCrf + = 4- = it* + = Oi 

Em hduinger der €0 Kirkmanpunkte K wird dmnai^t durdi 

i {mnp) Xi + + Xn = Xi -\- X, 0 

oder 

Ä< = Xm JJ« = iCp 

dargeskUt. 

Durch jeden der 60 Kirkmanpunkte gehen drei der 15 Ebenen 
ik Xt-^Xk^O, 

Man kann daher auch nutteist der 15 Ebenen ik, welche dreifach 
berührende Ebenen der kubischen Fläche 

sind, die Punkte K ans der Eonfigiiration ableiten. 
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Die 60 KirkmanpunkU iQclm) Uegm m drei euteneOe auf den 
20 Kmßguraitionafferadem (klm), andereneUs auf den 60 Fasealgeraden 

Tiurcil jeden von ihfien (jeheth drei Pnscalgeradenf unda^if jed^ Fascal' 
geraden lienm drei KirJcnianpunlfe. 

Beispielsweise Ise'i^tii aiif der Geniden 1(23) die drei Kirkman- 
p unkte 1(2 34), 1 (2:3 5), 1(2 3 6), irnd durch den Pnnkt 1(234) 
gehen die Geraden 1(2 3), 1(34), 1(42). Bezeichnen i, Ic irgend zwei 
der Ziffern 3, 4, 5, G, dann enthält die Ebene 1 2 die sechs Schnitt- 
punkte V\^2ih) der Pascalgeraden 1(2 3), 1(2 4), 1(2 5), 1(2 6) und die 
sechs Schnittpiiiikte2(liA:) der Pascalgeraden 2(1 3),2 (1 4),2(1 5),2 (1 6). 

In jeder der 15 Ebenen Uegen demnaeh 12 Kithmanpunkte. JHese 
sind die Bt^tpunkte metkr veSiändigm Vieraeiie, die von je vier Paeeal- 
geraden gebildet werden» 

In der EonfignratioiiBelwiie (1 2) liegen das Yieraeit dar Kon« 
fignntiouigendai (123), (124), (125), (136) und das Yieneit der 
Pasealgeraden B(12), 4(12), 6(12), 6(12). Die Geraden, deren 
Symbole mit denselben Ziffern gesdurieben werden, sehneiden sieh in 
dem Steinerpunkten (1)(2)(S), (1)(3)(4), (1)(2)(5), (1)(2)(6), welebe 
aber auf der Steiner geraden (1)(2) der Eonfignrationsebene (12) 
E^n. Die Übrigen 12 BnrchdringnngBpnnkte der beiden Vieneite 
sind Kirkmanpunkte JT. Mithin evgiebt sich: 

Die 12 Kirkmanpnnkte einer KonfigitroHonsAene liegen eu dreien 
einerseiie auf den vier Konfigurationsgeraden, anderseits auf den vier 
Pascalgeraden der Konfigurationsebene. Die 4 KenfiguraUcnsgeraden 
schneiden die 4 Pascalgeraden in den 12 Kirkmanpunkten und den 
4 Steinerpunkten der Kenfigurationsebene. 

Wir können die 12 Kirkmanpunkte und die 4 Steinerpunkte 
einer Konfigorationsebene als die BaBiqpnnkte eines Büschels von 
ebenen Kurven vierter Ordnong anÜBSsen, dem die zerfallende Kurre 
▼ierter Ordnung der 4 EonfigDrationsgeraden und die zerfallende Kurve 
Tierter Ordnung der 4 Pascalgeraden angehören. Bekanntlich ist 
eine Kurve eines Büschels bestimmt, wenn wir einen Punkt annehmen, 
durch den sie ^ehen soll. Verlangen wir mm von einer Kurrn unseres 
Büschels vierter Ordnung, dafs sie durch einen auf der Stoinergeraden 
angenonimpnen T'unkt gehen soll, dann mufs sie in die Steinergerade 
und in enir lurch die 12 Kirkmanpnnkte gehende Kurve dritter 
Ordnung zertailen. Demnach ergiebt sich: 

Die 12 Kirl manpunkie einer K<mfiguratimsd)ene liegen auf einer 
JBMTve dritter Ordnung. 
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Man kann dieam Eesultai auch aub dem Satze ablaiten: 

Die 30 KirkmanpunhtCf welche auf den 10 Kanten (ihl) des 
voUstämdiffen Fünfßarhs jti der Konfiguration (v^ § 1) enihaUm smd, 
Uegeu auf einer Fiäehe dritier Ordmmg 

t 1 
Die linke Seite dear Gleichung 

der Flüche Fl geht nämlich für den Punkt 1 (236), welcher die 
Gleichungen 

X| = ■— — x^f = x^ ~\r x^ 

eifOllt, über in 

6? = - 14a;» + 4- - 3a;i(Äj + «ä). 
Wegen der Gleichung 

«4 + *i5 — 

and der Identität 

+ ^ = + •^6)(-^ -I- ^1 - ^A^i) 

wird 

G^-Uxl- x,{ul + xl 4- 2x^x,) = - 14a^ - x^ix^ 4- ^J" 

Der Punkt 1(2 3 6) genügt mithin der Gleichung der Fläche Fl and 
liegt also auf der Flache. Da die Gleichung der Fläche Fl inbozug 
auf x^, x^, x^f % x^ symmetrisch ist, so \io<ren ebenso auf der Flache 
JF^ alle Kirkmanpunkte l{ik6), wenn i, k, l irgend drei der Ziffern 
1, 2, ;5, 4, n hodeuteu. Es sind das alier die 30 Kirkrnaujinnkte 
auf don Kanten des seihständigen Fünftiachs der Ebenen (1<) , (^ti i^ 
(B6\ (46), (öö) oder die Kirkmanpunkte in diesen fönf Konügurations- 
ebeneu. 

Durch die KonjxjHrdlion (15g, 20^) werdm demtMch 6 Flächen 
dritter Ordnung F\, Ft F|, F\y i*^, Fl bestimmt ^ auf denen je 30 
K i r k Dl n n punkte, liegen. 

Be/,ei( hnen wir die Kurve dritter Ordnung, welche die 12 Kirk- 
manpunkte der Koufigurationsebene {ik) verbiadet, mit C?*, so er- 
giebt sich: 

As»f jeder der 6 Hädien Ff liegen 5 der 15 Knmm Cfi, 
B. auf jp| die Efureii C^^, CJ., CJ., C'^, C'^. 
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Dwrdi jede der 15 Kurven Qk ffdien :i der € FUOm Fl, 
%. B. dmeh die Fttohfla F{ und 1%. 

IkmA jeden KirJtmanpunkt gAen 3 FWdien Ff, 
I. B. der F^mkt 4(123) iit ein Schnittpiiiikt der flSehen Fl, F^ 
I}. IKeee ichneiden lieh aber eben&Us in den Punkten 5(123) und 
6(123). 

In den drei Kirkmanpunhten auf einer Konfiguraiionageniden 
klmeiden sidt (dso drei der eeda Flädien Ff. 

Dm je Kwei der 6 Flfiehen Ff eine ebene Emre dritter Ordnimg 
in je einer der 15 Eonfignialioneebenen gemein babeoy ao eigiebt neb: 

Die KonfigmHon (15«, 30.) kann aus dem Sifstem der 6 FWidien 
Ff abffdeiiei werden. 

AMtang elnw ^yvtiiiiB rm 16 KegelB dritter Khu»e imd 6 FUo]ien 
dritter Klasse ans der Konflgnuration (15^, 20,). 

Zu dem in § X betrachteten System von lö ebenen Kurven dritter 
Ordunnir uBtl Flächen dritter Ordnimg giebt es ein reziprokes System^ 
das wir hier kurz beschreiben wollen. 

Indem wir zu den drei Kontigtirationspunkten aiif einer Kon- 
ün^urutionsgeraden den vierten harmonischeu Punkt konstruieren, welcher 
f'in^iii von ihnen zugeordnet ist, erlialten wir auf jeder Konfi gu rations- 
rr«T;iiit LI drei Punkte Wir verbinden jeden der drei auf einer Koiiiiu^i] rations- 
geradr-n [ir renden Punkte L mit der gegenüberliegenden Kontiirnrations- 
geradeu durch eine Ebene x. Mi^ der Konfiguration siiiil (Umnach 
f.<> Ebenen x verbunden, welche zu dr^i durch die 20 Kontigurations- 
freraden gehen. Durch jeden Konfiguratiouspunkt gehen 12 Ebenen x, 
welche einen Kegel IP dritter Klasse umhüllen. Aus der Konfiguration 
lassen sich also 15 Kegel Ä'' ableiten. Die 30 Ebenen x, welche zu 
'ireien durch die 10 Kanten (iJcl) des vnllstHndigen Fünfecks P, der 
KontiguiathMi vgl. § 1) gehen, unilnilleu eine Fläche dritter Klasse. 
l>tm;h die Kontiguration werden demnach ö Flüchen 9:^' dritter Klasse 
bestimmt, welche je 80 Ebenen x zu Berührungsebenen haben. .Jede 
der 6 Flüchen (p^ hat 5 der 15 Kegel IP zu Tangentenkegeln. Jeder 
Kegel }0 ist Tangentenkegel von 2 Flächen <p'. Jede Ebene x wird 
von drei Flächen 9' berührt. Man kann aus dem System der 
6 Flachen 93^ die Konfiguration wieder ableiten, nämlich je zwei der 
6 Flächen haben einen gemeinsamen Tangenten kegei dritter Klasse^ 
dessen Scheitel ein Koniigurationspuukt ist. 
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der ersten vier Grade mittels der Formel für die Tangente 

des vielfachen Winkels. 

Von L. Mattbibssbh in Boetock. 

FOr die AnflöBimg der Gleieliimgeii »weiten, dritten und ▼ierten 
Orades sind Teracluedene goniometrisehe Methoden einwandt worden, 
üm nun ein gemeinaamee Prinzip einznfiOiren, soll im folgenden ge> 
aeigt werden, wie man die vollständigen Gleichungen mittels der For« 
mein fiir die Tangente des zwei-, drei- nnd Tierfachen Winkels lösen kann. 

L Ge£:;ebcit sei die Gleicliang jc* + ad? + & ~ 0. Wir geboi ans 
Ton der Identität 

oder 

(1) tan9«+t;J,^tan<p-l-0. 

Setjsen wir x^rimqff so resultiert aus der gegebenen Gleichung 

tau 9- -f ^ tÄU 9 -}- |i = 0 . 

DurehVeigleichung mit (1) erhält man folgende Bestimmungsgleichungett 

r-i]/6, tan 29-^-^ -tan (» + 29)). 
Hitbin ergiebt eich daraue 

Xi = * ]/6 tan <p. .ij «=» — i^b cot ip. 

Die liier auftretende ima<^mare Form der Wtirz«'ln liif«! 'iHmuf 
Bchlielaeu, dals für einen ue«i;ativen W ert von die tjleichung stets 
zwei reelle Wurzeln hat, did's jedorh im entgegengesetzten Falle der 
Winkel qp iiuaginiire Werte aunekmen kann. Wir diäkutieren die 
möglichen Fälle: 

1. Gegeben sei x- -j- ax — h = 0. Dann ist 

r*~Yhf tan29> — a^j— VFtan^, » 1/5 ootg». 
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2. Gegeben sei h ^ 0. Wenn dieee Gleiclinng reelle 

Wnneln haben kenn, 00 mnfs nach dem Vorhergehenden der Winkel 
29 und ebenso 9 einen imaginftmi Wert haben. Es sei nun 9} b -|- 
dann ist 

(2) tan (2, + 2*0 = (^^yq-r,^)^^^^_ sin~2 , — 

Die HomogeneitSt erfordert die Relation 2i} » 0. Dann folgt 
tan29) - tan2di - J- . 

Dieser Fall erfordert die Ungleichung u* > 46; ist reell and es wird 

tan ffi === tan dl t . 

Der Winkel -fr otgiebt noh «os der Torhergehenden Oleiehnng 

«** = (a 4- 2 : (a - 2 |/6) . 
Die Wuztdn eind redi, nämlich 

X, - iVbim^i 1^^^^; = »y^'tang + ^») = V^^^II^. 

Der Homogeneitat der Gleidiiuig wird aber auch genügt durch die 
Relation 2i} — 1«. Dann folgt weiter 

tan2y - + 2»») « - • 

Dieser Fall erfordert die Ungleicliung a- < 4 6; ö- ist reell und eigiebt 
sich aus der tileichung 

c**-(2/6 + a):(2y6-o). 

Ks wird nun 

tany - tan + - -±-A,— .-^-^ - + — , 
Die Wurzeln sind beide kotnjdeo!:, nämlich 

- .ySten ('^ + *,) ^ Ja - 2V«,-|^, ■ 

n. Gegeben sei die Gleichung «• + + ftiC + c = 0. Man gdie 
aoa von der Relation*) 

MMi./yr l_3tan«p» 

1; Methode vun iStull. Progr. von fiensbeim 1B7C. 
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oäat 

(3) tang»" — 3taa39>tMi9>'' — 3tMi9 + taa39>->0. 

Um die gegebene Gleichmig auf diese Fonn an bringen, eetae man 
o; *- y + ' bilde die Variierle 

äubsiitoiert mau weiter y » r tau 9, so erhält man 

tangj* + ^tany« + tan<p + ^ = 0. 

Durch Veigleichung der homologen Koeffizienten mit Gleiclumr^ (3) 
erhalt man die erforderlichen Bestimmungsgleicbongen (Bac T und tan 89), 
und ebenso für Zj indem aus (3) die Bedingang — 9}^ — > 0 folgt. 
Ans der letzteren ei^ebt sich die fteeolyente 

(4) 2(a« - Zh)ß + {ah - 9e) - 0, 
aiiA«rdem ist 

— 3rtan89, /J — — 3#*, y — r^taaS^, 

(5) Um39, = -^^«X. 
Da nun 

fa^-lß ^(;^z^ ^ 2az h) 

ist, oder wenn man aus (4) den Wert von e einsetzt, 

. —(ab— 9^' H 4 ü 3 M (ft«-3ec) - 3 _ 
4\a» — 36/ "4(0" -86)«' 

so ergiebt sich weiter 

C6) tan3» - " J-M-JI^ _ _ 

wo die kubische Variante bedeutet und die Diskriminaote 

Nun bat die vorgelegte Gleichung, wenn ihre Diskrimiuante negativ ist, 
drei reelle Wurzeln. Da nä in lieh 

tau 3 9> tau (ßx -j- 3^) =^ tan (4a; 4- 39>) 
ist, so erhält man 

^ir + rtan^, 

— IT + r tan (}« + ^p) — # — r tan (J« — y), 
ai^* + rtan(|flr + 9)** + rtan6«+9»). 

Wenn dagegen die Diskriuiiiiaute jwsitiv ist, hat die Gleich uii^ 
eine reelle nnd zwei komplexe Wurzeln. Denn dann werden r und tau ^> <p 
rein imaginär; ist aber tan 3^) imagiuüi, so ist es auch tan <p und die 
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beiden anderen Werte tan^ar — 9») und iuiQx-j-^) sind komjdex. 
Um dies m beweiem, setzen wir 9 = 17 + > dann ist 

(7) ta. (8, + 3»,-) - ^'^'i^'",:-"' ^4^^,^^°r^ = ».<. 

Die Homogeaeität erfordert die Belation 3i; — 0^ woraus folgt 

tau 3g) = tau =• ^. .r^ -. = »i». 

Diesw Fall erfordert die Ungleicbung m < 1 , damit ^ reell bleibt 
Ist dagegen m > 1, so wird der Homogeneitftt der CHeiehang (7) ge- 
durch die Annabme 3i} — J-ac. Dann folgt weiter 

üui 3,, - tan Q* + 3^») = % rz-=^^ " «» • 
Der Wert toq '9- ergiebt sich aus der (xieickong 

e«*«J±^, für i»<l oder fUr f» > 1 . 

*— W »B — 1' 

£8 kann hieraus non der reelle Wonselwert gefunden werden, t^frHifh 

= r tany - -«^_ tan 4^» - j^^t^.-j^ . 
Die beiden komplexen Wurzeln sind: 



" 2(a«— äi»)" e** + l 

in. Gegeben aei die Gleichung + + + CÄt + rf — 0. 
Wir gehen dabei ans Ton der EeJntion 

oder 

Diese Gleichung ist eine reziproke und hat fulgeude vier Wurzeln: 
tanf», tan ^^+9)» tan 9?) =» — cotg», 

tan^ + 9») cofc(f+9>). 

Um dif vorgf'K'trto (iloirhnni^ auf ilic Form (8) zu reduzieren, bilde 
man die Variierte durch die Substitution x =^^-^ g und führe die lie- 
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dazente der fiesiprontftt ein, nämlich a*ä — ^^Q. Die BesolTOite 

ist alsdann 

(9) (a' - 4a6 + 8i;)ir* + (a*b + 2ac -46* + lQd)t' + (aU - 46<;+ %ad)9 

+ (a'<i-c>)^0 (HftUet). 

Die tnaifoniuerte reziproke GIdeliimg lei 

y* + ay" + + 72/ + rV«* - 0. 
Dieselbe lülst sich aach danieUen in der £onn 

(10) (»+f)'+«(y + f) + /i-2r/. = ü. 

Die AuflOmmg dieser Gleichung bietet keine Schwierigkeit und 
führt som Ziele, wenn ei eidi um eine algebnieche Lösung der Tor- 
gelegten Gleichung handelt. D« aber eine goniometrische gewfinecht 
wird, so ist die Oleichung (10) noch euf die Form (8) sn bringen. 
Die analoge Form derselben ist 

H y - fii^) V (tan 9, - ^) - 4 = 0 , 

oder wenn tan 9 — M gesetat witd, 

(") . (-ä'+ü^i^("-i)-*-«- 

Man substitnione 

(12) 8f+y-»-i + «^, 

woraoB folgt 

(IH) («- i)* + (2w + «)('* -i) +«* + «w + ^-2r/«-0, 

Aas (11) and (12) ergiebt sich 

2i9 + « — 4:tan49>y + + — 2y/« — — 4, 
Es ist also 
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und 

(14) tan4^-^-± 

Aus dieser Gleichling findet muu <p oder w, aus \ \.2) y und aus einem 
Wurzelwerte der Resolyente (Ii) endlich 

1} HaUbieasen: Gmndsfige d& antiken und modernen Algebra. S. S6S XXII. 
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Von £. CzuBEK in Wieo. 

0. Biermaua hat jüngst das Prublem der Einliüllendeü unter 
dem Gesichtspunkte behandelt, dafs die Eingehüllten nicht, wie diet» 
geiwShidich yor»asgeeetzt wird, durch Gleichungen zwischen den Eo- 
oidiiuien und wiUkttzUcfaeii KomlaiLteD gegebtn, «ondflin dafii die 
Eooidinateii ihrer Paukte dnrefa HilfsTwiable (ptttsmelrifleh) explizit 
ftitsgedrilckt sind. £r maeht hierbei durchgehende tob dem Primdp 
dee letefcen Schnittee Gehreaeh. Dieeee YerfUirea xnadit ee notwendige 
Dftch Heratdlong der die Einhüllende dtKraktoisierenden Gleichnngen 
die 'BerOhning iwisdien ihr nnd den Eingehfillten in jedem Felle 
besonders neehzoweisen. 

Wir nehmen dae Fteblem imter den gleichen analtytiiehen Yorens- 
seteongen von neuem auf und fähren seine Lösung nach einer andern 
Methode durch, welche neben geometrischer Anschaulichkeit auch den 
Torsog haben dürfte, dafn sie vermöge ihrer Gedankenftthrung die 
Berfibnuig zwischen der Einhüllenden und den EingehtUltra tuunittelbar 
erkennen laisi Ton singolären Punkten auf den letzteren wird dabei 
abgesehen, was hier von Tom herein bemerkt werden mag. 

• . • 

1. Einfach - unendliches System djemr Kurven, 
u) Das System sei durch die Gleichungen 

(1) Ä-9(ii,a), y-=i(r(i4,o) 

dai^^eeteUi Bei üestem a beztimmen dieze Gleichnngen eine Eiure (a), 
bei festem u eine Kurve (u); die Systeme dieeer Kurven mögen mit 
Af U bezeichnet werden. A sei das System, um dessen £inhfillende 

ee sich handelt. 

Durch das Wertepaar u j a ist ein bestimmter Punkt M auf der 
Kurve (a) gegeben^ durch ihn geht auch die Kurve (u). Kommt « 

1) Festsclirift dtt k. k. TeebnlsdieQ Hoobwbiile in Bcttmi mr Fder ihres 
fBnfidgUirigen Bestehens» Brünn, 1899. 

AnblT dw MaUMiwMtk «a4 riviik. IlLBtttM. U. % 
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allein in stetige Ändernng, so bewegt sieh M auf (a) und beginnt die 
Bewegimg in der Richtung 

duy _ du 
tUec dtp ' 

kommt n nllpin in »tätige Änderung, so bewegt sich M auf {u) und 
b^pjmt die Bewegung in der Dichtung 

d^ 

äay _ da^ 
dax dtp 

Auf diese Weise gehören zu jedem Punkt der Kurve («) zwei Bewegungs- 
lichtongra. Jene Ptmkte^ in welchen diese Beweguugärichtungen su- 
sammeBfidkn, sind Punkte der ISaJilUlflndaL Die Bedingung für die 
Gleichheit der Richtungen, d. i. 



(2) 



dfp äi> 

du du 

dtp di> 

<fa da 



bestimmt nSmlich die u jener Punkte auf (a), welche bei eintratoider 
Ind^ des a und der dadurch bedingten Transformatian Ton (a) 
sidi immer in Riditiing der jeweiligen Tangente an (a) bewi^j^; diese 
Punkte beschreiben die Einhtlllende^ Ton der sdion im Gnmde dieses 
Gedankenganges m erkennen ist, dafli sie die Emren des Systems A 
in den gedachten Punkten berührt Ihre Gleiehungen sieben sich 
durch Elimination Ton a ans (1) mit Hilfe von (2). 

Die Elimination von u er|^be die Einhüllende des Systems ü, 
was aus der Dedukti<Hi unmittelbar au oatnehmen isL Unter Um- 
senden kann die Einhüllende von Ä dne spesielle Kurve des Systems 
ü sein. 

Beispid. Das System A der EreiBO, welche über den aur Achse 
ebnet Parabel (yom Ualbparameter p) senkrechten Sehnen als Durch- 
messern beschrieben sind, kann durch die Gleichoi^imi 

X = a ■i-y2pa C09 u, i/ = >/2pa8in« 

dargestellt werden. Durch Klimination von a ergiebt sieb hieraus die 
Gleichung 

ar=-tgf*.y + ^p^'^ 

des b^bteius Uf das aisu aus Parabeln besteht, welche durch den 
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Seheitel der zugrunde liegenden Parabel gehen mid mit ihr gleiche 

Achsenrichtung haben. 

Die Gleichung (2) der aUgemeinen Entwickliing lautet hier 



cos« + 



und die EUmination Ton u und a swisdifia ihr und dem obigen Glei- 
chnngspaar f&hrt za 

Diese Parabel, welche Achse und Halbparanietcr mit der gep;ebenen 
gemein und ihren Scheitel zum Brennpunkt hat, hüllt suwohl die 
A wie auch die Parabeln U ein. 

ßj Der Fall, dal's das Kurveudystem durch die Gleichungen 

(1) Ä-9(ii>a,d), y-^(fi,a,fc) 
und die FkrametergleiehQng 

(2) n(a,h)^0 

g^eben ist, lülst sich aiiulytisch leicht erledigen. Au die Stelle der 
Gleichung (2) unter a) tritt jetzt 

in du 

(11)0 

wü die Ableitungen ^^ji unter dem Gesichtspunkte zu bilden 
sind, dala h TennSge (2) TOn a abhängt^ also 



dtp . dq) db 
da db da 



0(p 

da 



c' qp r 
db V 



Dadoreh geht obige Gleichung Aber in 



u> 



etc. 



dtp 



dif^b) 3(0, fr) 



= 0, 



woftr auch 



(») 



du du 

d<t> cif> dm 

da da da 

dtp di> doi 

db db ¥b 



d(tp,;^, Ol) 
d(u, a, b ) 
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geschrieben werden kann. Durcli (1), (2) und (3) ist die Einhüllende 
bestimmt 

£mfach^imauÜkkes Sifttem um Itmmilmnm. — Dwselbe sei durch 

(1) x^<p{H.a), y = ^{u,a), g = x(u,a) 

p*»jrph»>n: ♦•iu IVstes a char^terisif^rt ein«' Kurve [(i) lies Syst<»Tns A: 
(iaueln n ^rit l't • - Kurvt ii •i'i. deren jede durch ein festes u gekenn- 
zeichnet ist — ihr Svöiem heilse U. 

Der Punkt M{u o) auf {a) kommt bei blofser Änderong des u 
«of dieser Knrre in Bewegoiig^ die in d«r Richtung 

• • cu cu du 

der Tangente an {a) beginnt; derselbe Punkt kommt bei alleuiiger 
Andenmg des a in eine Bewegung, deren Anfimgirichtung 

d^x : rf.« : d^M — S— ; 1? : «r 

• • fa CA da 

dnr- Ii <lif» TanLTt'nto an bestimmt ist. .lene Punkte von (a), in 
welchen beidf IJ iclituugeu zusauimeufallen, <iie sich also, indem (a) das 
Srs*<»Tn .'I s!t»'t'>j dnrchlanft. jederzeit in lui-htMuir dor jowoiligen Tan- 
g»*üt*? all bewe^eii^ ht'schnilH'n Einlrülleiuie dieses Systems. 

Da j<»f!of]i die Gleichheit der liiohtungen das Verschwinden der zwei- 
zedigen Determinanten der Matrix 

also das gleieb/eiticTo Bestehen eim-r überzahligen Anzahl von Glei- 
cbTiin^r^n erfor<i»'rt, so existiert eine Einhüllende nor dann, wenn diese 
Gleicliungeu sich auf eine reduzieren. 

Die etwa TOrhandene Einhüllende hüllt auch das System ü ein, 
wenn sie nicht eine spezielle Ton den Kurven dieses Systems ist 

Beispid. Das dnrch die Gleichungen 

ae — r(co8« ~ Msina)^ y -» r (sin « -|- « cosa), jr «= A(o -|- m), 

in weichen r, h gegebene Konstanton bedeuten, dargestellte System A 
ist ein Sy^tem von Geraden, das System IJ dagegen ein System trans- 
zendenter iiaumkurven. Die «ngehörige Matrix {^i) lautet: 

— rsina rcosa h \ 

— r(sino -1- ifcoea) r(eo8a — usina) A |' 



Digitized by Google 



t^er Einhüllende von Kurven und Flächen. 



117 



zwei ihrer zweireihigen Determinanteii yerBchwindeji idfintisch) die dritte 
führt TO der GUeichnng 

mithin iat im Torliegenden Falle die EinhlUleiide von Ä eine spejsieUe 
{/•Karre, nSmlidi die Sohranbenliiiie 

Die ff-Kiirveu sind die fcscimitte der Tangentenfläche dieser Schrauben- 
linie mit den Cvliudpni .r* + = r'(l -|- m*). 

3. Einfach -unnidliclus Fläehensifstem. 

«) DasRplbo sei durch die Glcichimgen 

(1) x=^q>iu,v,a), y-^f'CM,«^,«), ß~x{u,v,a) 

gegeben. 

Bei festem a und veränderlichen m, v bewegt sich der Punkt 
Jf (u I V a) auf einer Fläche (a) des in Betracht stehenden Systems A, 

Bei festem «, v und veränderlichem a beschreibt er eine Kurve («?), 
deron Eigenschaft es ist, dafs sie alle Fliichfn dos Systems Ä in 
Punkten einer testen Wertverbindung u \ v durchsetzt 

Wenn a allein sich ändert, so beginnt der Punkt .V, sich snf der 
zugehörigen (u;)-Kurve zu bewegen in der Aniangsrichtong 



-17 1 dv dl 



aadem ueh u und 9, wilirend a festbleibi, so beginnt M sich in der 
Tangentialebene an (a) xu bewegen, deren Gleidumg lautet: 

Soll jene Bewegungsrichtung in diese Tangentialebene fallen, 
80 mnfa 



d-h. 



(2) 



sein. 



di> dl 
du du du 



di 



dq) 

da da da 



0 



Fal'st jiian in der Gleichung ( 2) a als konstant auf, so drückt sie 
eine Uelatiou zwischen ?/, v aus, durch welche auf der Fläche (a) eine 
Kurve (c) bestimmt ist; jeder Punkt dieser Kurve beschreibt, wenn man 
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z. B. sein u lenthatt, bei der Variation von a und der dadurch hervor- 
gerufenen Transformation voa (a) eine Kurve (y), weiche die Eigen- 
Bchaft besitzt, sämtliclie Flächen des Systems A, uuil zwar in Punkten 
der zugeordneten (c)- Kurven — der Charakteristiken — , zu berühren. 
Der Ort der Kurven (y) ist eine Fläche E, welche hiemaeh die Flächen 
des Systems A umhüllt; mau erkennt aber auch, dal's 1^ zugleich der 
Ort der Kurven (c) ist. 

Di0 GhtttBkfeoaiBtilEai bestimmfe durch die Oleieknngen (1) und 
(2), wenn darin a als yerS&derlieher Parameter aufgefaßt wird, können 
eine EinhflHende haben, welche dann ebenao wie das System der {c) 
aaf der BinhlUliniden E liegt trnd deren Budiikdafhmie heilst 

üm za dieser Enrre m gelangen, hat man das Verfiüiren in 2. 
sinngemäta anf den Torli^ienden anzuwenden. 

Hiernach tind jene Punkte anf (e), welche die EinhflHende be- 
schreiben, an die Oleichnngen (1), (2) imd an die Beuehnngen 

/(>'P\ (dil>\ (^X\ 

\duf ^ \()uj ^ W; 
/aqp\ (dtp\ /dx\ 

\dal \da) \da) 
gebunden; die Idnteren können anch in der Form 

.e:)(l-:)-(li)r^-o 

geschrieben Vierden. Durch die Klammem soll darauf hingewiesen 
sein, dafs man in (1) f mittels der Gleichung (2) als Funktion TOn u, a 
einsuführen hai Hiernach ist 

~ du ^ bo du ~ du dv d£' \du) ~ du^ dv dü~ du dtdP' 

dF dF 

(dtfA d^.d^dv d^^dipda^ ^Äjl^— ti. £?..££L 

ääj " ^ a« " da dv dF' \ää/ " ^ d^dF* 

Fflbrt man mit diesen Ausdrflcken die erste der Gleidiungen (3) am, 
so ergiebt sich nach entsprechender Reduktion: 

BF d(il>,x) dF d(ip,x) . dF diip,x) n. 
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die beiden anderen ei^peben bei ebensolcher Anafttbrung^ wie man ohne 
weitere Rechnung erkennt: 

l^d(v, a) dv ^ü^ü) da diu, 9) " 

f)Fd(tp,il>) aFa(<p.^) dFcJ^,^ f. 
du dip, a) dv a(a, M) 3a ^(ii* v) " ^* 

Diese drei Gleidmngen fidlen aber in eine soBanimen, und als 
solohe kann jede von ihnen genommen w«rd«L Denn die KoefiEudenten 

^F c F BF 

von , , in der ersten sind die Adiankteü zu den Elementen 

(l*^r ersten Kolonne, die Koeffizienton in der zweiten und dritten Glei- 
chung die Adjunkten zu den Elementen der zweiten imd dritten Kolonne 
der Determinante in i2); da aber diese Determinante für die Punkte 
der (r) verschwindet, so stehen die Adjunkten aller drei Kolonnen in 
gleichem Verhältnis, und daher sind die letzten drei üleichongen tbat- 
sachlicb :l(iui\ alent. 

Die ijiiihiillkarve der Charakteristiken, d. i. die Rückkehrkurve 
auf ist also durch das Gleichuiigssjstcm 

\ f ^ ^ 3(u, V, a) * 



dF h{i^,l) dFr(t<r,x) 
du div, tt) dv dia, u) 



da d{u, V) 



bestimmt, üm sie in einer der üblichen Formeln dannsiellen, kann 
man entweder t#, % a aus den drei ersten Gleichungen ausdrücken und 
in die zwei letzten substituieren, oder i«, v ans den zwei letzten be- 
etlnunen und in die drei ersten einsetzen. 

Die letzte der obigen Gleiehongen kann auch in der Gestalt 

dF 

Jü ^ 

öv dv 
dF 

da 



(4) 



du 

dv 
da 



geschrieben werden. 

ß) Ist das Flachensystem dnreh die Gleichnngen 

(1) x^9(u,v,a,b), y~Hf(u,v,a,b), « = x(w, », a, 6) 
and dnrch die Pazwnetergleichimg 

(2) (ö(a, 6) = 0 
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gegeben, eo erfährt die analytische DorcbfÜhruimf gegenfiber .dem Tor- 
liegenden Falle folgende Abänderungen. 

Die Elemente der diittffli Zeile in der Detemunante der dortigen 
Gleicbiing (2) aind zn erseteeii durch 

dto dm dm 

dtp dtpda d^i)da dx dida^ 



da 



cb dto 
db 



ca 



Cbd^' 
db 



da db dm 



F{u, r. fc) ^ 



-0; 



dadurch Terwaiideli sich diese Gleicbuug iu 

dtp d^ 

^ du 

d^ dip dx 
dv dv dv 

d(tp, m) diii},('y) d{%, m) 
; dia,b) d{ihb) dia,b) 

die Eniwiokliing Tonfcehender Detenninante lUMsh den läraientaii der 
letsten Zeile kann aber auch als Eniwiddung der TierEeiligea Deiei^ 
nunaiite 



du 

dtp 
dv 

Ctp 

da 

dtp 

db 



di!> 

C Ii 

dv 

da 

d'^ 
db 



f u 

dv 
da 
db 



0 

0 

dm 
di 
dt» 
db 



nach den Unterdeterminanten der swei ersten Zeilen anfgefabt werden; 
schlielslich daif man anch seteen: 



(3) 



F(fi, e, 0, i) = »' °> - 0. 



In gleicher Weise kommt an die Stelle der Elemente der letzten 
Zeile in der Determinante der Okichung (4) zu stehen 

dn dm dm 

dF^_dF^da d^ _di^da dj^ __dj^cä ^ 

da db dt»* da db dn* da db dn ^ 

M db db 

damit gabt aber die genannte Gleichong Aber in 



dF 

du 
dF 

er 
d( F. c,y) 



'S 

OU 

d^ 

dr 
C\a, b) 



dx 
du 

rix, <'J) 



^ 0, 
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woAtr ans Sliiilidi«]! Gfünden wie Torhin geBcbrieVeii werdmi kum 

diu, *, a, b) 

Dm Bemltai laniet dahin, dalb nmimelir die EinhlQleiide E des 
lUoheiuTitoiiie ditreh die Oleiduingen (1), (2), (3), die aof ihr etwa 
aoftretende Bflckkehrkurre duich die Qleichnngen (1), (2), (3), (4) be- 
ttimmt iaL 

4* Zue^adi'Unaidlidiies FW/eh/maffakM» — Dasaelbe sei dnioh die 
Qldehmigeii 

(1) x = 9 (m, 0, 6), y^H!{u,v,a,h), z ^ % i^u, v, a, h) 

gegeben. Bei festem a und h und YerTinderlichem u, v erhält man eine 
Fläche (a, h) des Systems. Der Punkt M (ttjt;) dieser Fläche kommt 
dnrch alleinige stetige Ändoning Ton a und die dadurch bedingte 
Tninsformation TOn (a, h) in eine Bewegnngy deien Anfangpriehtong 
durch 

bestimmt ist; bei alleiniger Variation von h b^innt er sich in der 
Richtung 

ta bewegen. Diese Richtungen fSdlen in die Tangentialebene 

diü:v) (6 - + ^(«; to W - y) + äcuTo) - ^) - ^ 

an (Of 6) in wenn einerseits 

^(is r) da ä(i», ») d» d(u, v) " 

d. i. 

(2) l^'M^-O, 
nnd w«u andererseits 

ist 

Die Gleichungen (1) und (2) bestimmen eine Kurve auf (a, h), und 

eine zweite Kurve auf dieser Fläche ist durch (1) und (3) bestimmt; 
die bchiiittpnnkte beider Kurven besitzfn die Eigenschaft, dass für sie 
die beiden besprochenen Beweguiigsrii^htungen in dit- Tangentialebene 
fallen; der dipser zweifach unendli'-hon Punktmannigfaltigkeit ist 
eine das System der Flächen ^a, b) umhüUeude Flache E, 
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Man kann diese Fluche aach durch Bewegung gewisser Kurven 
erzeugt denken, wie folgt: Eliminiert man zwischen (1)^ (2), (B) v, b, 
ao entstehen Gleichungen 

welche bei festem a eine Enrre, bei verunderlichem a auch gleich die 
Ton ihr beschriebene Fl&che darstellen. Eliminiert man «, so ergeben 
sich Gleichungen 

X = <2>j(m, h), y-= f>), r = (m, b), 

die hei festem 1) eine Kurve und bei variablem h auch schon die TOn 
ihr beschriebene Fläche bestimmen. Diese beiden Gleichungssjsteme 
sind aber äquivalent dem einen System (1), (2), (d) und stellen eine 

und diosolhe Flacho, d. i. E, dar. 

Um die Einhüllende in einer der üblichen analytischen Darstel- 
lun^rsformcn zu erhalten, hat man entweder zwischen (\\ (2\ f3) V, 
üf b oder auH (1) a, b mit Hilfe von (2) und (3) zu eliminieren. 

Wien, den 24. Januar 1901. 



Demonstration d'an thöoröme de Legendre; 

Par M. P. MAK8I0K k Gand. 

La c^bre rdation de Legendre entre les int^nlee elliptiques 
compl^tea de premi^ et de seconde esp^: 

(1) KE ' + K'E- KK', 

p'etablit aisement, d'une mani^re elementaire, par un procedo dü a Tor- 
tolini, dans le cas oi\ le carte Jc^ du inoduic et sou complement 
k'^ = 1 — 1-* sont conipris ontre zpro et l'nnite. On detorniino l'aire du 
huitieme de la Sphäre de rayon o^^al a l'unite et ayant iHuir coordonnees: 

J5 — »in 9) ]/l — sin^ y = ain ^' ]/l — k'^ sin* 9, ir » cos 9 cos 
ao moyen de rinte^rale double habituelle 

//Virgil"-'.- 

et OD introduit dans celle-ci les Taiiablea 9 et ^. Qu obtient aina 
aans peine la fonnnle H). 

Voici une antre demonstrntion, artificielle il est vrai, mais encore 
assez simple et qui s'applique meme au cas oä le module est quel- 
conque. Elle est peut-etre nouvelle, au moins en partie. 

Qn tronTe fitälement» en paiiant de la d^flnitioii olaBiiqne de la 
fonetion Zu de Jaeobi, la fomiiile suTante oü « — Ui et oft le xnodnle 
h n'eat pas ^erit dana an«, cn«, du«: 

(2) 2(u. k) - - iZ(V, k-) + «(1 - 1 - f). 
D'autre parl;^ on d&nontr^ par rinterm^aire dea fonctioiia tii^ta^ que Ton a 

(S) Z{« + K'i, k) - Z(», k) - - ^. 

£n ajoutaut (2) et (3), il vient^ apr^s quelques reductious, 
(4) Z(. + JTi, l) - ^ „ - {Z(ü, »■) + « (1 - K 

Faisons ti = — K'i, ou U — K'. Pour cm valeurs, 

z(» + K'i, k) - 0, - 0, z(u, *') - a 

Donc 0 — — i ^1 — ^ — — c'est-a-dire, apres transformation, 
Quant ä la formale (4), eile deyient 

z(» + r *) - - iz(u, t«) - 5^ (« + K'i). 

Gand, le 15 janvier 1901. 
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Analytische Abl^tnng des Satzes Tom ParaUelogramm 

der Kräfte. 



Von R. Lehmamn-Fxlh^ in Berlin. 



Der Satz vom Parallelogramm der Kräfte ist auf verschiedenem 
Wege analytisch abgeleitet worden^ z. B. von Laplace (Mec. cel. Livre I, 
Ghnp. 1) and Poiseon (Traite de m^caoiqae, 2'"' ^1 p 4'^ ff i Für 

1 ' nterriclitä- und Vor- 
trugsz wecke erscheint 
e« jcdocli erwünscht, 
eine derartige llerlei- 
tung in noch elemen- 
tarerer Form gehen zu 
können, was im folt^en- 
den versucht werden soll. 
Es uiöge 11 zwei 
aaf einander aenkredit 
stehende Eiifte P und Q 
auf den Funkt Ä wirken. 

Wir nekmen als 
Grundsata an» dab die 
beiden Erftfte eine in 

derselben Ebene liegende Reenltanie JR kabeui denn Richtung zwischen 
diojjenigen der KiSfte faUt, und daTs der Winkel x, den R mit P bildet^ 

nnr von dem Va*l^ini8 ^ abhSngt. Femer nehmen wir sn, dals die 

p 0 

Verhältnisse und ^ nicht von der absoluten üröfse der ürül'te, son- 

dem nur von ihrem Terhaltoisse mitiiin von x ablran^. 
Wir können demnach setzen 




lif. 1. 



(1) 



P 



da ja 12 mit Q den Winkel | — ^ bildei 

Wir denken uns nun (vgl. Fig. 1) P und <^ in je zwei Kräfte U 
und V, resp. W und Z aerlegt, und sewar sollen ü und W senkteeht 
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zur Resultante 7? stehen, V und Z in die Richtung derselben fallen. 
Da P und V, sowie Q und W den Winkel o; mit einander bilden, so 
lui man analog (1): 

Multipliziert man die Gleichungen (1) leip. mit der ernten und dritten 
Qleidinng (2), so ergiebt Bieh: 

Demnach sind U nnd W gleieh, und da sie den Pnnkt A in entgegen^ 
geeetster Richtung angreifon, bo heben sie aidi gegenseitig aoH Es 
bleiben also nur noch die Komponenten V nnd Z übrig, welche ebenso 
wie 72 die gegebenen Kräfte enetsen. Da de in der Bichtong yon R 
wirken, so ist 

(S) jß-K+Z. 
Aber ans (1) nnd (2) folgt 



V 

p 



P 2 Q 



d. h. 



Setzt man dies in (3) ein, so erhfilt man 

(4) Ji« = P»+<?«, i2-VP*+<^% 

d. h. die Resultante der senkrecht zu einander wirkenden Kmfte ist 
der Gröfse nach gleich der Diagonale des ans den Seiten F nnd Q 

konstruierten Rechtecks. 

Diese Ableitung ist 
im wesentlichen schon 
▼on Laplace gegeben. 

Bei der Aufgabe, 
den Winkel x zu linden, 
welchen die Resultante 
B mit der Kraft P bil 
det, werden wir ein von 
dem Laplacfscbeu gäuz- 
licli verschiedenes Ver- 
fahren aiiweudeu. 

Wir lassen immlich 
(vgl Fig. 2) anf den An- 
griffspunkt Ä der Kzafte 

Pond Q noch 2 nene Krüfte wirken, derra erste kQ, der Eiaft P ent- 
gegengesetst ist (fiüls k positiT ist), und deren zweite, kP, in dieselbe 




* 
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Bi LinDUjni-Fii.Hte: 



Richtmi<i; f'ilU wie Q. Ist k ne^tiv, ein Fall, der übrif^eiis liier nicht 
besonderu betr.iohtot zu werden braucht, so erhalten beide Zusatxkräfte 
entgegengesetzte liichtimg. Der Gröise nach ist k völlig willkürlich. 

Die Resultante der beiden Znsatzkrafte ist nach (4) gleich y^'P*-f l^Q* 
= kP; sie bildet mit A^P, d. h. mit der Richtuiio; der Kraft den 
Winkel .r, du die Zusatzkräfte IcF und zu einander dasselbe Ver- 
hältnis haben wie P und ^. Demnach Hteht die Resultante kB senk- 
reclit aiif der Resultante 7?. Die (ie8anitrt»sultHnte S aller 4 Kräfte 
i»t nictiis anderes als die Resultante von Ii und kM'j dieselbe bilde 
mit Ii den Winkel 

Die Resultuiiit ji Winkel x und y sind Funktionen der Verhältnisse 
der jedesmal zusammengesetzten zwei ivräite, was wir t'olgcndenualsen 
ausdrücken können: 

(5) ^-^(S. -*(*)• 

Wir könimi nun aber (vgL Fig. 3) die Geeamtreeoltante 8 auch 
dadnreh erhalten, dab wir zanächst die 4 Kräfte P, kP und k Q 

m zwei rechtwinklig aufeinander 
stehenden Eiaftoi 

P — JeQ vatA Q + hP 
Tereinigen und alsdann die Resul- 
tante S dieser beiden Komponenten 
hnstelkm. Mit d«r enten Kraft, 
d. L mit der Richtung ron P, bildet 
wie aua dem Früheren folgt» S dm 
Winkel x + sodala wir nach 
Analogie Y<m (5) haben: 




Die Gröfsen ^ und k 



P 

haben 



eine einfache t^ednietriscbe F^tMii n- 
tuug: Konstruiert man das Rechte* k mit den Seiten und so bildet 
die Diagonale mit P einen Winkel u, tiir welchen wir haben 

(7) 

In dem liecbteck mit den Seiten Ii und kli bildet die Diagonale mit 
JR den Winkel ßj der bestimmt ist durch die Qleichong 



tg«--^. 



(8) 



Digitized by Cuv ^v. it. 



Analytische Ableitung des Satzes vom Paranelogr&mm der Kiifta. 127 
Setst mm (7) und (8) in (ö) und (6) ein, so erhalt maa 

oder w«m wir ^(a) an Stelle Ton if(tg«) schreiben, 

(9) ar==9>(«), y = fpiß), x-\-y = <p{a-\-ß), 
d.h. 

(10) ip(«) + ^iß) ^ <p[a 4 ß). 

Aus dieser Funktionalgleichung ') i>i nun die unbekaimte Fimition (p{u) 
in ganz elementarer Weise bestimmbar. (Vergl. Cauchy: Anaijse al- 
gebrique, Paris 1821, p. 104.) Ziinäcliät folgt aus (lOj: 

9 (« + ^ + y + d + . . .) - 9 («) + 9 0*) + 9 (y) + V (*) + • • •> 
alao, wenn man die m GtSJEmu fi, y, S, alle ^eidi | aetat, 

(11) <p{mi) m<p{i). 

Diese Gleichung irilt zonäclist nur für ein ganzzahliges positives in. 
Wir woUeu jctxt unter m und n ganze pusitive Zahleii verstehen 

and setzen q « ^i, d. h. — tn(. Aus (11) folgt dann 

(12) fp(nv) - m^Ü). 

Aber nach (11) ist fp{nri) = n<p{ii), wodttreh (12) wird 

d.h. 9(^t)-^9(l). 

Hieraus ist leicht zu erkeunen^ dal'ä für einen beliei/igen rationalen po* 
sitiven Wert von fi die Gleichung gilt 

wdehe unter der Annahme der Stetigkeit von 9>(|) auch auf irrationale 
|t ausgedehnt werden kann. 
Hiemach für | « 1: 

(13) 9(1*) - 1*9(1)- 

Nähert aieh ft der Grenze 0, so wird q>{0) »0. hi (10) setsen wir 
jetst u=B + fif ßsat^ fk'y dann wird 

9'(m) + 9(-/*) = 9'(<>) = 0, d.h. 9(--|*)--9»(f^); 
also nach (13) 

(14) 9(- /*) « - ^*9,(1). 



1) Zu einer Funktionalsleicliung derselben F<wm gehugt — wenn aneh in 

völH>^ amierem ZuHamnienhanf,'e und bei anderer Bedeutung der Variablen 
Herr Dartioux in Heiner dem Cours de meeuniiiue voa DespejroUB augehängteu 
>'ote 1: äur la compoitittuii deä lorctiH eu atatique. 
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Wir haben also nach (13) und ^14) für positive und negative Werte 
Ton a 

oder, wenn man 9(l)**a setzt, 

(15) 9(a) a«. 

Naeh (9) und (15) hat man demnach x — a«. Da nun aber für ein 
Terschwindendes P die Resultante R ganz in die Richtui^ von Q Wli, 
also senkrecht snr P-Biehtong steht, and da in diesem Falle aach die 
Diagonale des ans P und Q gebildeten Rechtecks mit Q sasammen- 

fiUlt, so müssen x und a gleichzeitig ^ werden, woraus a — 1 folgt 

Demnach haben wir 

(16) 

Die GlHichungen (4) und (IG) zeigeu, dafs dip Resnltimte zweier senk- 
recht zu einander wirkenden Kraft« P und Q uacli üröfse und Rich- 
tung mit der vom Augrillspunkiti aus gezorrenen Diagonale des lieclit- 
eckfl mit den Seiten P und Q zuaammenfüllt. 

Aus diesem Satze folgt die ZusauimenBetzong von Kräften, welche 
nicht senkrecht zu einander wirken, in bekannter Weise.') 

Berlin, 15. Oktober 1898. 

1) Indem wir die durch den Uerm Verfasaer in möglichst elementare Form 
gebiaehte Herleitong Id» ▼wSffentlieli«!, woUen wir nidit anterlSMen, auf die 

gründlichen Dntersuchungen hiniuweiaeiv die Hen Siacci in Napoli Bend. (2) 5 

ü\i('v (He hei diesen rierleittinj^en zugrundo liegenden Hyi>otlieaen veröffentlicht 
hat. l)ort tinilft wich atieli die Angabe, daln ticr ({ruiulgtdauke de« gewöbniirb 
auf PoiriHun /.urüekgeführten Beweisefl bei d'Alembert zu finden ist (Memoire 
•nr Im principes de m^eaniqne. ffiit. de TAc. 1769). Eed. 
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über emen Steiaerschen Satz nnd dessen Beziehungen zur 
Konfiguration zweier einander ein- nnd nmbescbriebenen 

Tetraeder. 

Von Emil Müllek in Königsberg i. Fr. 

Beim Lesen des 1896 von J. H. Graf" lierausgcgebeneu interessanten 
Briefwechsels zwischen J. Steiner und L. Schlüfli fand ich in dem 
Briefe Steiners vom 22. April 1856 auf S. 203 den folgenden Satz 
ohne Beweii ausgesprochen^): 

,fZieht man in einer Fläche 2. 0. irgend drei Sehnen aa\ 
hb\ cc'f welche ein Paar reziproke Geraden M^N schneiden, so geiien die 
vier SfCftm abe, ah'e% ha'e\ ea'b* durth ekim Punkt d, sowie äSe fner 
Ebmeit a*h'e\ a'&c, b'ac, e'ab durch einen Punkt d% 1>ade Pwßikie liegen 
m der Ilädie F*, md die Sehne dd' «MäM M und N«, 

den Steiner selbst als einen j^chonen'' bezeichneti der aber wenig 
bekannt su sein sokeini Heine Vemratung, dab er mit der Konfigu- 
ration zweier einander ein* nnd nmbesdhriebenen Tetraeder in nabem 
ZoMunmenhange stehe, bestätigte sich bei iwherer Untennichung. Es 
ergaben sieh hierbei, aniser dem Beweise des Steinerschen Satses, 
einige Eigenschaften dieser Konfiguration, insbesondere fOr den FaU, 
dab sie einer Miche 2. 0. ein- oder einer FISehe 3. Kl. nmbeschrieben 
ist, die, wie ich hinterher fimd, asom grölsten Teile bekannt sind^, 
deren ganz elementare Ableitmig aber Ton einigem Interesse sein dflrfte. 
Mittels bekannter Abbildongsmethoden ergaben sich darans zwei mir 
neu ecfaeinende ebene Kreiskonfignrationen. Eine kurze zusammen- 
hangende Darl^ong dieser Dinge ist die Anfgabe der folgenden 
ZeiküL 

Ich gehe Ton dem bekannten Funrlamentalsatze aus, dais die drei 
Gegenseitenpaare eines ebenen yoUstandigen Vierecks jede Gerade seiner 



1) Die Bezeichnung ist ^'«'trcu «las Orit^inal ein wenig gpHnflprt 

2) Vgl. R. Sturm: „Die (iebildü ersten und zweiten Grades der Linien 
geomefarie in aynthetischer Behandlung*' I. T. Nr. 49, 60. Leipzig 1898. 

AfAIr te MUtaMlik «04 Shyttk. in. Btik«. n. 9 
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Emil Mteusj 



Ebene in Pauktepaaren einer Involatioii^) echneiden, den ich aber in 
einer etwas geänderten Form ausspreche: 

1. J<nfe Gerade G in der Ebene eines Dreiecks ahc wird von dessen 
Seifen und von den VcrJnndungslinien ihrer Qegmecken mit irgend dnem 
Ptmkte d' darsdben Ebene in Jhmktqpaaren einer Jnvohdicn geechniUen. 
Wie unmittdbar m sehen, gilt davon aach die Umkehnuig: 

2. BeMeieknm «, ßf y die SdmUpunkte der SeUen [hc], [ca], [ah] 
eines Dreiedis abe mü einer Geraden G s^ner Ebene md a\ ß', y' 
"BwiSAe auf G, die a,ß,y in einer ImoMian entspreeiien, so gdien die 
Geraden [a«^, [bß'], [cy^] dnn^ etnen Punkt. 

Am den Sätzen 1 und 2 folgt tmmittelbar: 

3. Werden in ziivi Ebtmn mit der SdmiUlinlt' G die Dreiecke 
ahc und a'h'c' so angenommen, dafs, wenn cCfß,y und a',ß\y' die 
h(zi<(fliilirn Schnittpunkte der Dreiecksseiten mit G bezeiehmu, [«"'], 
\ßl'\j iyc'J durch einen Punkt d gdten, sv gehen auch [a «J, [ß b\, 
[y'f] durch einen l'unkt d'. 

Denn ziii'nlj^e (Iff Annahme sind nach Satz 1. aa', ßß\ yy' Punktepaare 
eiuer liivolution, e>i ^;o]ieu daher nach »Satz 2. die (ieraden j.« a], lP^]r 
j_y'c] durch einen l*uukt. 

Dies ist der Beweis, den Möbius für die Existenz zweier einander 
ein- ujiil unibesehrie])eneu Tetraeder oder, wie ich kürzer sagen will, 
zweier dupfudt umst i i n iiciicn Teirai dcr am Schlüsse seiner Abhandlung: 
„Kamj von zwei ilrtiseitigeu rauiiiien etc.'' im J. f. Math. 3, 278 — 276, 
18:^8*) andeutet, und den Cayley im J. f. Math. 34, 1847^^ ausgeführt 
hat. abcd ist das eine, a'h'c' d' das andere Tetrnefler. 

Nennt man Genfeuecken zweier d()j»{)elt njM8<'hriel>enen Tetraeder 
jede Ecke des einen und die iu seiner j^p^enäherliegeudea Fläclie 
liegende Ecke des andern, so sind aa , bh', cc\ dd' Gegeneckenpaare. 

Dem bt einer eehen Satze der folgende, leicht beweisbare 

Satz zugrunde: 

4. Werdest die drei nicht in einer Ebetie liegenden Strecken aa', 
bb', cc' von zwei Geraden M und N harmonisch geteilt, so gehen die 
Ehermi \ahc\, [ab'cl^, [a'fcc'], [a'6'c] durch einen Punkt d' und die 
Ebenen [a'6'c'j, \a'bi-], |a6'c], \abc'\ durch einen Punkt d. 

Da nämlich a und a\ b nnd b\ e nnd e* entsprechende Punkte der 



1) UDter einer „Livolation'* soll hier stete eine «,qiiadratud>e Infolation'* 

veratanden worden. 

2) Oes. W erke BtL I Ö. 441—446. 

3) Math. Papers I Kr. 55. 
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dnrcli Jlf und jrbMftiminiai windschief«!! InTolntion^) sind, 90 mfiBsen 
die beiden einander entsprechenden Ebenen [ahe] und sich in 

einer selbetentaprechenden Geraden G admeiden. Beaeichnet man mit m 
mid n die Pünkte^ in denen O die Geraden M und N irifft^ lo werden 
die auf 6r liegenden Paate einander in der windediiefen InTolution 
entsprechender Ponkte Ton mn harmonisch getrumty bilden also 
eine PnnkfcinTolution. Solche Punktepaare sind aber die Schnittpunkte 
tt,^Y ^%ß\y' ^ Dreiecke ahc und a'dV mit O. Nach Sats 2 
gehen dann die Geraden \aa']f \hß% [c/'] durch einen Punkt and 
die Geraden [a'a], [b'ß], [e'y] duieh einen Ponkt d. In d und d' 
•ehneiden sich mithin die im Satae angegebenen Ebenen. 

Nach dem bei Satz 3. Erwähnten sind aa\ hb', ce', dd' Gegen- 
eckenpaare zweier doppelt umschriebenen Tetraeder. Man kann also 
anch folgenden Sata auasprechen: 

Drei Paare in ekier «fwubukiefeM InvahtUon einander enispredtender 
Bmkk sind OeffenedBenpaare Kmier doppdi umachriebenen Tetraeder. 
Das vierie Gpjfeneekei^paar vi dadwrdi eindeutig hesdmmt und Unear 
hmsbruierhar. 

hisbesondere bilden drei Punkte und die durch Spiegelung an einer 
Geraden daraus herrorgehenden drei Gegeneckenpaare sweier solcher 
Tetraeder. 

Ton Satz 4. gilt auch die Umkehrung: 

5. Liegen die Punktepaare aa*, hb\ ee* dera/rt, daß die JSbenen 
[ahc], [ah'c'], [a'be'], [a^h'ejf dunA denae^ten Ftmkt gdien, 90 sind sie 
enispreckende Punktepaare einer windsthiefm InvoUiHen. 

DeTill haben G ^ [ahc ' a' h' c'\, a,ß,Y, (^',ß',y' dieselbe BedeuLuu<; wie 
frülier. und bezeiclmet msiii deu Schnittpunkt ih-r im Satze uuttreteudeii 
Ebenen mit d', so gehen dnreli ihn die Geraden [aa'J, [^J' |- 

Zufolge Satz 1 sind aa', ßß', yy' Punktepaare einer Involution, deren 
Doppelpunkte m und n heifsen mögen. Legt man nun durch m 
bezw. II die [aa'] und [pb'] schneidenden Geraden M bezw. N, so 
schneiden die yier Geraden [ah], M, [a'h'], N auf jeder der drei Ge- 
raden [otmJ = Gf [aa'] und [hh^\ Tier Punkte von demselben Doppel- 
verhaltnis ans.- Das Doppeherhältnis auf G (yt^^^tV t*^) ^ 
tnoDisch, ea mHasen mifliin alle haimcmiwsh aon, d. h. a und a', sowie 
h und b' werden von M und N harmonisch getrennt oder sind ent- 
ipreehende Ptokte in der dureh M und N bestimmten windschiefen 
luTolution. Da jedoch « und a, ß und ß' entsprechende Ponkte 

1) So soll mit R Stnrm (wLiniengeometrie** I. T. p. TO) eine geidiart- 
nmlntaniclie KoUineation genumt werden. 
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dieser Involution sind, so rnuis liem 1 'unkte als Schnittpunkt, von 
Iba] mit [aß\ der Schnittpunkt von [//«'] mit [a'^l, d. i. der Punkt c' 
entsprechen, womit der behauptete Satz bewiesen ist. 

Er kann otFenbar auch in folgender 1 < rni ;ius^^( s()rochen werden: 

ü. Die Geijemchni ^n rirr iloppdt nni.sciiri(bnicn letnieder sind stets 
entsprecfwnde Funku- in enur uimisi lilr/ht hiioitUton.^) 

Die Sätze 4 und 5 kann man auch in den einen zusammen&SBeii: 

7. Damit die Punldepaare aa\ hb\ cc' einander in eitler wind- 
schfff'fn Involution entsprcchm, ist notfemdirf totd hhircirliend, dafs die 
vier Elmmh \a,hc\, \<ib'c'\, [«'/jc'J, \a'b'c\ durch rimn Fitnli flehen, 
oder dafs sie Gegetiteken zweier doppelt unischriehenen 'Jrtraaler sind. 

Seien jetzt wieder, wie heim Satze 1, abed' ein vollständiges Viereck 
und ««', ßß'^ yy' die durch (hisselbe auf einer heliehigen fJeraden G 
seiner Ebene bestimmten runk.te|)aare einer Inv(duti(tn; dann schneiden 
liekanntlich die dem Viereck umschriebenen Kurven 2. 0. auf G Punkte- 
paarc derselben Involution aus. Umgekehrt lülst sich leicht zeigen: 

Jede Karre 2. 0. K, die n,h, r und ein PutdcUymar xx' der 
von ilem Viereck abcd' ow/* Cr besiimmten Involution enthält, geiU auch 
durcJi d'. 

Die Involution auf (9 ist nämlich durch xx' und etwa ««' bestimmt. 

Angenonimo!) nun, K schnitte [aa'^^ in r/,', so müssten \hd[\ und \ed\^ 
0 in deujenigeu Punkten, welche ß und y in obiger Involution eut- 
«prechen, also in ß' und y', treffen, d. h. d\ fallt mit d' zusammen. 

Aus dem Satze 8. und der ihm v(»rausgehenden Bemerkung schüel'st 
man unmittelbar auf die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

9. Seien wie im Satze .->. die hfub'u FH)dd<jrü})pen abcd und 
a'b'c'd' gegeben, und legt ))i<n} d>o-<l> 'ih/ul' ir<jen<{ rinrn Kegehehnitf. 
so giebt es immer einen Ket/rlsthndt durch a'b'c'd, der 6r in dens^bm 
Funkten tri ff t uic der durch abcd' gelegte. 

Nimmt man nun, was immer möglich ist, die 7 Punkte n,h^r^d,a',b'fC' 
auf einer beliebigen Fläche 2. 0, an, die aucli eine Kegelfläehe sein 
darl, und wählt als Kegelschnitt durch a',b',r\d den Schnitt der 
Ebene [«'ft'c'l mit F^, so liegt der zugeliörige Kegelschnitt durch 
a,bfCfä' ebenfaliö auf i'", da er mit ihr die Punkte a,b,c und die 
beiden auf G == [abc ■ a' b' c'\ liegenden Schnittpunkte gemeinsam hat. 
Punkt d' liegt mithüi auch auf F^. Da in dieser Koniiguratiou kein 
Punkt auageseidmet ist, so kann man das Kj gebnis folgeudermafsen 
anasprechen: 



1) Auf andere Art ist dm Sali bewieiea bei B. Stncm a. a 0. p. 69. 
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10. Die Eckpu nMe Bieeier doppeU umsduriebenm Tetraeder baOee» 
die Eigensehaft, dafs jede Flädte 0., wddifi ämh 7 der jPunkte 
gt^f auA dim^ den adiien gdU; sie hOden tdso die Qrtmdpmütte eines 
BiMels vm FUkiien 0, 

Der duale 8alB lantefc dann: 

10'. Die Flächen zweier dojppelt umschriebenen Tetraeder besitzen 
die Bigmschaft, dafs jede Flädte 2, EL, n/ddie siebe» der Ebenen he- 
rOhrtf au(h die adik herUkri; sie hUden atso die Grundebenen einer 
St^arachar von Flächen Z JTLV 

Diese beiden Ktse könneii ancli in der foIgeDden, später zur Yer- 
irendxmg kommenden Form ansgesproclien werden: 

11. Legt mnn auf einer Fläche 2. 0. (inshesmidere mich einer 
Kegelfläche) durch einen Punkt 4 Kegdscknitie, so schneiden sie sich 
in 6 FmdOen, wm denen vier mal je drei in neuen Ebenen Ueffen. 
Die Sdimtle dieser Ebenen mit der Fläche gdien dmn dmdk densdJbm 
Fnnkt. 

11'. Legt mm cm eine Fladie 2. Kl (mAesondere an eine Kurve 
2. Kl,) dimk eine TanffenUdMtene 4 TangenHaUkegd, so haben sie 6 
u/eitere gemetnsdtafUv^ Tangentiailebenen, von denen vier maH je drei 
durA neue Funkte g^en. Die Tangentiedkegd aus diesen Funkten an 
die Fläche (Kurve) berühren dieselbe Ebene. 

VLi Hilfe des Satses 8. lälsi aich der eingangs angefDlixte 
Steinersche Sata beweism. Nimmt man nimlicb die Geraden M 
und N als reziproke Polaren einer F* an, die keine EegelflSche sein 
dar^ und wählt auf dieser die Ptanktepaare aa% hb% et* derart, dafs 
ibre Yerbindungslinien Jf and schneiden, so entsprechen diese Punkte- 
paare einander in der durch M und iV bestimmten windschiefen LiTO- 
hltioo. Nach Satz 4. schneiden sich dann die beiden Gruppen von 4 
Ebenen in den Punkten d und d'. Es ist nur noch zu beweisen, dafs 
diese beiden Punkte auf K- liegen. Das folgt aber aus dem Hilfssatze 8. 
Demi die in den Ebenen [a6c] und \ah' c"\ liegenden Kegelschnitte 
von treffen G = \a\)c. ah' m denselben zwei Punkten, die in der 
windschiefen Involution einander entsprechen: daher liej^t d' \\\\{ dem 
Kegelschnitt [aftc] und d auf dem Kegelschnitt i^a'6'c'J von F^, Da- 
mit ist der Stein ersehe Satz bewiesen. 

Eine durch zwei reziproke Polaren einer aligemeinen F' bestinunte 
windschiefe Involution transformiert F^ in sich selbsi Die eben be- 
trachtete Involution transformiert zugleich die beiden doppelt um- 



1) Vgl. B. Sturm a. a. 0. p. 66. 
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schriobonou und der I'' i'inf(OHchrie})»'riHn Tetraeder ahcd und a'h'c'd' 
in einander. Es soll nun unteraucht werden, ob es zu zwei doppelt 
nms('hrie1>piipn Tetraedern immer eine die Fläche in sich selbst trans- 
formierende windschiefe Involution giebt, in der die liegenecken der 
beiden Tetraeder einander entsprechen. Vorerst erkennt man: 

12. Eiiir I- in sivJi seihst transformierende witulschiep Involution ist 
durrh -!rci J^aarc etUsprechmthr Punkte aa' md bb' auf F* eindeutig 
bestimmt. 

Da njimlich die Achsen einer solchen Involution reziproke Polaren 
bezürflich F' sind und die Geraden [ao'], 1^^'' ] schneiden, so müssen 
sie aucli deren Polaren schneifleii. Sucht mau nun .dasjenige Geraden- 
paar N. das [aa ], [bh'\ und deren Polaren schneidet, .so sind es 
zwei reziproke Polaren von 7^; denn da M die Geraden [66 J 

und deren Polaren sclineidet, so muls die Polare von M dieselben Ge- 
raden schneiden, also mit ;V identisch sein. Dies sind daher die Achsen 
der «resuchten Involution. Der Fall, dals die beiden Geraden AI und 2i 
xusanimenfalleu, kann hier nicht eintreten. 

Ferner gilt der Satz: 

13. Legt nmn durch einen beliehiym Punkt einer alltfemeifmi 

4 Ebenen, so schneiden dir Orfjrnlantmjxiare dieses tfoUständirirn Vlrr- 
flachs in 3 Funktepaaren einer windschiefm InvduUon, deren Achsen 
reziproke Polaren von F^ mtuf. 

Bezeichne f/ den Scheitel des V^ierflachs und na', bb', cc' die Schnitt- 
punkte seiner Uegenkantenpaare mit F^. Durch na' und hh' ist nach 
Satz 12. eine windschiefe Involution der angegeJjcnen Art oestunmt; in 
ihr wird dem Punkte d ein Punkt <l' von F^ entsprechen. Zufol|:re 
des Steinerschen Satzes, angewandt auf die Punktepaare aa', hh', dd' 
sehneiden sieh die Ebenen [a'bd], \ab'd\, \ahd'\ in einem 

Punkt von F^ und die Ebenen \ahd], fa6'rf'J, [«'&(/'], [ab'd\ in dem 
durch die InTolntion zugeordneten Funkte. Diese beiden Punkte liegen 
Aber in den Gegenkantenpanren \a*hd'ab'd\ und \abd'a'h'd\ unaeres 
Yierfladlis, sind daher mit e und e' identisch, cc' gehören also mit 
aa\ hV and dd* derselben LiTolution an. 

Da die Ebenen \a'b'd'^^ und [abd'^t irie wir ebra sahen^ durch e 
und die Ebeneii \aVd'^, Ya'bd'] durch c' gehen, so kann man auch 
sagen, die vier Ebenen [a'&'c], [abc], [a&'c'], [a'bc] gehen durch den 
PimktJ', wührend die vier Ebenen [a'tc], [a6'c], [a6c'], [a'b'c^ durch 
den Punkt d gingen, aa', hh\ ee', dd' bilden daher die Gegraecken» 
paare zweier doppelt nmachiiebeiiflii mid F* eingesohriebenen T»> 
tfaeder. 
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Sind umgokehrt zwei solclu* Tetraeder pfe^eVien, so gehen durch 
jeden Erkpmikt. z. B. durcli (/^ vier Ebenen: die Gegeueckenpaare des 
durch sie bestimmten Vierliachs treffen JP* in Punktepaaren aa', hb', cc, 
die nach Satz 13. mit dd' einer windschiefen Involution angehören, 
deren Achsen reziproke Polaren von F- aiud. Daher der Satz: 

14 Thr Grijt'ntcken 7irc»n- doppelt nmschriebeneti loid einer JF* ein- 
'/u^ihntbenin Tetraeder cnisprtxhen einander in einer hestimmfen wind- 
schiefen Involution, deren Achsen reziproke Polaren von sind.'^) 

Denken wir uns jetzt F- als Kuifdllächc uiui bilden sie stereographisch 
auf eine Ebene ab, «o entsprechen je zwei l'uukten auf jP*, die in einer 
durch zwei reziproke Polaren von F' bestimmten, windschiefen Invo- 
lution einander zugeordnet sind, in der Ebene zwei Punkte, die in einer 
Mobiiisscheu lüvulution eiuiiuUer zugeordnet sind. Von den beiden 
Achsen der windschiefen Involution sclmeidet nämlich eine, etwa Jlf, 
die Kugel in zwei reellen sich selbst entsprechenden Punkten. Nennt 
man ilm stereographischen Projektion«! m^f m|, so entspreehen je 
zm zugeordneten Punkten der Kagal in der Ebene zilrei Pnnkte, die 
mit Ml , n», auf einem Kreiee liegen und Ton ihnen hamonisch getrennt 
werden- Dae iat aber die Ton Mdbins*) ale Iwookfikn «» der Ebene 
bezeichnete Verwandtschaft. 

Dies berfii^ichtigend acUieTst man Ton dem Satse 13., indem man 
die aterec^n^liisehe Projektion der entsprechenden Figur (vgl. Beweis 
dee Sataes 18.) in Betraebt lieht^ anf die Riehti^eit des folgraiden: 

15. Le^ mm m der Ebame durd^ eine» FunH d vier JSreisef so 
sdmeiden sie sidt in drei FmnkiqMunren einer Jfö&NtöscAai LwchMon. 
Ums^reibi man femer den vier entsidiendenf von KreiAogen gebildet 
Ikeiseiten Kreise, so seftnetden skh diese in dem d eniii^rtdiendm 
Fwßikte d'.') 

Sdblielelieh aoOen ans den beiden Sateen 11. nnd IL' mittels der 
▼on W. Fiedler in seiner „Gjklographie''*) gelehrten Abbildong 

der Punkte des Raumes auf die Kreise einer Ebene zwei Sätze über 
letztere abgeleitet werden. Diese Abbildung besteht bekanntlich darin, 
dafs man jeden Punkt dee Raumes als Spitze eines Rotationskegels 
betraobtet» dessen Erzeagende gegen die Ebene unter 45^ geneigt sind, 



1) Vgl. den etwM allgemeineren Sat« bei Sturm a. a. 0, p. 69. 

2) „Über die Involution von Punkten in einer Ebeae". Ber. d. aKcbs. GeseUsdi. 
d. Wisaensch. 5, 186.3. = Hp« Werke 2, 8. 221 u. f. 

8) Möbius: „Die Theorie d. Kroisverwandtflchaft in rein geom. Darstellung^' 
AbiL d. rikhs. GeMUtehaft d. W. 8, 1866 | 47, 9. » Oes. Werke S. 814. 
4) Leiprig 18». 
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imd den öchnittkreis des Kegels mit der Ebene als Abbild der Spitze 
ansieht. Damit auch jedem Kreise der Ebene nur em Bamupunkt 
entspreche, belndite ich die Ereise ab ffirimUerf, d. h. idi denke mir 
mit Lagaerre fltr jedeoi ^eis (durch «neu Fftil) eaurn Vmlanfiiüm 
festgelegt and ordne die Ereiie mit dem einen Sinn den Ponktoi ober- 
halb, die Sreiae mit dem en^egengeaetitai Simi den Punkten miter- 
halb der Ebene zu. Zwei orientierte Ernae aollen mur lyberfllirend'' 
heifaen, wann aie im Berflhmngepnnkte anch die gleiche Bichtong be> 
aiteen. Wendet man nun auf den einem bdiebigen orientierten Ereia ji; 
der Ebene sagaordneten Kegel den Sets 11. an nnd bildet die Punkte 
durdi orientierte Kreiae nh, ao gelangt man m folgendem Sata über 
crtmUerte Kreiae: 

16. Legt ma» an emm JSjreb, der h herühH, vier herShrende Jt«vt«^ 
so gieU es su je meeie» vm Urne» «tocfc eitlen sie md h benikrenden 
Kreis. Unier den aecft« auf diese Art erhaUenen JEmsot befinden aieft 
vier Tr^^f deren jedes atifser k leinen der schon gezeichneten Kreise 
als etveiten gemeinsclmftlichen Berührungshreis hmt^ daher einen solchen 
neuen Kreis Jx.sfimmt. Biese vier Kreise mm werden samt k von einem 
imd demselben Kreise berührt.^) 

Den Satz 11' wend^ wir auf denjenigen Kegelachnitt der unend- 

licli fernen Ebene an, der von allen die Zeichenebene unter 45'* schnei- 
denden Ebenen berührt wird, indem wir beachten, dafs jede solche Ebene 
in der cyklographiachen Abbildung eine orientierte Gerade beatimm^ 
uäiiiiich die gemeinschaftliche Tangente aller orientierten Kreise, die 
den Pimktfln der Ebene entspreclien. Wir ^elanrren dadurch zufol^^dem 
Satz über orienüerte Geraden und Kreise in der Ebene: 

17. Legt man an eine Gerade berührend vier bdiärige Kreise, so 

hahefi sie secJis weitere gemeinschafttiche Tangenten, vm denen vier nud 
je drei rinm tmien Berührungskreis besitsen. Diese vier Kreise hervkren 
wmer eim und dieselbe Gerade.') 

Kdnigtiherg i Pr. den 26. Januar 1900. 



1) Pieper Satz iHTHt sicli noch verallj^emeincrn. Er gilt nämlich auch dann 
noch, wenn statt der k benihrenden jKreiBO solche gelegt werden, die k unter 
einem beatinunten Wiukcl schnoiden. 

9) Auf anderem Weg« habe idi den Sets abgeleitet: JMe Geoaratrie orien- 
tierter Kugeln^ § 6, p. SS», UonatiL f. Math. u. FhTi. 1898. 
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über die Torsion der geodättsehen Lüden dnrcli einen 

FUlclienpiuüct 

Von EovRAD ZiNDLEB in Innilmiek. 

Betrachtet man alle geodätisohMi Linien, die durch einen re^pilaresi 
Flächenponkt g«hen, bo kann man nach der Beziehung fragen, die 
zwischen ihren ersten oder ihren zweiten Krümmungen besteht. Die 
erste Frage wird durch den Eulerschen Satz erledigt; die zweite 
wollen wir auf einem für Vorlesungen geeigneten Wege mit möglichst 
einfaf-hen Mitteln hoantworton, n}>frleifh sich unsere Oeichung (0* RUfli 
aus D uboux, Theorie dos surfaces, Bd. II, S. 388, Gl. (4) durch 
Spezialisierung crgolipn würde. 

Wir setzen voraus, dafs der Ursprunir eines rechtwinkligen 
Systems erster Art in den betrachteten Flächoupimkt fällt, die r- und 
die ^Ach«je Tangeuten der Knlmmnngslinien sind. Für eine aul der 
Flache ge7.(»gene Kurve betrachten Avir die Bogenlänge 6 als unab- 
hängigen Paiameter; die gestrichelten Symbole bedeuten stets Ablei- 
tungen nach 6. Die i lachengleicbuug setzen wir in der Form Z'=f(x,y) 
voraus. Dann gilt für jede Kurve auf der Fläche bei der üblichen 
Bezeichnung der partiellen Ableitungen: 



(1) + 

(2) - + ?Sf" + J»'aj' + ff 

(3) 2:0; »=1, 

(4) £x'x"^0. 

Ist insbeeondero die Ennre eine geo^tisehe Linie und beseichnet man 

= y Ä — y s , Q g X —2 x , Ii ^ x y — x y , 

so gilt: 

(ö) Pp+ Öj-i2-0, äI»o 

(6) Pp' + Qg' + P'p + ^'ff ^ - 0 . 
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Fflr U reduzieren sich dieee Gleichungen der lieibe nach auf: 
(U) #'-0, 

(2a) *"= rx'* + ty"^ (Eulerecher Sate), 

(3a) , 2:'* + y"=l, 

(4») arV + yV-O, 

(5a) -.yV + xV-O. 

Aus den letzten drei Gleichungen folgt fOr üi 

(7) a."-y"-0, 
und hiermit: 

(6a) y"'x - *"(' - r)x'tf\ 

Der Ansdrodc der Torsion einer Raomkimre ist: 

wobei 

it' *' 
D- «" y" 

a?"' y'" 

Für den Punkt ü einer geodäÜBchen Linie reduziert &t sich also auf: 
(8a) r - * y 

oder mit Bfl<dcsicht auf (6a) auf: 

, - (I ^ r)«y . 

Führen wir nocli den Winkel w ein, den die Tangente der geodätischen 
Linie in U mit der -Achse bildet, so wird: 

(9) c «-i (< — r)Binfi>cosa>. 

Ll Nabelpmikten haben alle geo&tisehen Linien einen Undnlationa- 
punlct; wenn wir yon diesen Punkten absehen, können wir fBr ellip- 
tische Punkte stets Toxaussetsen 

r<*<0, 

was darauf hinauskommt, die ir-Achse in die iinfsere Flächennormale, 
die a*-Achse in die Ri«*htnng der stärksten Krümmimg zu verlegen. 
Dann ist x im ersten Quadranten positiv; die geodätischen Linien sind 
also hier rechtsge wunden.^; Die leicht im Gedächtnis zu behaltende 



l) Nach der Terminologie der Maschinenlehre; in der theoretischen Geo- 
metrie iii die fienidurang hftafig umgekehrt 
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Fig. 1 TennBehaulicbt diesen Umstiind. Es sind sowohl die Indica- 
trix als zwei geodätische Linien des Punktes ü von der AuJlMnaeite 

betrachtet und auf die Tan- 
gentialebene projiziert. Ist 
die Flürhe in U nr^rativ ge- 
krüniiiit, so können wir vor- 
aussetzen: 

t>Q>r. 

WUilaii wir die Lidieatriz 

auf der positiTen Seite der 
J-Adiae, so hat die Fig. 2 
ftr hyperbolische Punkte eine 
analoge Bedeutung wie Fig. 1 
für elliptische Funkte; der 
schraffierte Teil ist der 
Fläch enstreifen zwischen Be- 
nibnmrfaebene und ludieatrix. 
Der Fall der parabolischen 
Punkte ist als (i renzfall ^ifr 
elliptischen leicht zu ül>er- 
sehen. 

Bezeichnet man mit T 
den für w = 4.0'^ hervor- 
gehenden grofsteu Wert von wit.i. 
T, 80 geht (9) über in: 

7»Tsin2fi). 

Zählt man audi noch den Winkel von d«r Kichtung der stärksten 
Toiaion, also 

© — « + 40'», 

80 wird: 

(10) T-7eos2<r. 

Sind fr, nnd /;.. die Krüramungen der Haujitschnitte, k die eineä be- 
liebigen Normalschnittos, so geht (0) über in: 

V <- (X^ sin o ooe o 

ferner v2a) in: 

k'^kg sin'o» + A^ioos'oi 

oder in: 

Ä =» ^1 -f (^j — kl) cos' w = Ä j -j- (/fj — ifej) sin* Of 




also 
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womit wir den Satz erhalten, den Herr Komm ereil vor kurzem in 
dieser ZeitBchrift mi^;eteiit hat, der ttbrigens in der Gleichmig (8) aof 




ng.s. 



S. 258 Ton Knoblauchs „Einleitong in die allgemeine Theorie der 
krummen flachen^ enthalten ist. 

Ss ist bemerkenswert, dafo die Verteilung der Torsionswerte auf 
die verschiedenen Richtungen TOn der Form der Indicatrix unab- 
hängig ist. 
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Von W. Fe. Meyer in Königsberg, i. P. 

Nach dtm Fermataehcai Satze iat für jede m einer Prinuwhl p 
teilerfremde ZaU a die DifferenB o'" ' — 1 durch p teilbar. FOr welehe 
Zahlen a findet eine Teilbarkeit durch höhere Potenzen Ton p statt?') 

Indem wir znnadut das Quadrat Ton p als Modul in Betradit 
aaehen, zeriegen wir die p(p — 1) zn jp' teilerfremden Zahlen, die < jp' 
sind, in diep— 1 (hupten, a-^ ßp(a ^1,2, p — — 0, 1, "yp—l), 
wo die p Indiriduen, die zn einem und demselben a gehören, alle 
mnJ. p kongruent sind, dagegen je zwei, zn zwei Tenchiedenen a ge- 
hörende Zahlen mod. j> inkongment sind. 

Es soll bei festgehaltenem o die Zahl ft so bestimmt werden, dafs 
(a -f f^py ~ * — 1 > oder, was aul dasselbe hinaoskommt, (a + (ip/ 
— (a + durch p* teilbar wird. Nun ist'): 

(1) {a-^i^py^o^ + vp^, 
andererseits nach dem Fermatsehen Satze: 

(2) — a + Xp, 
somit: 

(3) (a 4- upy - (a 4- fip) = (f* - A);> + vp*. 

Die rechte, also auch die linke Heite ist mindestens durch teilbar, 
wenn ^ = A (mod. p), sonst mir gerade^) durch p teilbar. 
Demnach gilt: 

(A) Unter den zu p^ teilerfremden Zahlen der Reihe 1, 2, . . ., p'' 
befinden sich p — l, moeLp mhongruetUe, durch (2) repräsentierte Zahlen 



1) Weitere Litteratnr über diese frage a. bei P. Bachmann: Encyklopädie 
der math. Wim. I p. 669. 

S) Unter 2, . . and ganssahlige Faktoren m ventohen. Über den Onmd- 
gedanken der Entwieklung s. Dedekind: 8iq>pl' ^ m Diriehlets YoilMiuigeii 
Aber Zablentbeorie. 

3) Ein Aoadrack heifsi „gerade" oder „genau" teilbar durch j)', wenn/»' 
die h<iehiie Pi^enz von p bezeichnet, die in ihm. ao^eht. 
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l a t- Ip^ für die ^ — 1 durch mindestens p' teilbar wird, während 
für die übrif^en p{p — 1) — — 1) (j> — ■ 1}* Zahlen nur eine ge- 
naue*) Teilbarkeit durch p stattfindet. 

Bezeichnet man die letzteren {ji — 1)' Zahlen wiederum mit a, 80 
las«pn sich die p^(p — 1) zu teilerfremden Zahlklassen repräsentieren 
durch die (iruppen a -\- stp*, b + p|>'(-T, (> = Ü, 1, . . J) — 1). 

Für i]^;end eine Zahl aas der eisten Onippe gilt: 
(4) (a + np*y - + Ol»», 



(6) t^^ü'^-kp (k 0 mod. p), 

alao: 

(6) (a + 9t - (a + «11^ - jfcp + © 

Somit findet für diese — 1)* Zahlen a -f ;r;r eiue genaue Teil- 
barkeit von (o -|- — -f- ?r;>^) durch p statt. Dagegeu ergiebt 
sich für die p{p — i) Zahlen b -}- (fp^ der zweiten Gruppe: 

(7) (p-^9p^^bf-i-up*, 

andererseits gemiss (A): 

(8) l^^hi-vp', 
also: 

(9) (b + Qp^ ^ (6 + Qp') = (v - p) p« + »ry. 

Dann und nur (i;mii, wonn p p imod. findet Teilbarkeit der 
linken Seite durch mmUeäteuä äiait, auderufails nur eine Teilbarkeit 

gerade durch 

Bezeichnet man die ersteren - 1 Zahlen b -\- gp' mit C, so hat 
man für ir<rend zwei dieser Zahlen Cf c', die den Zahlen 6, 6' ent- 
sprechen mögen: 

(10) e'^b +QY, + 
somit: 

(11) «'-c-6'-6 + <yi)% 

worans nnmittelbar folg^ dab aneh die Zahlen e\ c mod. p inkongroeut 
aind, da es gemab (A) die Zahlen b', b sind. 

Somit gilt: 

(B) Unter den j)^ (p—l), 7.\x teilerfremden ZahUdassen mod. |>* 
hefinden sich p(p~iy, fOr die dB'*'"* — 1 gerade durch p, ferner 



1) EijD Ausdruck heifst ,^r«de" oder ,^iiaa^ teilbar durch p*, wenn die 
hfldiflte Polem tob p bessidinet, die in üim anseht 
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(j» — 1)', für die ' — 1 gerade durch endlich p — l, ntod. p in- 
komgruenU ZahUdassen, fOr die x^~^^\ mindestaiifl durch ^ teil- 
bar wird. 

Durch TinTollstäiidige Induktion wird man so zu folgendem allge- 
meinen Satze gefuhrt: 

/. TJntn- dm p" ' (p — 1 ), zh ])" ieilerfretnden Zaldklassen^) mod. jp" 
beenden sicJt resp. p" ~ ' (p — 1 )*, }>" ^(p— 1)*, • • pHp ~ (P ^ 
für die x^~^ — l yerade dnrr}> resp. j), |)', . , ., j)" ~ ^ teilbar wird, 

während für dk noch ühfujin jr> — 1 Zahlkla^sm, die alle zu ein- 
ander mod. p itikmi<prueni nind, xf~^~ 1 mindedetu durch p' teil- 
bar mrd. 

Der Beweis wird durch vollstäinliL''' Induktion geführt. 

Gesetzt, der Satz sei richtig für tien Modul />", so sei a,(»<n) 
eine der + (7) — 1)' Zahlen, für die xP"^ gerade durch j/* teil- 

bar sei, d. h. es Bei für eine festgehaltene dieser Zahleu a^: 

(12) af - kp\ k^O (mod. p). 

Man betncbia die Gmppe der p Individnen + t^p', f» =^ 0, 1, 
. . ., p — 1, Dann wird: 

(13; («1 + l^P'y « af -f vjj- + *, 

alao mit Bfickaieht auf (12): 

(14) (a< + pp^y = a< + kp' + vj)» + » 
und demnach: 

(15) (a, + iip^y - («, + f*j»«) - - + vp^+K 

Da aber k nieht teilbar dureli p ist, und t < so ist die linke Seite 
▼on (15) wiederum gerade durch pf teilbar. Ana dm p*^^+^^ (p^^V 
mod ZahlkhwBen a, gehen daher p.p*-i*+n {p — l)« «=|^+i-<#+i) 
{p — ly mod pF+^ nmo, an pF+^ teileifiwmde Zahllrlanwm herror, für 
die gleidifidlB x'"^— 1 gerade dnrch pf teilbar wird. 

Ist dagegen o» eine der jp — 1 ZahUdassen mod. jj", fllr die ' — 1 
mindestena durch p^ teilbar wird: 

(113) a^-a + Aj^, 

1) Au« Glcickang (15) des Textfs poht unmittelbar hervor, dafs, wenn x**""' — 1 

fOx eine Zahl u gerade dtirch p' teilbar int, dies auch tür alle Zalilun der zu 

« mod ])" gehörigen Zahlkla.sM' pilt, und eb^iiHo auch, wenn x^~^ — 1 miiidesteuo 

durch p" teilbar iat. Die eümtlicbeu Zaiilklassen de« Satzes I lassen Hieb auf 
Offimd dM Saftws n e^litite Unsehnibm. 
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80 betiachte man d'w Gru])pe der p IndiTiduen o» + 0, 1, 

...fP—1, dann ergiebt sich: 

(17) (on + iiffy - a; + jr|i»+ s 

also mit Kücksicht auf (16): 

(18) («. + - fl + Aii^ + «j»"+s 

imd somit: 

(19) (a, + np^'Y - (o, + tip") = (A - + -tp" + \ 

Mithin findet fttr die linke Seite von (19) eine Teilbarkeit gerade 
dnrch statt, wenn ^ ^jp A (mod. p), dagegen eine solche durch tamr 
destenB + ^, wenn ^ = X (mod. p>) gewählt ist. Demnach gehen ans 
den. |i — l Zahlklassen mod. p" einmal (p — 1)* neue, zu ^"+^ 
teilerfremde Zahlklassen mod. ]>" + ' liennr, für die j-p — ' 1 gerade 
durch ^>", sodann alxT — 1 neue, 'in />" ^ ' toilert'n^indo Zahlkiassen 
(i„ _j_ , mod. p" + ^, für die ~ 1 mindestens durch p^ + * teil- 

bar wird. 

Endlich gilt für irgend /.wei dieser letzteren Zahlen a^+i, f*m + if die 
den Zahlen o«, a,^ entsprechen mögen: 

ako: 

(21) o^^ 1 — a, + i = — tt« + v/)". 

Da aber nach YoranBBetnmg — o« nicht teübar durch p iat^ 
kann es auch 0^^1 — 0^-1-1 nicht sein, d. h. die p — 1 Zahlen 0^4.1 
lepraaentieren gerade die |> — 1, mod. p inkongruenten and an p 
primen Zahlkiassen, die es überhaupt giebt 

Hiermit ist der Sats I ToUsiSndig bewiesen. 

Aus der Herleitong dee Sataee entnimmt man aber anch unmittel* 
bar das Kriterium daflb, dass fBr eine beliebig Torgegebene Zahl A 
— 1 geiade dnrch eine «** Fotens Tonjp teilbar ist, und daa 
Mittel, diesen Exponenten t zu finden. 

Sei wieder o irgend eine der p — l Zahlen 1, . . p — 1, sO ist 
nach dem Ton Euler er weiter ton Fermatschen Satae: 

(22) "^'J^ - (A^ ganz, p - 1, 2, . . .), 

SO dass mit jeder der Zahlen a fOr irgend eine Primaahl p die unend- 
liche Kette von Zahlen als mitgegeben betrachtet werden darf. 
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ErgftDiDogeii mm Fmnnteeben vaA Witsonsehtn Satw. 145 

Nan ist jede dorch p nicht teilbare Zahl A, die zwischen den 
beidffli PnxnzaiilpoteiUBeii ^ und + ' gelegen sein mag, offmbar auf 
eine und nur eine Weite in der Form darstellbar^): 

(23) ^ — a + l^iP + ft>ii^ + fSP* + +i««J»' + i»n+t|*"+' 

a — 1, 2, . . ^ 1) — 1; ft* = 0, 1, . . /) — 1 (Ä = 1, 2, . . n);l 

— /»ii + i = ... — 0. J 

Dann gilt: 

It Id in der Xkirstdltmg (33) aner (nidd dunA p teHbarm) Zahl Ä 
i der Uemsfe Ltdex, für dm: 

(84) fn^Xt(mod.p), fi^ = X,(mod.p)(h<i), 

80 ist Ä^~^ — 1 (jenau durch die PoU nz von p teilhar. 

Nnnmehr wentlen wir uhö wieder den ein besonderes Interesse be- 
anspruchenden p - i Zahlklassen a„ mod. p* des Satzes I zu, die ZU 
p* relativ prim sind, die mod, p inkongruent sind, und für die a;' ' — 1 
mindestens duicli p" teilbar ist. 

Bekanntlich sind die durch 1, 2, , . ., ^) — 1 repräsentierten p — 1 
Zahlklassen a, die dem Fermatschen Satze genügen: a^*"* — 1^0 
mod. p, gerade die lamtiicheii Worzelii der Kongraenz: 

(2b) zP-i- 1 = 0 (mod. p):, 

nach Lagrange wird dann ans der identischy d. b. f&r alle Werte x, 
erfaUten Kongmens: 

(26) x9-^^l = ix'-l)ix-2) ,..(x-p-\-l) (mod. p) 

unter andern der Wilson sehe Satz hei^eleitet: 

(27) 1 . 2 . 3 . . . (p - 1) " - 1 (mod. p). 

Die Ableitung von (26) ane (25) stützt sieb, abgesehen von all- 
gemein gültigen Hülfssätzen aus der Algebra, ausschliefslich auf den 
arithmetischen Satz, dafs die Differenz Irgend zweier der Wurzeln 

,*^p^t von (25) stets zum Modul jp teiler&emd ist 

1) Allgremein l&saen sich, wie sofort «u verifiiieren ist, die rp{k), zn einer in 

ihre Primfaktoren zerlegten Zahl k. = J)j* p^* J)^* ... teüerfremäcn ZaüiiiiasBeu rc- 
piriteeBtieratt dnrdi den Atudmck 

und die Zahlen 1, 2, . . p^ — 1, alle übrigen t aber dio Zahlen 0, 1, 2, . . ., — 1 
dnzdilMifen. 

AvdklT liaftwrtlfc uA n^tiOL HL Baih«. XL 10 
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146 Fr. Mnm: ErgftiiEuiigen zum Fermaischen und Wflaoiuehen Satze. 

Für die p - 1 Zahlen a. = a<,^), nS;\ . . ., des Satzes I gilt 

das voUkommflii Analoge. Zunächst sind sie die sämtlichen Wtuzeln 
der Kongmens: 

(28) - * - 1 = 0 (mod. j>"), 

und da die Diffnens irgend zweier dieser Wundn nicht ieilhar dnrch 
Pf also teilerfiremd snm Modul p" ist, so besteht, anali^ zu (26), die 
fBr alle Werlo von x ecf&Ute Kongmenz: 

(29) «i»-»-lr-(a;-aJ))(a;-af>)...(a:-a«/-»>) (mod. 

III. Simi a^^\ . . a\f'~ die liepräsentautni der p — l Zahl- 
klassen, für rfte ^ 1 ~ 0 {inod. p") wird, so bestehi ais Amdoffon 
eum Wilsonschen Satze (2i) die Kongruenz: 

(30) aS).aJ»...ai'-«=z-l (mod p«) («-1,2,...), 

so dafs der Wilsonsche Satz nur als das erste Glied einar unendlidtm 
Keüe gl&chffßbauter Kongruenzen ersdkemL 

Man ersieht femer sofort aus ( 29), dafs die Summe der a„, sowie 
die Summe ihrer Produkte zu je 2, 3, . . j) ~ 2 durch p" teilbar ist 
Allgemeiu gilt der Sat^^: 

rV. Ist Si(a„) eine ganze homogctie symmetriscfie Funktim der 
vom Grade i, so ist teilbar diirch p", wenn i nicht teilhar durch p 1 ist. 

Für u = 1 hat den Satz Herr K. He n sei is. diese Zeitschrift (K) 
1, BIO) aufgestellt und bewiesefl. Seine Beweismethode ist, wie leicht 
zu sehen, für w> I nicht mehr verweinihar. 

Wir führen den Beweis mit Hülfe eiiiii^er Sätze aus der Algebra 
der symmetrischen Funktionen. Versteht luau unter c^. , . . <?, die 
elementarsym metrischen Funktionen von v Gröi'sen «j, Oj, . . a», so 
ist jede ganze (homogene) symmetrische Funktion Gb^es der a eine 
ganze ganzzahlige Funktion /) (e) if^ Grades der €; zugleich ist das Ge- 
wicht Ton fi{e) gleich d. L für jeden Term A.e^Ke*^ • • • ^1" f 
ist l.fj -f 2. + + — i Es seien nun im besonderen die 
also ancb die e gamte ZaUen, und seien alle t ezcL dnroh eine 
ganze Zahl h teilbar, so muls auch /< dureh h teilbar sein, wenn % 
nicht teilbar durch « ist Denn in kann nie eine Potenz von e« 
allein, etwa ^, als Tenn aoftreten; sonst wäre das Gewicht i — »«, also 
f teilbar durch », gegen die Tonnssetanng. 

Im obigen FaUe sind die a yertreten durch die o«, die Zahl h 
durch p^, womit Saia 17 bewiesen ist. 

Königsberg L Pr., 2. Juli 1901. 
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Eemar^ues sur k tk^oiie des forces centrales; 
Par H. Gtpabissos St^hanob AJQüaaM. 

1« IiMtqcie dans un plan XOY on consid^ an point mobile 
{x, y) sonmia k Taction d'une force ftocäexatarice iasue d'un point fixe 
Vi)» composantee de cette foroe aont: 

lea derivees a:', y', a ", ;/' etaiit {)rises par rapport a wne variable in 
dependante qnelconquo et la coustante (des aires) c etaut teile que: 

(» — a^)dy — (y — ^)dap — cd* . 

3i maintenaxit la tngectoire du mobile a pow ^qnation f(x, y) — 0, 
on doit aToir: 

x^x„x' [kx- *,)^ + (ir - yM" 

y-yit y' I 

etaut pose 

ft» h - J^f * 

Tut In* in ^a?" datdy' By*ß'' 
On anrive ainsi ä cette expreaeion infariaBfte remarqnable: 

g y — y a _ 



I y — yit y' I 

oft Ä desigüi' la hesöiemie -Si ^|^^<le la forme F = ^) 
et A la d^T^ ^ (dans leaquelles on de?» &ire enaaite 0 — 1). 

10» 
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Lorsque lo point (Xi, y^) selcij^^ne u I'infiDi sur la droite aff~hx~0, 
les oompoBaiites de la force acceleratrice du point (x, y) deYiennent 

-tr i(T'y" ~ y' x") <> H 



(ay' — 6«')* (» — l)»(a/; -|- 6f,)« 

M la courbe doniipp pst une conique, H se reduit a une constante 
(it 1- s formulos pref^'^d^^ntes condnisent aisement aux diTera renultats 
coiiiiiis'), relatifs au mouvement sur une cnniqne d'nn point soUicite 
par une tbrce centrale, on bien par une force ayant une direction fixe. 

2. Si uu point mobile (.r, y) est Boumis ä une force issue d'un 
point fixe (x^^, et teile que: 

oft h designe fine comtante et o une fonetion de x et y, les eourbee 
d^erites par ee point^ sona diTereee eonditioDB initialee, ont poor 

k 

tiou diffi^rentielle celle obtenue en eliminant la coustaute ^ de i equation: 

X y — y X K 



Reciproquement, il est clair que, si l'equatiou difierentielle obieuue 
en eÜn^iuant les constaiites a et h de requatioii 

y, o, 6, c)-.0 

est de la fonue 

* 

t ff * f 

X y — y X 



X — X| , J! ' * ' 



e' designant une eoutuite^ fooctaoa de c, et a une HtmetioiL de et 
les eourbes /* *■ 0 penvent ilkn eoDaidAeiM oomme les trajectoires d*im 
point soUioit^ par une force centrale teile qiie 

et cela quelle qne soit la constante k. 



1) Yoir les notes de MH. Darboux et Halphen dans le tome 84 des Comptes 
KendiM de Paris (1877), ainsi qae Tartide de M. Appell: 8m- Vhomographie m 
wtieamquef iatihd dans le tome XII de rAmerican Journal (1890). 

[Poiir rnmplöter la bibliographio rrlativf au Hujot tralte par M St^'phanos, 
nouB ajoutunH coh titres: G. Battaglini: ,.Notu, svil movimento per una Unea di 
2** ordine". Atti dei Lincei (3) 2, 211—212 (1Ö77). — J. Bertrand: Note sur 
un probltene de m^canique. C. R. 118, 18U. — A. JPotier: Kote mr 

m proUteie de mtouiqQe. C. R. 118, 102—104, 1804. B<4.] 
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3« Considerons, par ezemple, les diverses transfonn^ d'une 
m&me courbe f'{x, y) ^ 0, par des liomologioB ayant pour centre 
Torig^ne des coordonnees 0, äi en r^ohant par rappoii » g l'equap 

iion f(^, j * 0 on obtient m — V^ix, y), ^{x, y) d^Bignuit une fone- 

tion homogj^ de seooEd degi^ de a: et y, r^aatioa 



representera les diTenes tranafonn^ de f(3ß, jf) 0 par les homolt^es 

en qnestion. 

L'elimiiiiitiou de a et h de l'equation precedeafce couduit mainte- 
Dani a requation differenfcielle suivanie: 

<(*>' - 9'X') - («,' - ya= j(x'=j;'. + ^xy-.^^ + y 'Q V¥Wy), 
seit 

^kant po8$ ^ 



9tli dxdy' F^/^* 



Les rourbes en question peuvent dow »"'tro oonsiderees corame les 
trajectoircs d un mobile eoiunis ä ractioD d'uue i'orce issue du poiut 0 
et teile que: 

On remarquera en particolier le cas od <p est nn polynöme du 
seeond degr^ Ax^ + 2Bxy + CV- On obtient alorn des coniqnes tan* 
gentes aux denx droites y«= 0. Si — -r ccs coniques ont 
Torigine 0 comme foyer common, et la fbroe centrale snit daoB ce cas 

Ja loi d'attraction de Newton. 

Des proprietos anulog^ues ont evidemment iien pour les transt'or- 
mees d uni' iirbe par des homologes ayant comme centre an point 
fixe queiconrjue, pouvant meine etre ii l infini. 

Cette propriete dos transformees d'iine courbe par des homoloj^ies 
ayant uu centre fixe a et« d'abord obtenue par M. Darbouz (loc. cit.), 
ü iaide de coordonnees polaires. 

4. La seconde propositiou du n®2 peut etn i «uupletee comme il suit: 
Si l'equation diöerentielle obtenue en eUminaut a et 6 d'une equa- 
tioD f{Xf y, Oy 6, c) = 0 est de lu forme 

x'y" — y'x" 



I 3C ^ ^ 

I y - yi . y' ; 



, = C 0), 
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150 Ctpisiwos Si^HJUiot: 

e* 4tant une conataufce, fonction de c, et o mie fonction de x et t/, les 
courbes = 0 ne peuvent dtre oonaid^r^s comme les trajectoires d'im 
point {x^ y) sollicite par une foroe d^pendant seulemcnt des ooordoim^ 
{Xf ff), qoe d'u&e aeiile manitoe^ qni conaiste k admettre 

quelle qne soit du reete U oonsiante h 

Tour demoutrer cette propriete, remarquons d^abord qu elle a lieu 
dans le ca« oü (0 = 0, soit x'y" — y'x" = 0, les trajectoires en ques- 
tion etant alors des droites. 

Cnn hl 'ii ns niaintfnant iequation dilferentielle des pnnrWs decrites, 
suus diveraes coudiiioiis initiales, par an point mobile soüiciie par une 
force 

ne dependant que des coordonnees du point (x, y). Cette equation 
diflferentielle sera obtenue en eliminant i eutre les deux equations: 

DU encore entre ceiles-ci: 

oü les dorivocs ,/ ', r", i/', y", i\ t" sont prisps par rapport ä une 
variable indöpendaiite quelconque. On obtient ainsi 

1^" - y 'x " " -^ Vl 

Cette equation differeuUclle devant coincider avec l'equation: 

xy"' — y'r''' ^ ^(x — ^i)y" -Jy^yt)^" I ^ dx"* ^ dy 
x'y" — y'x" ' (x — Xi)y' — (y — y^)x'^ ■» ' 

obienue par l'^Ummatioii de c' de T^uation 
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Remaniues sor 1» ih^orie de» füice» emlmle». 151 

il firafc que i'on ait les identites 

— »Ii ^ (X — arQy" — (y — yjx" 

x' - y' « ^ (» — «i)»' - (y — y»)«' ' 

x' ~ y ' i 09 

quelle» i|ue soieiit le? valeurs de .r, ?/, x', y', j:", ?/". 

La premiere de ces identites, pouvant etre ecrite comme il suifc 

exige 8oit que Ton ait x'ij" — y' ' 0, ce qui correspond au CM 
deja consid^4, oü Im tinirjecfcoires donnees sont des droitos, soit que Ton 
ait identiqnemoit: 

e'est-ä'dire 

af-(«-«i)Ä, 

Ü designant une fonctiou de X et y. 

Si 1 on reinplare niaintcnant ccb valeurs de et ^ daus la secoude 
dee idenfcites precedentts, oii obtient: 

,^/ ß , ,<Z ß .da , . da 
""dx^'Jdy ' dx-^y di 
St m 

C'ette relatiou, devaat aussi etre one ideniite^ montre qae Ton doit 
avoir 

Sl = kOf 

k dpsignant nne constante. 

Aiiisi tronve demontree la proposition eiioncoe. 

On |)eut coüsiderer coiume cas j)articnlip»r dp cettp proposition un 
resultat du ä Bertrand (Gomptes Kendus, t. S4), mais obienu par 
une analyse differente, ceioi relatif au Systeme de coniques 

a« + 6sf + c = y(ap-ai)» + (y — jfi)» 

ayant pour i'oyer cominim le poiut (x^, i/j). Voici ce que Bertrand 
dit ce propos: «Si Kepler n^avaii d^oit de robaervation qu'une seule 
de see lois: Les pkmiies dMvent des diipies dmU k 8(ßeH oceupe le 
foyer, on anzait pu, de ce seul r&niHat (gn^ en pxincipe general, eoft- 
dnre que la foree qui les gouveme est dirig^ ven le Solefl et inver- 
semeiLt proportioimelle au carr^ de la distanceb» 
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152 Cttabimo« SfinuiKNi: BemurqiiM snr 1* fhterio dea foioM oeotnles. 

5. Remarqur)ns eufin qiic rnn peut demoilivery d'one mwoiere ana- 
loguO; cette propo&ition plus g^eraie: 

Lea divenes oourbw que peut d^crure nn point (x, y) sollicit^ par 
ane foroe 

ne d^pendant qne des coordonnto da point (pc, ff), ne peuTent coucider 
Avee lea tmjactoirefl d'nn point (x, ff) soUicite pur nne antre foree 
analogae 

qno 81 Ton »: 

k d^ngnant une oonstante. 

Aüicaef», 3 mars 1901. 
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Bemerkniig zu einem Theoreme des Herrn GwojdzinskL 

Von Sduabd Janibgh in Fing. 

Dafs solche sechs Punkte, wie sie in Theorem V auf S. ITH in (81 1 
dieser Zeitschrift auftreten, überhaupt anf einem Kegelschnitte liegen, 
ist ohne weiteres zu ersehen; denn sie sind zu zweien zentriscli-symme- 
trisch inhezu^ auf den augep-ehenen Mittelpunkt. Liegt s]jt /:pl! der 
Punkt, von dem Lote auf die .Seiten des Dreiecks gefallt werden, äuf 
dem Umkreis, so zerfällt der Kegelschnitt in die iUjppdt zu, zählende 
Simsanlinie (Wallaceliniej des Punktes. 

Der in Rede stehende Satz bleilit auch aufrecht, wenn an Stelle 
des Hühensclmittes ein heliebiger Punkt tritt, die Höhen durch die nach 
diesem Punkte gezogenen Eck transversalen ersetzt und an Stelle der 
Lote auf die Seiten Parallele va diesen Ecktransversalen eingeftlhrt 
werden. Es giebt dann eben&llB eine dem Dreiecke unicliriebene 
Kurve 2. Ordunng (eine Ellipse), fflr deren Punkte die durch sie ge- 
legten Parallden m den EdctranBrerBako Fiüspnnkte auf den Dni- 
eckaaeiten liefern, die in gerader Linie liegeD. Die EnTeloppe dieser 
Geraden ist emdiilich eine Afjßne der Steiners^en HffpoeyMoide. 

Die punktweise Konstruktion der erwähnten Knrre 2. Ordnung 
bietet keine Schwierigkeiteil. Kehmen wir eine beliebige Gerade g an, 
welche die Seiten BC, CA, AB des Beangsdreiecks in den Ptankten 
% Sd, a trifft, noinen wir S den Vertreter des Höhenschnittpnnktes, 
und ziehen wir folgeweise durch ^, !Ö, die Geraden 0, 6, c, die sich 
so »weien in ^I^, ©j,, (S^ schneiden mögen, so laufen die drei Geraden 
J'^^,, B^8QJ C6,, durch einen Punkt T jenes Kegelschnittea. DaÜEt 
die 3 Geraden durch einen Punkt T gehen, ist sofort zu ersehen; 
denn nind dif KoUineationsstrahlen für die zwei Perspektiven Drei- 
ecke AJiC, X'loiÖoÜo, deren Kollineationsachse g ist. Dreht man nun 
g etwa um 51, so lälst sich leicht nachv.'pisen, dals der Büschel fg) 
projektiv ist mit den Büscheln der Strahlen B^Bq, C^q. Tim Erzeug- 
nis der letzteren — der Ort von T — ist mith in ein Kegelschnitt^ 
dem die Punkte A, B, C angehören. 
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154 Ii^DAfto Jamucb: BemerkuQg zu einem Theoreme des Herrn Cwojdziüski. 

Genau dieselbea ScUdsfolgemiigeii gelten aber aucb, wenn wir 
noch weitw yerallgemeinem tmd Terlangen: Es soU der Ort der Paukte 
T gesacht werden, welche die EUgenschaft besifasen, dab die Schnitfe- 
pankte der Seiten BC, CA, ÄS des Dreiecks ABC mit den 
durch soksh einen Ptankt geoogenen Parallelen zu den Seiten BC% 
C'A% A'B* eines sweiten Dreiecks A'B'C jeweils in einer Getaden g 
liegen. Der Ort von T wird auch hier ein dem Dreiecke ABC um- 
schriebener Kegelschnitt sein und die £inhfilleiide der g eine Kurve 
3. Klasse, welche die nnendliidi fome Gwade zur Doppeltangente be- 
sitzfc. Über den besonderen Fall, dab die Ecken des Dreiecks A'B'C 
der Beihe nach identisch sind mit den Ecken B, C, A (oder C, A, B) 
des Dreiecks ABC, wird der Yer&sser in dieser Zeitschrift einen 
längeren Aufsatz TeroffeEutlichen. 





Prag, 10. Juni 1901. 
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Notiz EU meinem Aufsatee^): 
„Ober die Giltigkeit des Drapersclieii Ge8et^es^ 

Von 0. LuMMEB in Charlottenburg. 

In meinem oben genannten Aufsatz habe ich das Drap ersehe Gesetz, 
demgemäTs aUe ferten Körper bei derselben Temperatur zu leuchten be> 
gumen, als ungiltig erwieaoi. Umnittelbar sadi dem firadieiiifiii des 
Anftatees fiel mir eine Arbeit*) neneren Dainms in die Handey in der auf 
Gnmd Sdgfiiltig^r Versuche T<m neuem jenes Oesets beatötigt und die 
niedrigste Lenehttemperatnr des blanken md des berulsten Platins sn 
etwa C angegeben wird. Es sei mir gestattet, gans kurz auch 
diese Resultate als einen Trugschlufs nachzuweiseny der durch die ün< 
kenntnis des schwanen Korpers herrorgerufim ist. 

Zunächst revidiert Gray die schon Ton Draper angewendete 
Formel, um aus der Ausdehnung des Platins auf seine Temperator- 
ändenmg zu schliefBen. Dadurch bringt er die von Drap er beobaditele 
Temperatur (525^ C) der ersten 61ut mit der von ihm beobachteten 
{^l(fC) in genügenden Einklang. 

Gray findet, dafs je nach der Helligkeit im Beobachtungsraum 
(Morgens, Mittags und Abends) die Temperatur der ersten Glut variiert. 
Systematische Versuche über den Einflufs der Ermüdimg des Auges 
auf jene Temperatur ergehen, dafs ein im dunklen Zimmer (hei Nachts 
atisgeruhtes Ahl'*" die erste Glnt schon liei iM()^ C bpTncrken kaim. 
Diese Tenifi* t utiir geht weit unter die von ii. I'\ Weber und Emden 
(vergl. meiuen vorigen Aufsatz S. H5) au Glühlanipenkoliie beobachtete 
(42n" C) herab, von dereu Versuchen der \'erf. keine Kenntnis hat. 
Über die Farbe dieser ersten (ilut. wird nichts mitgeteilt. 

Uns interessiert hier vor allem das merkwürdige Kesultat: „tluil 
the mmimum temperature of visihüity is die sanw for <i hrifjld poJislwA 
nuiaUic surface as for one covered with lamphlark, althowjh tUe in- 
tensiiy of tJie radiation in tlie two casea may he difftt eiU.'^ 

1) O. LuMiner: Archiv der Math. u. Fhyi. (8) 1 p. 77—90. 

2) P. L Orayr „Thf Minimum Tpra]>erature of Viubility.^ Prooe«d. of 
fioj. Soc Bd. 13 p. 122—132, 1894—1895, London. 
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Thatiädilich nt die StnUang eines blank»!! and beroJaien 
Fktiiiblechs sehr ▼enohieden grofe, und in meinem Torigen Artikel 
habe ich gezeigt, dafs swei so Yeracbiedene Strahler notwendig bei 
ver9(^iedmm Temperataren Über die Schwelle schreiten müssen. Ob- 
wohl P. L. Gray von «einem Besoltat selbBt sagt ^^This resolt nuj at 
first be, to aome, nnexpected'*, glaubt er doch dasselbe a priori als 
möglich nachweisen zu können; denn er fährt fort; „bat a litÜe consid- 
eration will show that it might hare been, a priori, anticipated^ 

Die Tersachte Erldarong ist aber irrig, ebenso wie das Resoltat. 
Draper kam zn seinem Gesetz, indem er die yerscbiedenen Substanzen 
in einem gleidden^pmartm BMmtm (FUntenlaaf) erhitzte. P. L. Gray 
erhiUt ähnliche Resultate, indem er das strahlende Flatinblech mit 
einem kastenfOrmig gebogene Messingblech umgieU^ um es Tor Zug ete. 
zu schlitzen. Eine solche Veisnchsanordnang wird freilich keinen groisen 
Unterschied in der Glühtemperatur des Platins zeigen, gleichTiel ob 
das Platinblech spiegelnd oder geschwärzt ist. Denn der Beobachter 
erhalt in beiden Fällen nicht nur die reine Platin- oder Rulsstrahlang, 
sondern aufserdem die an den Wänden des Messingkastens zitm Platin^ 
Heek zurürhgetvorfem „erborgte" Strahlung, Ein im Tollkommen 
spiegelnden Hohlraum befindlicher Strahlungskörper Ton der Tem- 
peratur T liefert sogar nach Kirchhoff die voUkommen ,^chwane^ 
Strahlung dieser Temperatur. 

Wollte Gray die Hanke Platinstrahlung beobachten, so hätte er 
notwendig den Kaste» schwäizen müssen, damit jede erboigte Strahlung 
ausgeschlossen worden wäre. Im spiegelnden Kasten mufsten die 
Unterschiede zwischen blankem und b^raTstem Platin wenigstens nahezu 
verschwinden. 

Im Einklang damit, dafs Gray die Strahlung des annähernd 
schwarzen Korpers beobachtet hat, steht auch sein Resultat, dafs das 
Leuchten schon bei 370^ C beginne. Bei gnt im Dunkeln ausgeruhtem 
Auge konnte ich bei so niedriger Temperatur nur den absolut schwarzen 
Körper leuchten sehen und zwar nur bei peripherer Beobachtung mittelst 
der Stubchen, da die erste Glut die von den Netzhauis/ä6c/i^t ver- 
mittelte, sogenannte „Grauglut^ ist (Tergi. meinen vorigen Artikel). 

Charlottenbuig, 15. Juli 1901. 
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Diö Gesetze der scliwarzeu Strahhing und ikre praktisclie 

Verwendung. 

Von O, Ltooibb in duurlottenburg.') 

Sfaleittuig: Fflr die gaafönnigNi Körper mit ditkontinmerliclieiL 
Spektral liat mau schon ans der Qualit&t der Sirahltu^ wichtige 
Schlfiaee sidien können (SpektnüanelyBe). Bei den kontinmerliehen 
Speiktren der feeten nnd flÜBsigen Közper eind quantitative Meeenngen 
orforderlich, nm überhaupt TJnteiechiede im StiahlongBchaiakter naeh- 
weiwn tu kfinnen. 

Im folgenden heschi&iken wir uns auf die Betnushtung der reinm 
TbMpeniftirsiraMiif^, welche ToUkommen bekumt ist, sobald man die 
Strahlongsenergie ak JBunMen von WellMSmge und Temperakur dar- 
stellen kann. 

Zwei allen fmten und flfiss^en Körpern gemeinsame StrahhuigB- 
«igenschaften bieten, sich ohne weiteres der Beobadiinng dar: 

1. Die Strahlnngsenergie steigt mit der Temperatur rasch an und 

2. die spektrale Verteilung der Energie (Farbe) ändert sich mit 
der Temperatur so, dafs mit steigender Temperatur die relative Inten« 
siiat der kürzeren Wellen zunimmt 

Die älteren, an beliebig herausg^piffenen Kdrpem unternommenen 
TeEsnche konnten zu keinem Strahlung^csetze von genereller Bedeutung 
fthren, da diese Gesetze von Körper zu Körper variieraL Diee ist bis 
in die neueste Zeit häufig aufser Acht gelaasen worden, wiewohl 
Eirchhoff schon im Jahre 1860 auig^rooben hat, da& Strahlunge- 
geeetae von genereller Bedeutung nur für einen Körper von besonderer 
Alt an erwarten sind, den Ton ihm bei der Herieitnng seiaeB Geeetaes 

1) Dieser Aufsatz ist als eine Folge des frübereii Artikels „Über die GUtig- 
keit des Drape rschen (besetze«'* m beteachten. Der Verf. giebt hierin auf Er- 
■ncüMD eeiteiis der Bedsktion eins erweitsite DarstoUnog der nsaersii in Mbsm 
Rapport „Soi le rajonnement dei COipt nobn*^ niedcrgelei^n Eigebnisn imter 

Hinzufijgting der inzwischen von ihm nnd Herrn Pr i np !i - i m i^^ewonilflOSlI 
neuesten Eeaaltate über die Temperatarbestimmnng hocherhitzter Kur]>er 

Die KedaktioD. 
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über Absorption und Etnissidn thpnrptisch dnliuierten absolut schuaizm 
Körj>er. Dieser ist datlurch < liinaktensieit, dals er „a///? Strahlen, die 
auf ihn fallen, vdlkomtnen ahsorbierlj aho Sb cüden tmJer re/lcldicrtf mch 
hindurchläßt.'' Eirchhoff spricht ee mnsk aus, dafk die FonBioii, 
welche die Energie des sdiwanen Körpers ia Beziehung zu WeUoi- 
länge und Temperatur aetet^ unzweifeUuift ron einÜMilier Form ie^ wie 
alle Fonlrtionen ee sind, die nicht Yon den Eigenschaften einzelner 
Körper abhängen, und fügt hinzu, dafs ers^ wenn auf e^erimentellem 
Wege diese Funktion geftmden ißt, die ganze Fmchtbarkeit seines Satzes 
sich zeigen werde. Dieser Sata lautet: 




wo F.,. Ulm das Kinissious- und AbBorptionsvcniirtgcii eino.s boliebigen 
Kör])ers und fi_ Jas Kniissionsvermögen des vollkuiiiiiiou schwaraen 
Körpers für die gleiche Temperatur und dieselbe Wellenlänge bedeuten. 
Kennt man also die StraJdung des schwarzen Körpers als Funktion von 
Wellenlänge und Temperatur , so sind daämi^ die Skaüungsgesd» fwr 
läk diejenigen Körper hehammt, ifere» AtmrptiongoerniSgen ebenfaik als 
Fkmkfhn von WeUenlänffe und Temperatur gegeben ist. Experimentell 
einfacher dfirfle der umgekehrte Weg sein, durch die Untersuchung 
der Strahlung eines Körpers mit Hfllfi» der Kenntnis TOn e auf die 
Absorption Ä zn sehlielsen. 

I Das Stefiui'Boltiiiiaiiiische Strahlungsgeseti. — Auf Grund des 
bis 1879 Torliegenden Beobachtunfponatexials hat Stefan^) das nach 
ihm benannte Strahlmigsgesetz aufgestellt, dafs die Oesamistralduf^ 
eines SSrpers preportional ist der vierten Poteng seiner aJb&>bden Tm- 
peratm. Dieser Satz^ Ton dem Stefan irrtflmlich glaubte, dafs er die 
Strahlnngseigenachaften so Terschiedener Körper, wie Rufs, Flatiii, Glas 
etc. darstelite, erlangte seine wahre Bedentang erst, als Boltzmann 
auf theoretischem Wege das gleiche Gesetz f&r den voUkommen sdrwarten 
Körper ableitet hatte. 

a) Theorie von L. Bolizmnnn. - Nach der elektromagnetischen 
Idchttheorie übt ein Strahl auf die Flächeneinheit bei senkrechter In- 
cidenz einen Druck aus, welcher gleich ist der in der Volumeneinheit 
in Gestalt dieser Strahlung enthaltenen Enei^e. Nach Analogie eiuRr 
in der kinetischen Gastheorie üblichen Schlufsweise wird gefolgert, dafs 
in einem Würfel mit gleichtemperierten Wänden auf jede Wftrfelflache 

1} J. Stefan, Sitzungsber. d. k. Geaellscb. d. WiBsensch. zu Wien 79, 
891— «SB. 187». 

S) L. BoltsmaiiB, Wied. Ami. 28, 81 ff. md 891—804, 1884. 



Digitized by Cuv^^it. 



Di« Geietie der wbir»neD Stifthliiiig imd ihre pnktüclie Terwendnug. 159 

nur ein Drittel der gesanitön Strahlen drückend wirkt. In einem solchen 
Räume ist nach Kirchhoff die Struhhm^sdichtigkeit die eines schicarzm 
Körpers und die Strahlun^■8enerJ;rie eine blofse Funktion der Temperatur. 
Ist die Gesamtstraiiiung in der Volumenoinheit gleich wird der 

Atherdruck f{t) auf die Flächeneinheit: 

(1) m-\m 

Bartoli*) hatte einen KreiBj)rozefs ausgedacht durch den er die Existenz 
des Ätherdrucks in einem durchstralilt^n Räume als Folge des zweiten 
Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie «arwcdst Die Existuiz 
und die Gröfse des Atherdrucks folgert Boltzmann, wie ohen erwähn^ 
aus der elektromagnetischen Lichttheorie; den Bartoliscben Kreis- 
prozefs benutzt er, um zwischen dem Atherdruck f{f) und der Strah- 
lungsenergie ii!{ t) des schwarzea Körpers eine quantitative Beziehung 
abzuleiten, Ton der Form: 

(2) tdf-fdt~ifdt 

Hit HtilB der Fonnd (1) folgt somit: 

wdlehe Oloiehung dordi Integration giebt: 

(3) if — const. <*. 

Hier bedeutet t die absolute Temperatur^ die Integrationskonstante ist 
gleich Null gesetzt, d. h. es wird angenommen, dafs flir den absoluten 
Nullpunkt die Strahlung des schwarzen Körpers gleich Null ist. Das 
Stefan-Boltzmannsche Gesetz wollen wir in der Form schreiben: 

(I) S - ^Edl - eonst. T\ 

wo S die öesanitstrahlnng und E die zur Wellenlange k gehiinge 
Strahlung des schwarzen Körpers von der absoluten Temperatur T be- 
deutet. 

b) VeisHchr von 0. Lumnier und E. Prinffsheim. — Die Prüfimg des 
Stefan-Bültzmannscheu Gesetzes scheiterte lange daran, dafs keine 
schwarzen Körper bekannt waren, welche ^^Strahlen weder reflektieren, 
noch hindurchlassen^. Srst als die Ton Kirchhoff ans seinem Gesetae 
gefolgerte cliarBkteiistiaohe Eigmacliaft eines gteichtemperiertm Hohl- 
ranms (vergL den Aufsaia p. 164 nnd £) erkannt und benutzt war, 



1) Bartoli: «Sopia i mofimenti piedetü daUa Ivce e dal eiloie^. Le Mon- 
nier 187«. TscgL auch L. Bolttmann. Wied. Ann. 8S« 81. 1884. 
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um die Strahhing des schwar/.en Körpers mit grofser Annäht mng auch 
bei flen liöcliston Temperat i reu zu verwirklichen*), könnt*' eine ex- 
penineiitell« Prüfung vorgfnioininen werden, welche ich mit W. W ien 
begann und mit E. Priugsheim durchführte. Wir bedionter! ims zu 
diesem Zwecke*) metallischer, innen geschwärater Hohlkurpt^i, aus deren 
Innerem die Strahlung durch eine Ofihung der Wand nach üu&^eu ge- 
langen konnte. Es zeigte sich, dafa thatsachlich innerhalb des beobachteten 
Temperaturintervalls von 100" bis etwa 130^ C die Gesamtstrahlung mit 
grofser Annäherung zur vierten Potenz der absoluten Temperatur fort- 
schreitet. 

In unserer damaligen ruhlikatum Imtten wir die thermoelektnscheu 
Temperaturmessiingen auf das von llniboru und Wien^) an das Gas- 
pyrometer angeschlossene Le Chateliersche Normalelement bezogen. 
Nachdem nunmehr die Temperatiirskala von Holborn und Day*) bis 
1150" C mit dem »SV/r/r.s^o/^thermometer neu festgelegt und darüber 
hinaus niiltcls Extrapolation an die thermoelektrische Kraft des Thermo- 
elementes augeschlossen worden ist, haben wir die damals gemessenen 
Temperaturen auf die neue Skala umgerechnet. Die so umgerechneten 
Resultate sind in der folgenden Tabelle wiedergegeben. 





I. 


IL 


m. 


IV. 


V. 


VI 


Nr. 


Schwaner 


Abfl. Temp. 


Bedazieri 


C. 10 «• 


Abs. Temp. 


T. beob. 




Körfior 


booljiifhtet 


Ausschlag 


berechnet. 


— T. l)er. 


1 


Siedetopf 


373,1 


156 


127 


374,6 


- 1,5^ 


2 


Salpeterkessel 


492,5 


638 


124 


492,0 


+ 0,5 


3 


n 


723,0 


3320 


124,8 


724,3 


-1,3 


4 


n 


745 


3 810 


126,6 


749,1 




5 


n 


810 


5150 


121,6 


806,5 


4-3,5 


6 


n 


868 


6910 


123,3 


867,1 


+ 0,9 


7 


ChamotteofiBn 


1878 


44 700 


124,2 


1379 


- 1 


8 


» 


1470 


57400 


123,1 


1468 


+ 2 


9 


n 


1497 


60600 


120^9 


1488 


+ 9 


10 


n 


1536 


67800 


122,3 


1531 


+ 4 



Mittel 123,8 

In ihr ist J. der mit dem Bolometer und Galvanometer gemessene 
und auf die Klappentempentur 17^ G (290*^ abs.) redniierie Aniwchlug 



1) W Wien u. 0. Lummer, Wied. Ann. 60. 451— «6. 1896. 

iä) 0. Lummer u. E. Pringshcim, Wied. Ann. 63, 395 — 410. 1897. 

3) L. Holborn u. W. Wien, Wied. Ann. 47, 121. 1892. 

I) L.Hol1»orBiiiidA.Da7,med.Ann.68, 817. 1899; A]m.d.Phj8.2,606. 1900. 
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und T die sngehSrige absolute Tempentar des febwancen Körpers; es 
folgt abo C nach dem Stefanscheii Gesets ans der Gleidrang 

^ = (7(r*-29()*). 

Die 80 gefondencn Werte von C multipliziert mit 10*® sind in Kolumne TV 
angegeben. Mit ficm Mittelwert von C ist ans der obigen Gleichnncr 
T hnrcehnet und ni Kohirano Y eingetragen worden. Die Zahlen der 
Kolumne VI zeigen, dafö sich die Abweichungen der Resultate vom 
Stefanacheu Gesetz sclion dvireh relativ kleine Fehler in der Temperatur- 
hestimraung würden erkHinu lassen. Der kleine, bei Benut/uno der 
alten Temperaturskala beobachtete Gang in der Abweichung vom 
Stef ansehen Gesetz fällt bei der neuen Skala ganz fort. 

Unsere Versuche bestätigen somit nicht nur die Richtigkeit des 
Steiausciien Gesetzes, sondern wnier Voraussetzung dieses Gesetzes hätten 
sie sogar dazu dienen können, eine wahrscheinlidie Karrektion für die 
äUere Temperakmikeäa aufzusteÜeik 

Diese Yemielie boten «ufierordentiiclie technische Schwierigkeiten 
dar, da es nur mit grofimr Mflhe gelingt, HoUkugehi in «nem Ohsp 
motteofen auf eine ttberaU (^idmüUsige Temperatur zu bringen and 
anf konstanter Tempetator an halten. 

c) FemicAe nnt dm dMnaA gegUätk» tdmatem Eorper. — üm 
den Gütigkeitsbereich dieses Fandamentatgesetses der schwansen Stmh- 
lung noch su erweitem, konstruierte ich mit F. Knrlbanm^) den 
fßddn»^ gegiäMaif^ sdiwatsen Körper, weleber die schwane Strah- 
lung nidit nur in relativ einfacher Weise, sondern auch noch bis in 
Temperaturen von über löOO** C liefert. Die mit diesem Körper aus- 
geführten Versuche lehren, dafs das Stefan-Boltzmannsche Geseti 
unter Zugrundelegung der H olb n rn -D a y sehen extrapoliertenTemperator^ 
Skala sogar bis 1600° C and darüber hinaus giltig ist. 

Wenn auch erst unsere Versuche mit der „schwarzen" Strahlung 
eine Klarung und endgiltige Entscheidung gebracht haben, so mochte 
ich es nicht unterlassen, der Versuche Scb neebcliB-' zu gedenken, 
welcher el^enfalls das Stefansche Gesetz bestätigte und mit seinem 
Resultat ganz vereinzelt dasteht, insofern die Experimentatoren vor und 
nach ihm, wie Schleiermacher, Bottomley, Ii. F. Weber, Edler 
u. and. zum Teil ganz bedeutende Abweichimgen vom Stefanschen 
Gesetze konstatieren and F. Paschen^) noch im Jahre 1893 aus seinen 

1) O. Lämmer sad F. Earlbanm: TeiMlgn. d. Fbyiw Qe«. Beilin 17, 
106—111, 1B98 und Ann. d ¥bynk (4) 6, 886, 1901. 

2) Schneebeli, Wied. Ann 22, 430—438, 1884. 

3) F. PaK( lien, Wied. Ann. 4», f>ü-ti8, 18Ö8. 

Archiv der MfttbemftUk und PIgraik. Ol. Boibd. U. 11 
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Messimgen am blanken und borulsteu Platin scbliefsen zu müssen glaubt, 
dafs wahrscboinlifb „sieb alle festen Körper äbiilich wie Platin verhalten 
werden". Demgegenüber sei erwähnt, dat's uacb unseren Versucbeu\) 
die Strahlung des blanken Platins fast genau zur fünften Potenz fort- 
schreitet und Rufs, wenigstens in genügend dicken Schiditen, nahe das 
Stefan sehe Gesetz befolgt. 

d) Versuch ScJttu^hdis, — Die aofilEdlende Thatsache, dafs Schnee- 
bell als der Einzige das Sief ansehe Qosefat innerhalb eines ziemlich 
groJsen Temperafcorintemlls &8t ToDkommen hesfötigai konnte, ISikt 
■ich nach meiner Meinung leicht ans Schneebelis Versnchsanordnung 
erUaien, die abweidiend von allen Torhergehenden und nachfolgenden 
ist, und dorch die Schneebeli eine Strahlung miM, welche der 
„schwarzen^ sehr nahe kommen dürfte. 

Schneebeli verwendet als Strahlungsquelle die (ufnfsianid eines 
iMftihernwmctns y dessen Inhalt etwa 500 ccm beträgt und mit einem 
Kapillarrohr von 1 Meter Länge versehen ist. Als Heizquelie dieut 
ein doppelwandigor sogen. Perrotscher Ofen aus Chamottc, in dessen 
innerem Hohlraum das Luftthermometergefäfs auf eine nahe gleich- 
mäfsige Temperatur gebracht wird. So kann er zunächst sehr genau 
die Temperatur der strahlenden Gefafswand beftimmen, jedenfalls ge- 
nauer, als es alle anderen Methoden zu jener Zeit erlaubten. 

Um die Strahlung der äusseren Wand zum ikdoraeter gelangen 
zu lassen, (lurrhhohri (T die beiden üfenuämic, acJikhi ein dünnr,^ Eisot- 
rohr ins miu: an die Gefäfsirmui und bringt aufsen geeignete Oi&iungen. 
an, um jedo „falsche Stralüung" auszuschliefsen. 

Diese Anordnung bewirkt aber gerade das Gegenteil und statt fler 
biofsen 8traliliing der avifseren Gefäl'swand, mil'st Schneebel; ilie 
Strahlung eines fast gescliltssenen Hohlraums. Das im gleichen 
Heizraum wie das Thermometergelals befmdliehe Eiseuruhr "svird näm- 
lich auch dessen Temperatur angenähert annehmen, sodtifs man aufser 
der an und für sich sclion stark strahlenden Porzelianwaud des Luft- 
thermometers auch noch die an ihr reticktiert*' „erborgte" Strahlung 
des glühenden Eisenrohrs gleicher Temperatur erhält. In Wirklichkeit 
kommt also zum Bolometer die Siraiduny eines vahe (jleidikmperierten 
Hohlraums^ deren „Schwärze" diejenige von freistrahlenden Metall» 
Oxyden etc. jedenfalls bei weitem übertrifft. 

Und um allen Bedingungen der Neuzeit gerecht zu werden, benutzt 

1) 0. Lnmmer und F. Earlbanm, Terhdlgn. d. Deutsch. Phjdk. Qe», 
Bd. I, Nr. IS, 1899, und 0. Lnmmsr nnd E. Ptiagsheim ebenda Bd. I, Nr. It, 
1899. 
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Schneebeli nach dem Vorbild von Banr^) ab Bolometer ein Stanniol- 
gitter, welches mittolst Flaiindilorids geschwärmt ist und verwendet so 
wiedemm imbawiifBt den tdintaeaten Stoff (Platinmoor) als Em- 
pfinger. 

Durch diese glucklidie Vereinigimg verachiedener Umstände er- 
halt Schneebeli bei sehr aorgfaltiger AiufÜhmng der Messtingen die 
folgenden Werte: 

T, II 379 I 719 I 854 { 1007 {| 971 1 1013 | 1097 1 1177« abs. 

(T* - T*)/Sl I 10,2 j 10^ j 10,ü jlTl 71,6 |l^l,ö , 73,5 

wo Ti die abaolnte Temperatar der Qef&fkwaid, diejenige des Bolo- 
meters und S die auf gleiches Mals (fiDr jede Beihe) reduzierte Strah- 

InagamMiyt bedsot^ 

Die geringen Äbweiehongen erUSren sich swanglos ans der 
Sebwierigkeit der Temperatorhestimmimg mittels des Laftthennometets 
bei hohen Temperaturen. Dahingegen scheint mir der Graetsaehe 
Einwand, ob die gemessene Temperatur auch wirklieh die der strahlen- 
den W&nd sei, Ton geringem Einflnis, insofern es ja nur aof rdatioe 
Temperatoren ankommt. Auch der von Schneebeli selbst erörterte 
und spater von Paschen gerügte €l)elstand, dafs bei jedesmaliger 
Süiüünngimessung durc^Ii Ilueliziehen der Klappe ein kalter Luftstrom 
eintritt, dfiiffce ans demselben Grunde ohne grofsen Dinfluls auf die 
Resultate gewesen sein. 

Wie dem auch sei, durch die glücklich gewählte Versochsanord- 
nnng hatte Schneebeli einen so gewaltigen Vorsprung vor ullen 
anderen mit freistrahlenden Oberflächen operierenden Beobachtern, dafs 
er erst nach der Verwirklichung der schwarzen Strahlung überholt 
werden konnte. Alle zur Prüfung des Stef ansehen oder zur Auiffindung 
eines allgemein giltigen Strahlungsgesetzes an beliebigen Substanzen 
wie Platin, Eisenoxyd etc. unternommenen Versuche mufsten not- 
wendig scheitern, da nur der schoargm Sirahhtng das Gesetg der vierten 
Patern zukommt. 

Trotz Aufwandes von ungeheuerer Arbeit und Anwendung der 
Teischiedensten, oft sinnreichen Methoden haben die Versuche mit frei- 
strahlenden Oberflächen eigentlich nur gezeigt, dafs das anfangs lange 
für richtig gehaltene Gesetz von Dulong & Petit ganz auszuscheiden 
hat, ohne aber die Frage nach „dem Strahlungsgesetz" zu lösen. Dabei 
war man so tief in die von Stefan verbreitete Idee, dafs alle Körper 



1 Banr, Verhdlgu. d. Phys. Oea. Berlin, Nr. 4, 15, 1882 nnd Wied. Ajin. 
13», 17—21, 18S3. 
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das gleiche Straliluiigsgesetz befolgen, eingedningen, (lof>< man h'rhrr 
die Richthjl-fnt der vorhandenen Verstehe in Zweifel zwjy als dals man 
ans den für Platin und Rufs, Eisenoxyd und Glas erhaltenen, einander 
widersprechenden Uesultaten aul die Unrichtigkeit jeuer Idee schlolÜB. 

2. Geschichtliches zur Verwirkliohimg der schwarzen Strahlnng. — 
Beim Studium der Litteratur auf dem Gebiete der Siarahlong kann man 
aich der Erkenntnis nicht erwehren, dafs im grofsen und guoen 
siemlich planlos grarbeitet worden ist Auch begreift man schwer, 
warum der schwarzen Strahlung so wenig Beuchtuiig gosehprikt wiirdp. 
wenn man bodciikt, dafs Kirchhoff schon im .lahre 1S(>0 mit genialem 
Scharfblick nur der schwarzen Strahlung allgemeingültige >faturge.setze 
voraussagte, und dafs Bnltzmauii ls<s4 auf theoretischem Wege das 
Stefan sehe Gesetz als ilm Gesetz der schwarzen Strahlung wahr- 
scheinlich machte. Aber noch mehr! Auch kostbare Fingerzeige 
in Bezug auf die VerwirUichung der schwarzen Strahlung sind un- 
benutzt gelassen worden. Denn abgesehen von der Kirch hoff sehen 
lloiiiniumtheorie existieren zwei Arbeiten, in denen die Verwirkhchung 
der schwaizen Strahlung teils ausgeführt, teils vorgeschlagen war, 
schon zu einer Zeit^ nach der mau noch lange vergeblich bem&ht war, 
der fldiwBn»n Strahlung beizukommea. Es ist nur eine Fflidit dnr 
Billigkeit, auch diese Arbeiten näher zu beleuehten. 

a) Zunächst kommt hier die Arbeit Christausens „Über die 
Emission der Wanne von unebenen Oberflächen" in Betracht.') 

Um die Thatsache zu erklären, dais das Emissionsvermögen der 
Metalle durch Ritzen der Oberfläche wesentlich erhöht wird, geht 
Christiansen von folgender Überlegung aus: „Fällt strahlende Wärme 
auf eine unebene Fläche, so verlassen mehrere Strahlen erst nach der 
sweiteit oder dritttn BeflezKm die Oberflft^e; es findet alio eine ver» 
gr&lserte Absorption statt und darsos folgt nach dem bekannten Geeetse 
Ton dem Zusammenhang Kwiadhen W&rmeemission und -abeorption, dab 
das EmissionsTermogen einer solohen Flaohe gröiser als das einer 
ebenen RSche ist'' 

Zur Verifikation dieser Überlegung liels Christiansen einen 
Lesliewflrfel strahlen, dessen 4 Seitenfiiehsn Tendiieden gMaltet und 
matt yenilbert waren. Von diesen war die erste ganz eben und glatly 
die dritte aber mit 131 homadim Lodmn Tersehen, wSiirend die anderen 
ans ebenen unter Winkeln Ton 45^ und 90^ gegen einander gsneigten 
Flftchenteilen bestanden. Bei BertloksiehtigQng der dutdi Beßeadon ge- 



1) C. Christiansen Wied. Ann. 81, MA—MS. 1884. 
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wamieticn Strahhmgsmmgeny folgt f&r das VerMitiiis der Enei^ie der 
'ntx Flachea in erster AunAhemng: 

TT, : TT, : IT, : IF, - 1 : 2 : f + ; : 2,75 , 

wenn mit a das Emissionsvermögen der TJkher, mit « das Absorptions- 
vermögen des Silbers bezeichnet und das Absorptionsvermögen des 
schwarzen Körpers gleich Eins gesetzt wird. Der Versuch aber ergab 
für dieselben Flächen das Strahlaugs Verhältnis: 

TF, : PF, : TT, : TF; - 1 : 2,05 : 8,7 : 2,66, 

80d^8 die Bedeutong der OberflaehenfonneB sehr deutlich hersuBspringt 
und aufserdem dne interenante Heaoliat folgt: 

I -I- A = also a = '62a. 

Setst man ancih noch das EnuBsionffTenndgen dee aehwanen K6ipen 
bei der BeobachtnngrtempeFator ^eich £inv, so sagt diese Gleiehung 
aus, dafs dSfis JBmMmweirmägm der LSdker SM moI großer eis äa» der 
Aenm KocAe isi, Ffir das Absoiptionsreimogeii des SUbers erhielt 
Christiansen a — 0,039, sodab das Emissionsrorm dg eii der IMner 

te - 1,04 

wird lind Christiansen mit einiirem Recht folgert: ,yMa» sieht also, 
dafs sie ala hirinr voM'omtwn s<i-i/-am' Flecken mirJten." 

Abgesehen von der wiciitigen Thatsache, dai's hier zum ersten 
Male der Weg zur Verwirklichung der schwarzen Strahlung gezeigt 
worden ist, scheint mir das Resultat wichtig, dafs in praxi sclion ko- 
nische Hohlräame die schwarze Strahlung liefern, welche nach Kircli- 
hoffs Folgerung nur in vollkommen geschlossenen Hohlräumen besteht. 

Aber auch Christiansen scheint mit der Kirchhoffschen Hohl- 
lanmtiieorie nicht Tertrant gewesen an sein, da er weder diese als Er- 
klimng f&r seine Besnltate heranzieht, noch den Namen Kirehhoffs 
überhaupt erwähnt Es bestätigt sidi somit auch hier, dafs man bei 
dem angeheoroi Beichtnm, welche der Eirchhoffsdie Satt für die 
Spektralanalyse nnd die Komtnis der Gestbne mit sieh brachte, die 
wichtigen strahlnng^theoretischtti Folgemi^en Kirehhoffs aus seinem 
Gesetse &8t gyr nicht beachtete. 

b) Um so ftbeirascfaender wirkt es, dab anmittelbar darauf BoIts> 
mann sogar die wichtige pniitisefte Ecnseqnena der Hohlranmtheorie 
Kirehhoffs zieht, welche zur Bealisiemng der schwarzen Strahlung 
l&hrt In seiner Arbeit^): „Über eine wn Stnk Bartoli entdeckte Be- 

1) L. Boltimann, Wied. Ann. 2'i, 31 u. ff. 1884. 
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eidimig der WärmesbraUung evm sweitett Ilauptsaiz" streut Boltxmann 
gelf'^rrttlioli mitten in die numerische Bereehnuiig jener B^ehnng 
folgende interessante Bemerkung ein: 

„Ich bemerke hier gelegentlich, dafs ich schon längere Zeit die 
experimentelle Untersuclning der Wärniestrahlen teils im ganzen, teils 
zum Zwecke spektraler Zerlegung begann, indem ich die Stralilunir 
eines rings imt gleichtemperierten Wanden nrngebenen Hannies aus 
einem kleinen Loche oder Spalte dieser Wände für die eines schwar/.en 
Körpers bubstituierte, ein Prinzip benutzend, welches unlängst Chris- 
tiansen zur Erklärung der stärkeren Strahlung geritzter Metalle an- 
wandte. Durch Vei^leichung mit der Straldimg ebener Körper könnte 
dann auch deren Euiissionsvcrniügeu bestimmt werden." 

In dieser Arbeit geht Boltzmann von der Bartulischen iier- 
leitimg aus, daCs die Wärmesfcrahlen bei der Bestrahlung einen Ihtu:k 
auf den ESiper ansttben. Hit Hilfe eines KreiBproceflies wird Bodann 
eine numerische Beziehnng zwisdien dem Ätkerdn»^ ond der Wärme- 
strahlung im spiegelnden Hohlraum berechnet und dnxch Übertr^ung 
dM Stefanschen Gesetaes auf diese ^schwarze'' Strahlung die GrSlbe 
des Ätiierdrucks abgeleitet Es ist dies die nnmmische Besiefanng^ 
welche Boltamann kurs nachher in seiner oben excerpierlen Arbeit: 
f^/Sbleiiimg des Stefanadien Gesdsest häteffmd die Wämeelraldimg von 
der TemperaUiir am der dd^romagneliaehen läthtäteorie^ Yerwoidet, mn 
das Stef ansehe Gesetz als dasjenige der schwarzen Strahlung zn er* 
weisen. 

In dieser viel gelesenen und berühmt gewordenen Arbeit spricht 
aber Boltzmann weder tod seiner Absicht, experimentelle StrahlnngS' 
messnngen ansftlhren zu wollen, noch wiederholt er auch ntir mit 
einem Wort jenen Vorschlag, die schwarze Strahlung durch einen 

gleichtem])erierten Hohlraum mit einer Öffnung zu realisieren. Nur so 
konnte diese Idee in Vergessenheit geraten, zumal Boltzmann nach 
seiner eigenen Aussagt' die l)egonnenen Kxperimeute wegen der experi- 
mentellen Schwierigkeiten niclit durchgeführt hat. Es dürfte inter- 
essieren, dalti sogar Boltzmann selber es vergessen hatte, seine Idee 
publiziert zu ha))en, wie Oberhaupt damals oil'enbar kein Interesse für 
die schwarze Strahlung vorhanden war, insofern auch die Referate in 
den Fortschritten der Physik und den Beiblättern nichts von Boltz- 
manns Vorschlag enthalten. 

Wahrend aber diese wichtigen Bausteine von den Experimentatoren 
unbenntzt am Boden li^^ gelassen wurden, trag Boltzmanns Theorie 
noch iMdie Frflchte, zu denen vor allem die von W. Wien för die 
maxmde Energie der sehwsnen Strahlung im Spektrum abgeleiteten 
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Gesetze gehören. Auf die Herleitung dieser Qeeetie und ilue experi- 
mentelle BefttStigimg kommen wir epiter ansfiUirlieb Eorück. 

e) Wie eebon erwahnti datiert die «ipertmenteUe Messong der 
echwaireea StraUnng ent roa dem Zeitpnakt, da W. Wien imd ich 
Ton neuem die Yerwirklidrang schwarzer strahlender und absorbierender 
KOrper in Gestalt gleiehtemperierter Hohlräume yorschlngen.*) Durch 
die Erfahrung hatten wir erkannt, dafs der Verwenduug von Platin- 
blechen, die mit MetaUoxyden überzogen sind, Torerst rein technische 
üindemisse im Wege stehen. Die Überzüge sind nicht gleichmäßig 
herzustellen und Terdampfen in hoher Temperatur. Glüht man sie 
elektrisch, so grenzen infolgp nngleichmafsigen Überzngeg bedeutende 
Temperaturditlereuzen an eirrnnder, die statiotfiir nf'brn einander bestehen 
bleiben. Bestreicht man z. B. ein blankes 1 'hitinhlech auf einer Seite 
mit einer feuerfesten Substanz, »<> ist die h'ii kseite der bestrichenen 
Stelle stets dunkler als ihre Umgebung, w'ihreud die Leuchtkraft der 
bestrichenen Stelle bei geringer Ausdehnung sogar heller vom glühenden 
Platin sich abhebt, trotz ihrer niedrigeren Temperatur. Aufserdem be- 
reitet die Temperaturbestimmuug eines solchen elektrisch geglühten 
Bleches .^ehr grofse Schwierigkeiten. Auch sind, wie erwähnt, ilie 
Metalloxyde weit entfernt, wie der schwarze Körper zu strahlen, während 
Rufs oder Platinmoor in höheren Temperaturen ihre Eigenschaften 
ändern nnd Qlaa schon bei niederen Tonperataren sehmikt. Das reine 
Platin ist aber selbst im geschmolsenen Zustand ein Tollkommenar 
Spiegel, afanlidi dem Queduilbor. Gerade diese Eigenschaft sn spiegeln 
£Bhrt nun dasn, die Körper zu schwaisoi ni machen^ wemi man sa 
ihrer JSgenstrahlnng noch fremde j^boi^to" Strahlnng fügt, indem 
man sie dnrdi andere f^flhende Körper bestrahlen läfst 

Es lassen sich leicht die Bedingungen ableiten, unter denen ein 
hdidnger Körper die sdkoarte Strahlung aassendei 

Für undurehsiehtige Körper, wie Platin, gilt «wischen Absoiptions- 
und Reflenonsrennögen die Beaiehung: 

^-1~Ä, 

sodafs das Xirchhoffsche Gesetz die Form annimmt: 

alle Grölaen bexogen auf die gleiche WellenJange und Temperatur. In 
dieeer Form lautet das Gesetz also: Die Emission des schwartm Sorpers 
ist ^ekk der Eudssim eines bdidngen EjSrpers, vemdirt um den JBhMft- 
ieU der sehwarsen Strahlung, ißdeher von dem beirrenden Korper 



1) W. Wien und 0. Lummcr, Wied. Ann. &0, 461—456. 1896. 
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r^Mert wird. Nur w«in ^ ^ 0 itt^ wird auch c^E. Ist^ wie beim 
blanken natiiiy R Behr grolii, das AbaoiptiooBTennögen A also sehr 
klfliii [nicht zu Terwechseüi mit dem Absoiptionsindex oder Abeorptions- 
koeffisienten, welcher im Ch^entol f&r jedes MetaJl sehr grof« istl 
80 muis sudh die ^^erborgte'' Strshlungnnenge (eB) sehr grols werden, 
damit die Platiiistrahlung der schwarsen gleich wird. Berechnet man 
z. B. die gegenseitige Zustrahlung zweier Platittbleche, so findet man, 
daTs sie sieh wie zwei schwarze bestrahlen, wenn beide Bleche die 
gleiche Temperatur haben und einander entweder unendlich nahe sind 
oder bei endlicher Entforiinnp genügend grofse Ausdehnung haben. ^) 
Man gelangt also auch hierdurch zu dem Resultat, welches Kirch hoff 
ganz allgemein iu seiner Theorie des Hohlraums mit gleichtemperierten 
Wänden nu^^fresprochen hat. 

Nach einer von Kirchhoff aus seinem Gesetze gezogenen Folgenmg 
stellt fleh nämlich im Innern eines jeden von gleichtemperiertcn, ührigens 
hdicbiyai Körpern uuigebenen liaunies eine sulche Dielitigkeit der Energie 
der Strahlung her, als oh diese Körper vollkommen scliwarz, wären. ^Aim 
hat also die sogenaimte StrahJuHg eines schwarzen Körpers als den 
Zustand des Wärmegleichgewichts aufzufassen, weshalb Herr Wien 
vorgeschlagen hat, die Strahlung eines öcliwarzen Körpers überhaupt 
ab „Zmtand des Wärmegleichgewiehts^ zu definieren.*) Diese strengere 
O^nition wird anck gerechtfertigt durdi die Überlegung, dafs ee 
Kdrper, die in Luit sidi wie schwane K5rper yerhalten, praktisch 
nicht geben kann^ weil jeder K6rper Dispersion zeigen mufs, also nicht 
fttr alle FWbea denselben Brechungsindex bsben kann. 

Um die schwane Strahlung dem Experiment zugiuigliGh an 
machen, mufs man notwendig in den gleichtemperierten Hohlraum eine 
6fihnng machen, durch welche die Strahlung nach aufsen gelangt. 

Von dieser Ö&ui^ exhalt die innere Oberflü<;he keine Strahlung, 
und hierdurch wird eine Abweichung vom Zustand*' d* Wärm^ieich- 
gewichts bedingt. Den Grad der Abweichung berechnet man am besten 
durch Aufsuchung der Strahlung, die von einem ins Innere gelangenden 
Strahlenbiindel wieder nach :Mt!'seu reflektiert wird.^) Nach dem Kirch- 
hoffschen Satz ergiebt sieh iucnius dann auch die Emission des Hohbaums. 

Durch ümkehrung des ausgesprochenen Prinzip" gelaugten wir 
ohne weiteres auch zur Verwirklichung schwareer absorbierend&r Bolo- 

1) N&hetes siehe 0. Lämmer, NatnrwiaMoach. Rundicltaa 11, No. 6, t 

mid 8. 1896. 

2) W. Wien, Wied. Ann. .V2. 133 1894. 

3) W. Wien und 0. Lammer a. a. 0. 
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meter. Da es aber schwer ist, volikommene Hoiiiruume aus dünuem 
ßlech von 1/1000 mm Dicke herzustellen, wie es Kurlbauni und ich 
2U unseren Bolometern^) verweudeü, und da auch die Emphudiiclikeit 
wegen des geringeu Widerstands darunter leiden würde, so wendet man 
hier vorteilhafter ffjmgelnde Hüllen au. Deim nach Kirchhoff stellt 
sich nicht nur im gleichtemperiert^n, sondern auch im volUomnioi 
spiegelnden Hohlraum die schwarze Strahlung her. Mag die spiegelnde 
HflUe aber genügen, um die mit stark absorbierenden Substanzen wie 
RoTs und Flatinmoor belegten Bolometersbreifai noeh abBorbierender 
endieiiMii zu Iubol*), rar Entengung der schwanen Slrälika^fseitergie, 
tnaial bei hohen Temperaturen, die spiegelnde Hütte sn TerwerfinL 
Hier Terdient der gleiehtemperierto Hohlranra entschieden den Vorzug, 
nnd ea kann der Ton Paschen Torwendete eleiktrisch geglOhte Flatinatreif 
im spiegelnden Hohliaom nieht als sohwarser K^er angesehen werden. 

d) Auf sehr origineUem Weg kam ^eiehadtlg mit ans Si John*) 
an der Yerwirkliehnng der sehwarzen Stiahlnng^ als er die Strah« 
lungseigenschaften der im Anerstrampf enäialtenen Erden untersuchte. 
St. John brachte in einem Chamotteofen blanke und geschwärzte 
Piatinbleehe zur Weüsglut und liefe deren Strahlung durch eine Öff- 
nung des O&ns austreten. Die aufsen sehr l'ersehieden emittierenden 
Substanzen erschienen im Ofen dem Auge von so nahe gleicher Hellig- 
keit, dafs St. John anfimge glaubte, es seien die Oxyde abgefallen. 
Als durch Einführung eüies gekühlten Eisenrohres die Reflexe der Ofeu- 
wande des glühenden Heizraunies abgeblendet wurden, erschienen die 
ileliigkeitsunterschiede wieder wie aul'serhalb des Ofens. Die .To Ii Ti- 
schen Versuche zeigen also auPser der VVirkunir des gleichtemperierteu 
Hohlranms, dafs die b^di utru k Strahlung der S uhstanzen im Aner- 
strumpt nicht einer Luminiszenzwirkung zu verdanken, sondern eine Folge 
reiner Temperaturstrahlung ist. Um diese Frage exakt zu entscheiden 
und die Abweichungen luminiszierender Körper vom Kirchhoffschen 
(iesetz experimentell festzustellen, hatten auch Wien und ich a. a. 0. 
vorgeschlagen, einen gleich temperierten Hohlraum innen mit den be- 
treffenden Substanzen zu belegen und die Strahlung mit der des 
schwanen an vergleichen. 

Im Gegensals an Si John schidbi Bnnte^) die enorme Strahlung 
der seltenen Erden auf eine y^tal^fMdn^ Wirkung, infolge deren den 

i) 0. Lummer und F. Karlbaanif Wied. Ann. 46, 204—224, 1892. 
2^ f^ier die AusfnKmnf? ver^l F. Paschen, Wied. Ann. fW, 728, 1897 und 
0. Lammer und E. Pringsheim, Wied. Ann. 68, 397, 1897. 
8} Cfa. 6. Saint- John, Wied. Ami. S$, 488—450, 18S&. 
4} Bante, Vechdign. d. Deotioh. Giern. Ges. fierlin 1896. 
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feinsten Teilchen eine höhere Temperatur erteilt wird, als sie die 
Bunsenflamme besitzt. Und bei der experimentellen Prüfung der Strah- 
luug der verKchiedeueu Erdeii findet Bunte thatsik-hlich, dals die im 
Auerlicht stark- und schwachleuchienden Mischungen glddies Strah- 
lungäveruiögeu haben. Dft Bunte diete Snbatonzeii »ber in einem 
langen, elektrisch geheimen Eohlerohr glUhi, 80 sind sein« Yemielie 
nielit beweiskrSftig; ▼iehnehr begeht er hier denselben T^mgaGhlnfB wie 
BdnenEeit Draper (vergl. d. Z. 8. 1 S. 82) und hat wie dieser durch des 
gefundene Resultat ledigüch die Eirchhoffsche Theorie Tom gleich- 
temperierten Hohlraum bestätigt 

So sehen wir auch an diesem Beispiele^ dab erst die Kenntnis des 
schwarzen Körpers und seiner Yerwirkliehung sa einwandsfireien Resul- 
taten auf dem Gebiete der Strahlung führen konnte. 

(FcfftMtrang folgt) 
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über die Bedeutung elektrischer Methoden und Theorien 

für die Ghende. 

Von W. Nernst in Güttingen. 

Vortrag gehalten am 27. September 1901 auf der 73. Natarforgoherversammlting 

zu Hamburg. 

Wenn in der ansdiaulichen Sprache der AtoniiBtik die Chemie als 
die WiBBenschaft von der Bildimg der Moleküle Oberhaupt aus den 
Atomen und von ihrem Zerfall in die Atomr» bpzftichnet werden kann, 
80 beschäftigt sich die Effhfrochemie mit dem Werden imd Vergehen 
elektrisch rff»1nflr?:er Moleküle, die msm nach Faraday kurzweg als 
Ionen bezeichnet. Da nun in zahlreichen chemischen Reaktionen die 
Ionen eine bereits klar erkannte Kolle spielen und da in vielen anderen 
ihre Mitwirkung, wenn auch noch nicht sicher, so doch wahrscheinlich 
ist, so springt die Bedeutung der Elektrizitätslehr ' auch für die reine 
Chemie, nicht nur für die Elektrochemie, in die Augen; alle elektrischen 
experiraentellen Methoden und alle theoretischen Erwägimgen aus der 
Elektrizitätslehre, die auf die loucn iVjiweudung linden, sind der Chemie 
bereits von Nutzen oder können es werden. 

Nun ist es eine wichtige Erfahrungsthatsachei dafs geiade das 
WosBer laUnicbe gelöste Stofib ixi lonsii m ^palten Termag; dadnzeli 
ist dies LöBiu^Bmittel fOr die Elektrochemie niclit nur, sondem fUr 
die Chemie überhaapt tob der aUergrdfirteii Bedeutni^. Es ist fibrigens 
kaum danm zn aweifelii, dals auch die fondamentale Rolle des Wassern 
im tierischea und pflan^oben OrgaiiiBmiis auf Terwandte TTisackea 
sorfiekanfttiren ist Wahrschsinlicli kangt das eigenartige Yerkalten 
des Wassers mit seiner koken DielektiuitaÜkonstaiite zusammen, welebe 
in der Tkat diesem Lösungsmittd eine ganz besondre Stdinng zuerteili 
Jedenfalls ist es von Toinkwein klar, dais in den e^erimoiteQen 



1) Das Fnljjiindc ist ein .\iiK7iifr ans dorn Vortrag, den Herr W. Nerust am 
27. LX. r.tOi a\if der 78. NaturforscherverKammlimg zu Hamburg gehalten hat. Der 
vollständige Vortrag ist bei Vandeaboeck und Ruprecht, Göttingen, erschienen. 

Bed. 
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Methoden der Elekirdi h»Mim' die wässerigen Lösungen die vielseitigsten 
und bequemsten Vtrsucliöobjekto sind. 

Wemi wir also nunmehr dazu übergehen wollen, die wichtigsten 
elektrischen Methoden der Chemie kurz zu i-hariikterisieren, so wissen 
wir bereits, dals es sieh hierbei immer um Innen handeln wn J. Bei 
der Behandlung dieser Frage ergab sich nun das von vornherein an- 
soKanlicbe Resultat, dafs bei der Untersuchung der Ionen alle Methoden 
anwendbar mad, die fiber den Bau der gewöhnJiehen eiektrieeh neatnkn 
HolekOle uns zu untemditen sich eignen-, man kann Molekulargewichts^ 
beetimmungen und EonatitationabeBtinunungen an den Ionen genau so 
Auaftthren^ ine aa den gewöhxdichen Molekttlen. Dasu abor treten als 
nea und eigenartig diq'en^^en Methoden hinzu, welche sich an die 
dlektriiche Ladung der lonoi wendoa, und dieses sind eben die 
elektrischen ISeÜioden der Chemie. Ich i^oobey dab der Yorstehende 
ein£uhe Satz die vollatindige Systematik der elektroebemiseben 
Forschungsmethode enthäli 

Wenn wir also z. B. ein Salz in wässeriger Lösung untersuchen 
woDen, so werden wir zunächst durch Anwendimg der van t'Hoff- 
Avogadrosohen Regel das Molekulargewicht bestimmen können; hier- 
durch allein werden wir in vielen FäUen, wie Arrhenius, der Be- 
gründer der modernen Anschauung über die elektrolytische Dissoziation, 
zuerst gezeigt hat, über Menge und Art der Ionen, in welche das 
Salz zerfallen ist, An5?knnft erhalten, hesonderf? wenn wHr damit das 
Heranziehen clieniisclier Analogien verbinden; in den meisten Fällen 
sind ja, wie Hittorf schon in seinen klassiseheu Arbeiten na^'hwie?, 
die chemischen Hadikale mit den Ionen identiscli, und ül)er die Natur 
dieser lladikale gieljt das allgemeine chemisclie Verluilten des Salzes 
in der Hegel hinreichenden Aufschluls. Wie schon bemerivt, sieben 
ims aber auch spezifisch elektrische Methoden zur Verfügunj^, und 
indem wir einerseits von der Thatsache Gebrauch machen, dals die 
Ionen unter dem Emlluls elektrischer Jvrüfte zu wandern vermügeu, 
und dals andererseits die elektromotorische Kraft zwischen Metall und 
der Lösung durch Natur und Menge d^ Ionen beatinunt wird, gewinnen 
sowohl Messungen der elekfarischen Leitföhigkeit wie solche der el^:tro> 
motorischen Kraft ihre Bedeutung auch fUr die rdn chttnisehe 
Forschung. 

Denk den Arbeiten Ton Friedrich Eohlrausch ist die Be- 
stimmung der Leitfähigkeit Ton LSsungen zu einem hoh«i Grade Ton 
Einfachheit und Sicherheit gebracht worden. Ein kleines Liduktorimn, 
eine Wheatstonesche Brücke^ ein Widerstandskasten, ein Telephon 
und ein mit Elektroden Tenehenes GHasgef&ta bilden daa gpnze physi- 
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kaiische Rüstzeug, dessen mau zur Bestimmung der Leitlah^fceit 
bedarf. Einen umfassenden Überblick ü])er die Anwendungen dieeer 
Methode für die Chemie zu geben ist hier nicht der Ort; aber an 
einem Beispiele, das durch die Arbeiten Ton Oetwald herTonagende 
Wichtigkeit gewonnen hat, möchte ich wenigstens ihr Weien ver* 
anschaulichen. 

Dafs in wässeriger Lösung die verschiedenen Süuren sehr ver- 
schiedene Stärke besitzen, i^t eine längst bekannt*' chemiscbe That- 
sache; ihre wissenschaftliche l ^rmulierung gelaug jedoch erst in 
neuerer Zeit mit Hilfe der loneutiieorie und der Lehre der chemi*?i ben 
Massenwirkung. Alle Säuren liefern nämlich, in Wasser aufgelöst, eme 
mehr oder minder grofse Menge der positiv geladenen Wasserstotfioneu; 
die allen Säuren gemeinschaftlichen tind daher spezifisch sauren lieaktionen 
sind nun eben Iteaktioueu des Wasserstoff ions. Nach dem Gesetze 
der chemischen Massenwirkung aber reagiert eine Molekülgattiing, 
gleichgütig ob el^trisch neutral oder geladen, um so energischer, je 
mehr Wasseistoffionen sie eothali. Da man nnn mit Hilfe der elelc- 
trisehen Leitföhigkeit am ein&ehsten nnd genanesten die Menge der 
WasseETStoffionen ttner in Wasser gelösten SSure ennitteln kann, so 
erkennen wir| wie die Messung der elektiischen Leitfähigkeit uns Aber 
die Stirke einer Sinre ond somit Uber die wichtigste Seite ihres 
ebemisclifln Yerhalteiui Anfsdhlnfii giebL 

In komplisierteren Fillen, besonders bei der üntenaehnng der 
sogenannten komplexen Salze, tritt der Leitfibigkeitsmeasiing die 
Untersnehnng der lonenwanderong ergSaaend an die Seite; indem man die 
zu untersuchende Losung elektrolysiert und die mit Verschiebung der 
Ionen verbundenen Konzentrationsänderungen an den Elektroden be- 
stimmt, läfst sich die Frage ent^dieiden, ob ein Element oder Radikal 
mit dem Strome oder dem Strome entgegen wandert; im erstereii Falle 
befindet es sich in einem positiven, im aweiten Falle in einem negatiyen 
Ion. Bereits Hittorf zeigte bei seinen grundlegenden Messungen der 
Überfnhrungszahlen, dafs auf diesem Wege häuHg die Frage leicht 
entschieden werden kann, ob man ein tjpisches oder ein sogenanntes 
komplexes Salz vor sich hat. 

Während die Leitfähigkeit einer Lösung durch die Summe der 
Leitfähigkeiten aller darin vorhandenen Ionen be(lin$rt wird, untl somit, 
besonders in kcunplizierten Fällen, in denen eine grülsere Anzahl ver- 
hifMlener Ionen in der Lösung vorhanden ist^ die Deutung der Ver- 
suchsergebnisse nicht ganz einfach wird, liefert die Bestimmung der 
elektromotorischen Kraft die Menge von einer ganz bestimmten Ionen- 
art, weil die Spannung der Elektroden aufber von ihrer eigenen Be- 
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Bchaffenheit in wässerigen Lösungen nur noch von der Konzentration 
der lonenart abhängt, welelu' die betreffende Elektrode in die Lösung 
entsendet. Der Apparat, der fiir die Ausführung dieser Messungen 
erforderlich ist, bietet in seiner Handhabung' ebenfalls, wie hm der 
Messung der Lritfähigkeit, keine besonderen Schwierigkeiten; ein 
empfind] i eil «^s^ (iaivanoraeter oder Elektrometer, ein Normalelement und 
ein Widerstandska'^ten mnd in den meisten Fällen ZOT Ausfühning 
der Messung vollkouimen ausreichend. 

Bestimmen wir also die elektromotorische Kraft eines Silbordrahtes 
gegen eine Lösung, so vi rniag diese Messung uns Aufschlufs au geben 
Über die Menge der Silherionen, die m der L(")suug vorhanden sind, 
und zwar liegt es in der Natur der Furmel, welche die elektroniütorische 
Kraft und die Konzentration der Silherionen verbindet, dafs die pro- 
lentische Genauigkeit nuabhiiigig toh der Menge der in der littonng 
▼orliandeiiflii Sflberioneii isi Hau ist daher in der Lage, Koanmbtwttonefn 
Ton einer Kleinheit nooh relativ siolier an beatixuman^ wie aia wolil 
auf keinem anderen Wege, z. B. anoh. nioht dnreh die Hilftmittel der 
Spektralanaljae unter den gOnatigsten Bedingungen, gemessen werden 
kennen. 

Auch hier mn£i ich mich darauf beschranken, an einem B«q>iele 
die Anwendbarkeit dieser Metiiode zu erläutern. Daa Wasser ist in 
reinem Zustande ein fost Tolliger Kichtleiter der El^triaitat; es ist 
mit andern Worten nur zu einem äufserst kleinen Bruchteile in aeine 
Ionen, das Wasserstoffion und das Hydroxylion, zerfallen. Da von 
diesen lonenarten das eine für die Säuren, das andere für die Basen 
typisch ist, so ist das Wasser gleichzeitig laurer und basischer Natur, 
d. h. es ist gleichzeitig eine schwache Säure und eine schwache Basis. 
Für zahlroiehe chemische Beaktionen des Wassers war ea nun von 
Wichtigkeit, die Stärke der sauren und der basischen Funktionen des 
Wassers kennen zu lernen, und es mnfsten zn diesem Zwecke die sehr 
kleinen Mengen von VVasserstoü'iouen bestimmt werden, die in einer 
neutralen oder besser alkalischeu Lösung vorhanden sind. Ostwald 
und Arrhenius losten gleichzeitig^ und unabhängig diese Aufgabe, 
indem sir fVw flektromotorisehe Kraft einer mit Wasserstoff beladeiien 
Platinelektrode, die ledigliL-h von der Konzentration der V\ asserstoffionen 
abhängt, bestimmten und daraus die gesuchte auiserordentiich kleine 
Konzentration der Wasserstoff ionen ermittelten. 

T)ie bisher besprochenen elektrischen Methoden sind gleichkam 
Sonden, die der Forscher an chemische Verbindungen anzulegen und 
mit Hilfe deren er sie sozusagen abzutasten vermag. Die Eldctriaitiit 
giebt aber auch Mittel an die Hand, durdi die man, wie mit einem 
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sduurfen Werkzeuge, die chemischon Verbiudungei) zerschneiden kann; 
dieses Hilfsmittel ist das erste, das die elektrochemische Forschung 
erbracht hat, nämlich die Elektrolyse. Vennöge der elektrolysierenden 
Kraft des galTaiiiBcheii Stromes ist man |b ünstaude, auch die festost^'n 
Verbindungeii mit Leichtigkeit in ihre dn&chereii Bestandteile auf- 
zulösen. 

Der Mechanismus der Elektrolyse ist überaus einfach uml clureli- 
sichtitj; ein Strom, der einen Elektrolyten durchfliefst, führt die [)Ositiyen 
loiu ii zur einen, die negativen Ionen zur anderen KlpktrodCj und zwar 
findet diese Wautiening der Ionen, "wie schon oijon Hu.seuiand ergesetzt, 
unter dem Einliufö des elektrischen Zuges statt, der von den eritsfepen- 
gesetzt geladenen Elektroden auf die Ionen ausgeübt wird. Bei hin- 
reichend starker Ladung der Elektroden, d. h. hei hinreichender 
elektiomotorischer Krai't deb elektrolysierenden Strome», gelangen die 
Itmen an beiden Elektroden zur Ahscheidung- indem sie an die Elek- 
troden ihn eld±risehe lAdung abgeben, gehen sie in geirShnliidkei 
d. h. elekirisch nentrale HolekOle Aber, welche don elektrisehen 
Znge nicht mehr unterliegen nnd denigemftfs entweichen kSnnen. 
Der eigentlich primftre Vorgang in der Elektrolyse ist also nichts 
andeies, als der Übeigang elektrisch 9Mie^ Ionen in elektrisch 
Neulrafe Molekfllarten, und die Arbeit, welche der Strom bei der 
Elektrolyse su leisten hat, besteht also in erster Linie darin, den 
Ionen ihre elektrisehen Ladungen zu entEdTsen, und zwar gleidueitig 
den positiTen Ionen ihre positive Elektrizität an der einen, den 
negativen Ionen ihre negative Elektrizität an der andern Elektrode. 
Diese Arbeit i t uun aber um so grofser, je höher die an den 
Elektroden wirkende elektromotorische Kraft ist, und da wir letztere 
bei geeigneter Versuchsanordnong beliebig zu steigern imstande sind, 
so erkennen wir, dafs kein Ion seine Ladung so stark zu binden ver- 
mag, dafs wir* nicht durch hinreichend starken elektrischen Zug sie 
den Ionen '/n entziehen imstande wären. Mit Ililfc» des tStromes köimen 
wir dementsprechend die stärksten chemischen Kräfte überwülti'jffn. 

Während hei der Elektrolyse der galvaniR^-h^ Strom chemische 
Verwandtschatten löst, wird bei dem umgekeiirten Phänomen, der 
galvanischen Stromerzeugung, chemische Energie in elektrische Hin- 
gesetzt. Auch der Mechemismns dieser Vorgänge ist mit liilie der 
louentheorie und der Theorie des osmotischen Druckes in neuerer Zeit, 
wie ich glaube, klargestellt worden. Die Auflösung des Zinks z. B. in 
einem galvanischen Elemente ist im Prinzip ähnlich der Auflösung 
irgend einer beliebigen Substanz in einem Lösungsmittel; das Eigen- 
tnmKftii^ vaa hei der Anfldsuog des Zinks nodi hiiisnkommt, besteht 
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ledigHeh darm, dafs hier^ wie bei dem Metallen überhanpl^ nicht elek- 
trisch neatrale Moleküle in Lösung gehen, 'sondern dafs es sich dabei 
um Ionen handelt. Diulurch aber ist notwendig mit der AnfloBnng 
des SUnks eine elekferische yerachiebong Terbonden, die anter geeigneten 
yersuchsbedingongen ds gesehlosaener gslTanischer Strom in Er- 
eciieinang triti 

Aber auch wenn man ohne besondere Vorkehrung Zink oder ein 
Metall in Sänren lSflt| ist damit ein elektrischer Vorgang nntrennbar 
Terbonden; von dem Zink werden Zinkionen in die Säure entsandt^ 
wihrend gleichzeitig die chemisch und somit auch elektrisch äquivalente 
Menge yon WasserstoMonen umgekehrt aus der Losung zum Zink 
übertritt, um nach Abgabe der Ladung als elektrisch neutraler Waaser- 
gtoflf zu entweichen. Genau so, wie für die Elektrolyse die Spumungs- 
differenz an den Elektroden mabgebend ist, wird auch dieser chemische 
Prozefs, wie in zahlreichen neueren Arbeiten geseigt wurde, aus- 
schlieDalich durch die elektrische PotentialdiffereiB jEwischsn Metall und 
LSsimg bestimmt. 

Der primäre Vorgang bei der Auflösung eines Metalls unter 
Wasserstoffentwicklung besteht also in der Abgabe der positiyen Ladung 
des WasserstoMons an das betreffende Metall. Leiten wir etwa Chlor 
in die Lösung eines Jodids, so wird gewöhnliches Jod in Freiheit 
gesetzt und das Chlorion tritt an die Stelle des Jodions; auch hier 
besteht der chemische Prozefs also wesentlich in einer Dislokation 
einer elektrischen Ladung, und zwar handelt es sich bei diesem Beispiele 
um eine negative Ladung. Nach aufsen verrät sieh, wie es in der 
Natur dieser Erscheinung liegt, die elektrische Natur dieser Prozesse 
nicht weiter; elektrostatische Ladungen oder galvanische Ströme treteu 
dabei nicht auf. Wohl aber liirst sich die Richtiuig, in der solche 
cheniischen Umsetzungen atattünden müssen, aus den lonenpotentialen 
ableiten. 

Schon daraus, dals das Phänomen der Elektrolyse in der Spaltung 
selbst der festesten chemischen Verbindungen besticht, wird es klar, dafs 
bei chemischen Verbindungen elektrische Khilte eiur wichtige Kolle 
spielen; im einzelnen haben wir überdies soeben gesehen, daf'f bei 
manchen chemischen Prozessen der primäre Vorgang in einer Dis- 
lokation elektrischer Ladungen besteht. Damit tritt denn zugleich die 
Frage an uns heran, ob nicht etwa die chemischen Jiräl'te überhaupt 
elektrischer Natur sind. 

Ehe wir darüber Betrachtungen anstellen, inwieweit die Forschung 
in das äulserst hyj) 'tlu Lisehe Üebiet der Natur der chemischen Affinität 
zur Zeit vorgedrungen ist, möchte ich kurz noch darauf eingehen, wie 
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die ehemiielie AfBniiit gomeamn werdon kann. Wenn xwei Substaamn 
bei ihrer BerOhrmig in rasche ohemische Wecluelwirkimg zu treten 
Tennögen, eo sagt man in d<a Begel, dafs sie eine grolae chemiBche 
Affiniüt hesitien; diee ist einwandafrei, aber keineswegs die Umkehrong 
dieses Satses, dafa nSmlich Snbsianzen, die sich auch hei innigster 
Berflhnmg gegen einander indifferent rerhalten, keine Affinität hesitsen. 
Der VerladT eines diemischen Prosesses ist awar proportional der 
wirkenden chemiadien Eraft^ aber er hingt ttn&erdem anch noch Ton 
der GrSlse der Widersünde ab, die im betreffenden Fall au llber- 
winden sind. Anch bei sehr grofser chemischer Affinität kann die 
ReakttoDsgeschwindigkeit Tersdiwindend klein sein, woltbr ein 0emenge 
▼on Wasserstoff und Sauerstoff ein Beispiel bildet; trotz der grolsen 
AfiBttitSt dieser Elemente bleiben sie bei gewöhnlicher Temperatur so 
gut wie ToUkommen passiT, weil der au überwindende diemisdhe 
Widerstand sehr grofa ist 'Genau wie die Intensität eines galvanischen 
Stromee der wirkenden elektromotorischen Eralt direkt und dem ent- 
geg^Mtehenden elektrischen Widerstande indirekt proportional ist, so 
gilt fOr die rein diemischen Ftoaesse em analogea Gesetz: die Reaktions- 
geschwindigkeit ist der diemischen Kraft oder der diemisehen Affinität 
direkt und dem chemischen Widerstände indirekt proportional. In 
«nem galTanischen Elemente werden beide GesetEe, das Ohmache 
Grandgesets der elektrisdien Ströme und daa chemische Grundgeseta 
des BeaktionsTerlanfS) identisdi, weil hier galYuniadier und die- 
BUBcher Widerstand zusammen&Ilen, die Beakfcionsgesdiwindigkeit nadi 
Farsdays Gesetz der Stromintensitilt gleich wird und die KnSt der 
diemischen AIBnität des stromliefemden Ptozessee in dem betrachteten 
gahraniachen Elemente einfadi seine dektromotorische &aft ist Ebenso 
aber wie das Ohmsehe Gesetz anch auf elektrische Ketten Anwendung 
findet, in denen keinerlei chemische Ptozesse sich abspielen, wie bei 
den Dymanomaschinen oder den Thermosänlen, so gilt das analoge 
diemische Grundgesetz anch bd Reaktionen, in denen, wie z.B. bd 
Verbrennungsersdieinungen, das Auftreten galTanischer Ströme nicht 
nachgewi^n und, wenn es sich ledi^ch um die Einwirkung zwischen 
elektrischen Isolatoren bandelt^ geradezu ausgeschlossen ist Immerhin 
weist die grofse Ähnlichkeit der beiden be^rochenen Gesetze bereits 
auf eine Beziehung zwihcIiph cLemisehem Prozefs und galTanisdiem 
Strome oder besser galvanisc-lier Entladung hin. 

Ana den vorstehenden Überlegungen ersehen wir bereits, dafs die 
Bestimmung der elektromotoriscben Kraft eines galvanischen Elementes 
rnis gleicbzHitig die Gröfse der Affinität des betreffenden stromliefemden 
diemischen Prozesses liefert. Mau kann letztere Gröüse aber auch auf 

▲nftlT 40t JlftttMBAtIk und Phfik. ILL B^Im. U. 12 



Digitized by Google 



178 



W. Nibmit: 



zahlreichen anderen Wegen ermitteln; wie nebenbei bemerkt sei, liefert 
jede Methode, die zur Keimtnis der maximalen Arhoitsleistuug einer 
chemischen Umsetzung oder, wie man es auch ausdrückt, zur Be- 
Htimmuug der damit verbundenen Änderung der lr»'!«'ij Enerfjie führt, 
gleichzeitig die chemische Afhnität der betreffend» n stj tlln hn Um- 
setzung. Die Messung der elektromot<)riscll^^tl Krall ibl auer die viel- 
seitigste und genaueste Methode, und wir sehen also, wie auch hier 
wieder, wo m sich um die Messung einer der wichtigsten chemischen 
Gröfsen handelt, eine rein elektrische Metliode an der Spitze steht. 

lliHturiach wäre über die Frage nach der Natur der (!lieimHchen 
Yerwaudtschai't etwa folgendes zu bemerken. Bei der Beschäftigung 
mü der atior|pmiacheii Chemie seigte mek in der Zusammensetzung 
zahlreiclier ehemiacher Yerbinduiigen ein deatüoher DaelismuB; man 
konnte die lUemente und Badikale in xwei Kategorien teilen, die 
posiÜTen und die negativen, und man fand, däle die positiven, wie die 
negaÜTen Radikale je untereinander meieteiu relatiT acbwierig reagieren, 
data aber ein stark poeitiTee mit einem stark negativen Radikale sieh 
stete ^att SU einer wohl charakterisierten chemisdien Veorbindong ver- 
einigi Die Erkenntnis dieser T h a t sac he ist der bleibende Inhalt der 
elektrochenusdfem Hieorie von Berzelins; dals der groliw BegrQnder 
der analytischen Chemie dies Verhalten der Elemente dadurch zu er^ 
klaren suchte^ dafe et die eine Kategorie als in freiem Zustande positiv, 
die andere als negativ geladen ansah, eine Annahme, die gegen die 
Elemente der Eiektrizitätslehre verstöfst, ist im Grunde eine unwesent- 
liche Zugabe an seiner Theorie. Thataächiich war es Berzelius anoh 
wohl mehr darum zu thun, den von ihm so oft beobachteten Dualismus 
in den chemischen Verbindungen durch die Analogie mit den beiden 
Elektrizitäten anschaulich zu uiachtn, als eine streng physikaiiache 
Erklärung der Wirksamkeit chemisrlier Krültö zu lietero 

Nuu entdeckte die aufbiiili 'ude organische ( 1j ime zahllose 
cheniisclie Verbindungen, bei denen die einseitig duaiistniche Auf- 
fassungsweise vollkommen versagte, und so entstand die, wie man 
sich kurz ausdi iu kt, unitarische Theorie der Konstitution organischer 
Verbindungen, d. h. eine Vaienztheorie, die sich um jenen Dualismus 
nicht küLu liiert. 

Gegenwärtig kann man wohl sagen, dafs eine rein unitarische Auf- 
fassungsweise der chemischen Verbindungen ebenso einseitig wäre^ wie 
die rein dualiatiadie Auffassnngsweise v<m Berselins; wir mfissen eben 
annehmen, dab bei der Bildung chemischer Verbindungen sowohl ein- 
heitlidi wirkende Kräfte aur Geltung kommen, wie es s. B. die von 
Masse au Masse wirkenden Newtonschen Attral^ionskrsffce sind, als 
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auch Kräfte polarer Natur tUätig sind, wofür die eiekfcrischfia Eiäfte 
das deutlichste Beispiel liefern. 

Der von Berzelius erkannte Duaüsmus der chemischen Ver- 
bindungen läfst Bich vom St^mdpunkte der lonentheorio sehr einfach 
folgendemiafseu deuten. Diejemgeu Elementf^ ndpr Kadikaie, welche 
aus cheinischoji Vprbinduritrf'n als positive loueii abgespalteu werden, 
bilden die eine Katrt^fi>nt- iiujt'nigeu, welche als negative loneu auf- 
treten, bilden dir aiult ie ivuttgurie der Elemente und Radikale. Es 
smd also nicht die Ireieu Eleniente oder Kadikaie elekinsch geladen, 
wie Berzeliiis annahm, sondern yiach der Vereinigung vüu positiven 
und negativen Radikalen untere muniUr veiituig das Molekül unter 
geeigneten Bedingungen sich in Ionen zu spalten, wobei dann die 
positiven Kadikaie positiv, die negativen Radikale negativ elektrisch 
geladen sind. Diese elektrische Spaltung offenbart sich am deutlichstem 
durch elsktrolytische Leitfähigkeit und die daniit TSrbundeiie Fühi^eity 
unter dem Einflüsse eines hinzeicheDd starken dektrisehen Zuges sich 
in die freien Badiksle spalten su lassen, gleichzeitig aber audi, worauf 
Hittorf zuerst hinwies, in dem leichten chemischen Austausche eines 
positiTen gegen ein snderei positiTcs und eines negsÜTen gegen ein 
anderes negatETes Badikal, oder, mit anderui Worten, in der glatten 
BÜdung und g^;enseitigen Umsetsung Ton Selsen; Hittorf drdckte 
dies sehr ptignaat. durch den einÜMshen Sets aus: jyElektrolyte sind 
Salle." 

Berzelius nahm, wie schon bemerkt', femer an, dals der Grad 
der Positivität oder Negativität, wenn ich mich kurz so ausdrücken 
darf, durch die Stärke der elektrischen Ladung bestimmt sei; seit 
Faraday weiGs man im Gegenteil, dafs die elektrische Ladung, die 
ein einwertiges Ion oder Radikal mit sich führt, ganz unabhängig von 
der Natur und demgemäfs auch von der Stärke dieses Radikales ist. 
Das äufserst stark positive Kaliumion ist genau so stark elektrisch 
geladen, wie das sehr schwach positive Silljerion, und das Gleiche gilt 
auch für das äufserst stark negative i'iuonon und das sehr schwach 
negative Jndion. Nicht in der Gröl'se der Ladung zeigt sich der Örad 
der Positivität oder Negativität, sondern in der Festigkeit, mit der 
diese Ladimg gebunden wird. Dementsprechend kann, um bei den 
obigen Bei8})ielen zu bleiben, Jodsilber bereits durch sehr geringe 
eiektromotorischo Kräfte in die freien Elemente gespalten werden, 
während Kluorkalium umgekehrt nur unter dem EinHui's eines sehr 
starken elektrischen Zuges in die Bestandteile zerfallen kann. 

Der experimentelle Ausdruck der Thatsache, dafs die verschieden- 
sten einwertigen positiven oder negativen Radikale gleich stark elektrisch 
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geladen sind, ist das Faradajsche elektroljiische Grundgesetz, woxueh 
die gleiche Strommenge au den verschiedensten Elektrolyten immer 
chemisch äquiTalente Mengen in Freiheit setzt. Da nach allem, was 
wir darüber wissen, das erwähnte Gesetz mit gröfster £xaktheit zatnffl^ 
80 kann die Thatsache, dals die verschiedenartigstem einwertigen Ionen 
die gleiche ElektriadtäUmenge binden, als sicher verbürgt gelten. 

Was die mehrwertigen Ionen auiaogt, so findet man, dafs die 
zweiwertigen Elemente oder Radikale genan doppelt soviel, die drei- 
wertigen genau dreimal soviel Elektriniat binden, als die ein- 
wertigen u. s. w. 

Diese höchst merkwürdigen Thatsachen lassen sich nun ongsmeilt 
einfach und anschaulich deuten, wie schon Helmholtz in seiner 
Faraday Rede (ISöl) augedeutet hat. Wenn wir an der stofflichen 
Natur der Elektrizität festhalten, wozu man, wie Helmholtz ebenda 
betonte, vollkoninien berechtitjt i«t, — mui ich glaul)e nicht, dafs sich 
seitdem hieran ( twns geändert hat , so sind die Ionen eine Art von 
chemischer Yi ihmiiimg zwiBchen Elementen und Kadikaien einerseits 
und der Elektrizität andererseits. Wenn nun ferner, wie wir schon 
sahen, die verschiedensten Elemente oder Radikale immer sich nur mit 
einer ganz bestimmten Quantität freier Eiektri/iiiit oder einem Multiplum 
davon verbinden, so kann man das am eintjichsten durch den f^atz 
ausdrücken: für die Verbindimgen zwiclien gewöhnlicher Materie mid ih r 
Elektrizität gilt genau das gleiche chemische Grundgesetz, wie für diu 
Verbindungen der gewöhnlichen chemischen »Substanzen untereinander, 
nämlich das Gesetz der konstanten und multiplen Proportionen. 

Erinnern wir uns, dafs vor etwa einem Jahrhundert die Ent- 
deckung jenes elitiiusviieii Unmdgeset/.es Anlalk zur Einführung der 
Atomistik Lu die exakte Natur wiasenschai't gab, und dafs bis auf den 
heutigen Tag dieses Ciresetz die sicherste experimentelle Unterlage jeder 
molekulartbeoretischen Betrachtung geblieben ist. Ohne die atumistische 
Naturaut tüssuiig ständen w ir diesem fundamentalen Naturgesetze völlig 
ratlos gegenüber, wahrend es uns vom Staudpunkte der Atomistik aus 
geradezu selbstverständlich erscheint. 

Genau so liegt die Sache offenbar, wenn es sich um die Auffassung 
des obigen elektrochemischen Grundgesetzes handelt; denken wir ims 
die elekti'ischeu Fluida als kontinuierlich, so bleil)t es v<)llig unerklärlich, 
warum die verschiedensten Elemente und liadikale immer gerade eine 
ganz bestimmte Elektrizitätsmenge bilden oder gerade ein Multiplum 
davon. Sofort aber wird es zur notwendigen Konsequenz, wenn wir 
die Elektrizität als in einzelne Atome von unveränderlicher Grülse uns 
geteilt denken. 
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Hierdurch gelangen wir also sozusagen zu einer chemischen Theorie 
der Elpktrizit'ät, die wir znm Schlnfs noch kurz betrachten wollen. 
Aufser den l)ekanuten chemisrheu Elementen hätten wir zwei neue 
anzunehmen, tr^'Hildot von den positivea und negativen Elektronen, wie 
man diese eiektrisi hmi Atfime bp/cirhnpt: diese Elemente sind chemisch 
einwertig, d. h. die Valenz eines Elementes kann durcli pin, die eines 
zweiwertigen Elementes durch zwei Elektron* n gesättigt werden 
u. 8. w. Das Atomgewicht dieser Elektronen kann für die Zwecke 
der Chemie als verschwindend klein angesehen werden, Forschungen 
auf ganz anderen Gebieten, die in erster Linie das Studium der 
Kathodenstrahlen betrafen, und worüber Herr Dr. Kaufmann, ein sehr 
erfolgreicher Bearbeiter dieses Gebietes, am letzten Mittwoch von dieser 
Stelle ana berichtet hat, haben es übrigens wahrscheinlich gemacht, 
dafa daa Atomgewicht dar negstif«iK MAtmum etwa Vmoo Atom- 
gewiehts des Waaserato£fo iai Freilich iat die Frage noch offen, ob 
es flieh hier am eine wirUidie ÜRSse im gewöhnlichen Sinne handeli 
JedenfaUs aber iat dieae Chröfse in der Tfaat bei chemischen Arbeiten 
TCFsdiwindend, insofem als etwaige dordi die negatiTen Elektronen 
bedingte Oewichtsrerinderongon Innerhalb der miTermeidBchen Fehler 
aach der genauesten bisherigen chemischen Analysen liegen. Ob die 
poaitiTen Elektronen, wie nicht nnwahrscheinlich, das gleiche Atom- 
gewicht haben, wissen wir nicht, weil man in diesen die den Eathoden- 
strahlen entsprechende Erscheinung noch nicht «iifgefonden hat. Die 
Eigentflmlidbkeiten, welche diesen beiden Elementen zwischen allen 
anderen eine ganz entschiedene Ausnahmestelle verleihen, sind die Ton 
ihnen ausgehenden eigenartigen Kraftwirkungen, die von der Newton- 
mshm. Attraktion der gewöhnlichen Elemente und Verbindungen so 
vollkommen verschieden sind. Die Behandlung dieser Kräfte bildet 
eben den physikalischen Teil der Elektrizitatslehre, die seit Coulomb 
und Ampere mit der Erforschung der Geset/e j^ner Kräfte sich 
beschäftigt hat Dasjenige, was für die Chemie in Betracht kommt, 
nämlich die elektrolytische Leitung, die elektrolytische Zersetzung und 
die galvanische Stromerzeugung habe ich in dem ernten Teile im in« s 
Vortrages besprochen, und wir haben dabei konstatiert, dafs sich diese 
Erscheinungen in der That aus den elektrischen Grundgesetzen heraus 
aDBchanlich deuten lassen. 

Wenn man fragt, warum denn diese beiden Elemente von polar 
entgegengesetztem Charakter eine solche AuBuahmestellung im Ver- 
gleich zu allen übrigen einnehmen, so kann man diese Frage allerdings 
mit gleichem Recht anfwerfen, aber ebmsowenig beantworten, wie die: 
wanun ist das Chlor gerade das Chlor, wanun hat das Nakiom gerade 
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(lif Eitfcnsclmftf'n des Natriums a. S. w. Die EirfenschafLiU der Eloiiionie 
kfinnen wir zur Zeit eben nicht ableiten, wir müssen sie einfach 
nehmen, wie sie sind. — Übrigens erinnert das gegenseitii^e Verhältnis 
der positiven und negativen Elektronen ein wenig, aber auch nur ein 
wenig, an das Verhältnis zwischen zwei oj)ti«chen Isomeren. 

Die Ionen sind, wie schon bemerkt, als chemische \'erbindiingeu 
stwiflelifln gewShnlidieii Atomen imd Radikalen und den Elektronen 
wthnhmm, und swar nnd ea g«&iiagte chwnweh« Verbindiingen. 
Wenn wir namBch etwa im GUomatrium das Natrinmatom dnzeh ein 
negativea Blektron substikueraiy so bekommen wir das negative 
^orion; wenn wir das Ghlorabom dnrek das positiv geladene Mektron 
efsetsen, so bekommen wir das positiTO Natrinmion. Man sieht also, 
dals die Ionen aich ToUständig in das Schema der Snbetitationstkeorie 
einordnen, sobsld wir die atomistisehe AnfÜMsung der ElekbisitSt an 
Hilfe nehmen. Gleiohseitig wird aueh der gewaltige üntenchied 
awischen freiem Chlor und dem Chlorion, zwisehen freiem Natrium 
und dem Natriumion offenbar; denn genau so, wie das physikalisdie 
Verhalten des freien Chlors und des freien Natriums ganz anders ist, 
als wenn diese Elemente in einer chemischen Verbindung, wie etwa 
Chlomatrium, vorhanden sind, so wird ihr Verhalten durchgreifend 
durch die Verbindur;; mit den elektrischen Elementaratomen, d. h. durch 
den Übergang in den lonenzustand, gMmdert. 

Dafs sieh fibrigens die Ionen in der That wie gesattigte Ver- 
bind^näjf'n verhalten, geht unter anderem auch aus folgender Thatsache 
hervor. Aufser den eheniinflieü Verbindungen, die sieh dem Schema 
der Valenztheorie unterordnen, gieht es auch sogenannte Molekül- 
vcrbmdungen; um hierftlr ein Beiapiel zu nennen, so vermag das 
Platinrhlorid sechs Ammoniakmolekflle zu addieren. Es ist nun sehr 
bemerken.sv\ ( f t, dals die Ammoniakmüleküle durch Ionen ersetzbar sind, 
wie die Ft*i«i Hungen von Werner gezeigt haben, und dafs also auch 
die Ionen in der Art und Weise, Molekiilverbindungen zu bilden, sich 
vollkommen den gewöhnlichen gesättigten V erbindimgeu an die Seite 
stellen. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob sich die Substitution im Chlor- 
natrium nieht noch einen Sehritt weiter flttiren, d.h. ob sieh nicht 
gleichzeitig das Natrinmatom und das Chloratom durch ein negatiTcs 
und ein posttives Elektron substituieren liist; das Resultat dieser 
Substitution wsre also eine Verbindung aus einem positiTen und einem 
negativen EIeklax>a Wir hatten so ein elektrisch msaaeloaes, neutrales 
oder wenigstens so gut wie masseloses Molektll. Über diese Yer» 
bindung und Ober die Rolle, die sie vielleicht in chemischen und 
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elektrüelH»mi8t'hcn Prozessen spielt, wissen wir noch niclits Bestimmtes. 
Sollteu diese Verbindunjjen wirklich existieren, und sollte es uns 
gelingen, ein Roütrenz daiatif zu finden, um mich der chemischen Aus- 
drucksweise /u liedieueu, so würde sich uns vielleicht eine neue Welt 
von Erscheinungen erschliefsen; die Vermutung scheint mir jetzt schon 
unabweisbar, dafs im Verhalten des Lichtäthers, jenes bis heute noch 
Tellig hypothetisehen Ageus, diese MolekQlgattong eine Bolle spielt 

Auf Onmd dieser Anscliaaui^ kdimen wir mu nun bald ein 
Uans Bild über das VezIiilltmB ▼<m dualistischer sa nnitansclmr An« 
sebauungsweise Terschaffien. Die Tersduedenen Elemente (bes. Radikale) 
besitzen m den positiv«! imd negatiTm Elektronen Terschiedene chenusebe 
Aifinilat; diejenigen Elemente, die snm positiven Elektron eine ana- 
gesproebcne yerwandtschaft ze^;en, bOden die positire Grappe Ton 
Elnnenten; entspreehend besitnm die negativen Elemente eine Ver- 
wandtaehaft zom negativen Elektron. Anfserdem besitzen die ver- 
aehiedenen Elemente nntereinander eine chemische Affinitat, die nielit 
polaren Charakters ist. Dementsprechoid köimen, ohne dafs die Elek- 
tronwi eine Rolle spielen, zwei Atome eines Elementes eine feste 
chemii^che Verbindung eingehen; ich erinnere nur an die Festigkeit^ 
mit der sich zwei "Wasserstoffatome oder zwei Stickstoffatome unter» 
einander zu einem Molekül vereinigen. Dasselhe gilt von vielen Ver- 
bindungen der Metalloide untereinander, wie ChJorjod. Rrhwefelphosphor 
u, 8. w. Ebenso vermögen die Metalle untereinander zahlreiche Ver- 
bindungen einzuLTi lu n , hei denen wir ebenfalls gar keinen Anlafs 
haben, auf eme Beteiligung von Elektronen zu schliefsen. Der Kohlen- 
stoff insbesondere, der einen T^bergang zwischen den ausgesprochen 
positiven und den ausgesprochen negativen Elementen bildet, vermag 
mit beiden Kategorien von Elementen zu reagieren, imd da auch hier 
die Elektronen aus dem Spiele zu bleiben scheinen, so wird die Möghch- 
keit einer rein unitarischen Auffassungsweise bei den Kohlenstoffver- 
bindongen v^etändlicb. 

Sobald aber ein positives and ein negatives Element miteinander 
reagieren, tritt die Fähigkeit der lonenspaltung auf, d. h. mit diesem 
ebemisehen Proaesse ist eine Addition oder Aufspaltung eines masse- 
losen elektriscb neutralen Molekflls verbunden; es scheint mir sehr 
bemerkenswert, daCi diese Vorgänge mit einer viel durchgreifenderen 
Veränderung des gesamten Verhältnis verbunden sind, als diejenigen, 
bei denen eine Ifitwirkung der Elektronen nidit stattaufinden scheint; 
denn wahrend die Verbindungen der Metalle untereinander deutlioh 
metallischeil Charakter bewahren und die Verbindungen zwischen 
Metalloiden ebenfsUs deutlich an das Verhalten ihrer Bestandteile 
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eriimern, entsteht oflFenbar etwas ganz Neues uad Eigenartiges, wenn 
eifl Metall mit einem Metalloide reagiert. Eine Substanz wie Chlor- 
natriurn, weist gegen ihre Koiiipouenten die denkbar gröfsten Ver- 
schiedenheiten auf, wie auch bei der BiltUmg solcher Verbindungen 
ofirenl)ar ganz ])es()nders mächtige chemische Kräfte mitwirken. 

Natürlich scheint es nicht unmöglich, dafs auch bei den nicht 
polaren Wechselwirkungen elektrische Kräfte im Hintergrunde sich 
befinden, wie man ja auch jetzt schon vielfach hofft, die Newtonache 
Attraktion ähnlich wie es mit der 0])tik gelang, auf elektrische 
Phänomene zurückführen zu können. Das ist aber doch lediglich Sache 
der Zukunft; zur Zeit wird man gut daran thim, die Kräfte polarer 
Natur sorgfältig von den im^itarischen zu trennen. 

Das hier dargelegte Schema läfst die Möglichkeit vorhersehen, 
dais ein Element oder Radikal mit einem positiven oder negativen 
Elektron zu reagieren vermag, ohne daTs gleichzeitig ein anderes 
Element Ttm entgegengesetzt polarem Charakter sich des frei- 
gewordenen Elektrons henwchtigt. Wom dies geachähe, so wQrde 
das frek Elekbtm in Analogie su den gewSlinliciien obemiiGhen Pro- 
seasen mit einem hestimmten Bissosiationsdruek in Freiheit gesetzt 
werden, der sich in der lebendigen Kraft des fortgescbleaderten freien 
Elektrons anlsttn wQzde. Vielleicht verdanken die Beequerelstrablen 
einem solchen chemischen Proaesse ihie Entstehung; da man anch hier 
bisher nur das Anftreten freier negativer Elektronen beobachtet hal^ 
so gewinnt es flberhaupt den Anschein, ab ob die positiven Elektronen 
viel achwieriger an iaolieren, d. h. viel fester von den Elementen 
metallisdier Natur gebunden seien, als die negativen Elektronen von 
den Metalloiden. 
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Adolf fineser, Lehrbuoh der YariatioiLareolmnxig. Brattnschweig, 
Friedrich Vieweg und Solm. 1900. XYI u. 312 S. 8**. 

Die YaiiaitiaiimMhiiiiiig hat eine ^panartige Geiidiidito. üntenimimt 
nam es, das Interesse der Malliematilcar fBr diese IHseiiAm fsstsusteUeii, indem 

man die darauf bezüglichen Abhandlungen und Werke Jahr für Jahr ab- 
zählt, so ergeben sich auffallende Verschiedenheiten. Drei .scharf hervor- 
tretende Maxima fallen zunächst auf, die etwa zu den Jahren 1700, 1740, 
1765 gehören; ilmen entspreolien die Hamen Jae. und 3 oh. Bernonlli, 
Elller, Lagrange und die Stnftn der Entwieklvng tob der Stellung und 
Lösung besonderer Aufgaben bis zur Aafißndung allgemeiner Methoden und 
dpr SrhafFim^ eines besonderen Alporithmus. Der ersten Blütezeit folgt 
im Abstände von etwa 70 Jahren eine zweite: mit Anfang der dreüsiger 
Jahre nenniehnten Jahriinnderte heginnt die Eäufigkeitakarre wieder' 
ra ateigen und bleibt von 1835 bis llfid auf einer exfaebUchen Hdhe. 
Einmal erfährt die Aufgabe der Variationsrechnung Erweiterungen, teils 
von geometrischer Seite durch Steiners noch lange nicht genug gewürdigte 
Arbeiten, teüs von analytischer, indem nach dem Vorgange von Gauls 
doppelte nnd mehr&che Litegrale in den Kreis der Befaaehtnng gezogen ' 
wmden. Dann aber wird die dnrdi Ansfttse von Legendr e (1786) und 
Lagrange (1801) begonnene Kritik der Variationsrechnung durah Jacob i 
fortgesetzt, dessen Untersuchungen über die zweifp Variation his in die 
neueste Zeit hinein ihre Fruchtbarkeit bewiesen haben. 

Etwa seit 1875 beginnt ein neues Steigen der Kurre, und in dem 
Gebiete dieses Matiuinnis befinden *wir uns noch gegenwirtig. Die Weier* 
straf 8 sehe Schule hat hier einen hervoxragenden Anteil; es handelt sich 
dämm, die Theorie von Grund ans new atifznbanen, sodafs den Forderungen 
der „Weierstrafsschen Strenge'* genügt wird. Was Weierstrafs selbst 
betriJBFt, so sind wir auf die Abhandlungen einig» seiner SehtÜer an- 
gewiesen, die, wie Herr Eneser sich ansdrflckt, „zwar in erster Linie den 
eigenen Üntersnchungen der Verfasser gewidmet sind, aber auch in modi- 
fizierter und verallgemeinert<;r Weise alle wesentlichen, aof unseni Gsgsn- 
stand bezüglichen Ideen von Weierstrafs enthalten". 

Da Herr Kneser für die Encjklopädie der mathematischen Wissen- 
schalten «inen Berieht fiber die Variatjonsrechnnng liefern wird*)i 'wiU er in 
seinem Lehibndie unter Venioht aof eingehende historische Angabot und die 

1) Der Bericht ist bereits gedruckt, nar noch nicht ausgegeben. 

Die Bed. 
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Erörterung von Prioritätsfragen einen AbriCs dieser Disziplin gehen, so wie 
er fttif dem g«geowftitigeD Standpunkt der EntwieUnag gegeben werden 
kann. Eine solche nach einheitlichem Plane erfolgende, auf einheitlichen 
GrundsStzpn bemhpiidf» Darstellung 7.n Hpfem, war kpinp leichte Auff:al;e; 
denn wenn auch die Art der DurchfQhrong und die Zielpunkte der Unter- 
suchung von Tomberein feststanden, so galt es doch, sich durch ein Ge> 
ttrflpp doneirrollw üntersnchnngen den Weg an bahnen, and der eigenen 
Thätigkcit des Vei-fassers hVivh vieles flberlasgen. Deshalb ist, was er ge- 
leistet hat, weit rnehr als ein Lehrbuch im gewöhnlichen Sinne des Worte«, 
es ist, wie die folgende Übersicht über den Inhalt des Werkes zeigen wird, 
cngleieh ein Beitrag zur Fortbildung der Variationsreehnong, der TOn 
bleibendem Wert sein wird; einen Beweis hierftr bildet die Thatsache, dab 
horoits, dadurch anj^eregt, andere Autoren weitergehende üntenochun^ 
angestellt haben. ^) 

Nachdem in dem ersten Abschnitt (S. 1 — 19) Begriff uml Grundregeln 
der ForjafiofMreeAmM^ behandelt wor^ find, werdw in dem aweiten 
(8. 20 — 43) nakBOnäige Bedingungm dafür anfgeatellt, dab ein Integral 

h 

ein Bitremom ist Herr Kneser bedient sich dabei einiger neuer tennini 

techniei, die sich in einer vom Ref. an der ühiversit&t Kiel gehaltenen, mit 

Übunpen verljunflencn Vorlesung sehr px\\ bewahrt liaben und aUgemeina 
EinfUhroog verdienen. Die Kurven, die der Differentialgleichung 

d /df\ Bf 



x\dv7 du 



dx\dy'/ dy 

genftgen, bezeichnet er als die zu dem Integrale ./ gebärenden Extremalen 
fS. 24). Soll ferner J unter der Bedingung ein Extremum sein, dafs der 
Endpunkt der Exti-emale auf einer gegebenen Kurve liegt, so sagt er, dafs 
die Sztremale an der Kurve tramavtndl liege (8. 33). 

In dem dritten, umfangreichsten Abschnitt TS. 43 — 116), der den 
Mifffipiinkt des Buches bildet, wenlon hiriri )r/i( rxh Bedinffunam drf> E.r- 
trcmuniii von J entwickelt. Auch hier finden sich glücklich gewählte Aus- 
drücke, so die folgenden Beseichnungen, deren Bedeutung leiofai nsklktUdi 
ist: Fdd eines Ilgens (8. 44), mitere tmd tngere NadtbanAafi, ghrkea 
und schwüdies Erfrcmum (S. 54), ordentliches und außerordentliches Ver- 
schtcinden des Weier st rafssehen Ausdruckes 8 (S. 78\ rxfrmiahr Bretm- 
punkt, extrintml konjugurie Punkte (S. 89), Normab unntion (S. 9l). Un- 
sweefanäfsig erscheint es dagegen, dafs von einer „Legen dreschen Be- 
dingung** bei einem starken Extremum gesprochen wird (S. 60); wer die 
Litterntnr über den ricgcnstnnd niclit kennt, wird daraus entnobmen, daPa 
Legendre diese Bedingung aufgestellt habe, während er doch nur das 

1) über (las VerhiiltiuH der U Iltens iichiuigen von Herrn Kneaer au denen, 
von Herrn Hilbert verpleidu' man dessen Bemerkungen in ilcui .\>>drack leines 
Vortrages „Mathemaümhe Probleme* (dieses Archiv <8) 1, 231— S86). 

Zusata Oktober 1901. 
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BchwAclM Hxtremiun bduuidelt hat; statt Jacobische und Legen dresche 
BcdinjETung wftrde «fi vielleidit hessar heiHsen: Stetigkait*- vaA YcnMidien- 

bediuguag. 

Der Aufgabe, daTs J ein Extremum sein soll, während gleichzeitig ein 
fwütM Integral K dcnalbeii Art diien gegebenen Wert hat, ist der vierte 
Abedmitt (8w 117 — 170) gevridmet. Es iblgen Yenülgemelneningen der 

Torhergehenden üntersuchongt'n. Während die KorreDt ^ Extremum 
liefern sollen, nrsprtinglich als stetig gekrünimt voran^ijosetzt wrircipn, 
werden im Abschnitt 5 TB. 171 — 192) auch diskoDtmuierliche Löstingen 
zugelassen, ohne d&ia freilich dieser schwierige Gegenstand, dem besonders 
Steiner nnd Weieretrafs ihre Anfinerksamkeit zugewandt haben, er- 
ttbffpfend behandelt wflrde. Im eeohsten Ahaehnitt (8- 198—226) wird 
angenommen, dafs die Funktion unter dem Integralzeichen Ableitungen be- 
Irebip hoher Orflnnnfr cntbiilt; die scbarfsinnig'pn üntprsuchungen des Herrn 
Zermelo waren hior eine wichtitre Vorarbeit. Schliefslich ■^^n^d auch der 
Begriff des Integrals verallgemeinei-t, indem im siebenten Abschnitte 
(8. 287 — 262) an die BteUe der Qiuidratnr das Integral emes Bystems 
gewöhnlieher Differentialgleichnttgen tritt. Endlich geschieht auch der 
Übergang zn Funktionen von mehreren Veränderlichen. Ohne sich in leere 
Allgemeinheiten zu verlieren, beschränkt sich Herr Kne<;er darauf (Ab- 
schnitt 8, S. 263 — 306), die Untersuchung fftr den Fall eines Doppel- 
integrals dorchzof&hren, auf den Herr Kobb die Weierstrafssche Theorie 
anagedehnt hatte. 

Es folgt noch ein ausführliches Litteraturverzeichnis (S. 307—311); 
sehr nützlich ist auch, dafs a\if S. XV alle die Paragraphen zusammen- 
eefrtellt sind, in denen die 15 von Herrn Kneser ausgewählten Aufgaben 
behandelt werden. Mit Becht hat er auf die eingehende Diskussion von 
Aufgaben grobe Sorgfalt Tenrandt Getsbvich gestellten, geistreich ge- 
ltaten Angaben verdankt ja die Vaiiationsreduinng ihren ürspmng, nnd 
die Vertiefung in besondere Probleme ist auch später der Antrieb zn 
weiteren Fortschritten gewesen und wird es in Zukunft bleiben; denn tu 
allen Zeiten wird die von Leibniz am höchsten gestellte urs >nr>''>n''-PfJi 
Mathematikcrä besonders in der Stellung schöner Aufgaben in Ericheinung 
treten. 

Reichhaltigkeit des Inhalts und eine den Forderungen modemer Strenge 
entsprechende Behandlung des Stoffes sind grofse Vorzüge des Kneser sehen 
Werke«. Bei einem Lfhrhtchf darf man jedoch anch noch andere For- 
derungen stellen. Vor allem soll die Darstellung den Bedürfnissen der 
Lernenden entsprechen. Dieses Ziel zu erreichen ist im Laufe der Jahre 
inuner schwerer geworden, denn imbedingte Strenge und leichte VentSndlieh* 
keit stehen in einem gewissen Gegensatz zu einander; Strenge verlangt 
hSnfig lange Eniwicklungen. deren Zweck nirhf nnmittelhnr einleuchtet. 
Dafs diese Schwierigkeit überwunden worden kann, zeigt, lun einige Bei- 
spiele herauszugreifen, Picards glänzend geschriebener Traite d'Analjse, 
es sogen die Binde, in denen Engel nnd Seheffers die tie^rfbidigen 
Ideen von Sophns Lie dargelegt haben. 

Worin besteht nun diese Kunst der Darstellung? Von wesenÜieiier 
Bedeutung ist wohl, dafs der Autor e«? versteht. dif> Hfrn Stoffe immanente 
Gliederung dem Leser zum klaren Bewufstsein zu bringen. Das geschieht, am 
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einige pVmentare Regeln anzafßhren, indem nmfangirichen üntprsucbnngen ein 
Plan iiii>'T Durchführung vorausgeschickt, indem bei den einzplTT'n Stadien der 
Durcbfüliruiig angegeben wird, was erreicht ist, iind was zu Üiun noch übrig 
bleibt, iiid«am die bewiefleoen Lttfaniku und TliMreiii« jedMinal ansdrllcldicli 
formuliert und womöglich durch besondere Typen hervorgehoben werdeiL 
Dazn kommt dann die geschickte Anordnung des StoffoOi f&r dift sieh keine 
beetimmten Regeln geben lassen. 

Das Gegenteil hiervon ist eine DarsteUnng, bei der der Leser ohne 
BoheiMiiM weiteEgaflUirt «iid, ohm dnOi er i^A, wdun der Weg gebt 
und wo er sich gerade befindet, bei der er sich dem Autor als Ftthrer 
blindlings anvertrauen muls, der ihm zuraft: ,yAIles en avant, la foi vous 
viendra". Loba tschefskijs Schrif'fpn sind ein Beispiel Von ihnen hat 
Ganfs gesagt, dafs sie einem verworrenen Wälde gleichen, durch den es, 
ohne alle Bäume erst einzeln kenneu gelernt zu haben, schwer ist, den 
Durchgang und die Übersicht su finden. In vortrefflicher Weise kennseichaet 
Gau/s hierdurch die Schwierigkeiten, die d^ Leser m llbenrinden ha^ 
wenn er sich auf einen Standpunkt erheV>en will, von dem aus er die dar^ 
gestellte Theorie in der Gesamtheit ihrer Verzweigungen umfassen und 
erkennen kann, welche Bedeutung ihr in dem System der Mathematik zu- 
kommt 

Jk genfige ni sagen, dab die FoKdernngen, die Herr Kneser an 

diigenigeD stellt, die sich nicht blofs die Handhabmg eines Fonnelapparates 
aneignen, Stmdem den Geist der Variationsrechnung erfassen wollen, rpcbf 
erheblich sind. Dazu kommt noch, dafs der T.ernende nicht schrittweise 
vom Leichteren zum Schwereren geführt wird, sondern dafs er sich die 
Theorie sofort in der Allgemeinheit und Abstraktheit aneignen soll, die im 
Laufe der Entwicklung allmählich erreidit worden ist Bs ist gewib für 
eine strenge Behandlung des Sztremnns eines Integrales 

uaibedingt erforderUeh, x und y als Funktionen eines Fsnuneteis I anzusehen. 
Im Grunde bedeutet das aber, daft man Integrale der Fonn 

bf fliehtet, hei denen if und s eindeutige Funktionen von x sind. Vom 
pädagogischeu Staudpunkte aus wird es sich aber empfehlen, den Kursus 
der Variationsreehnung mit Aufgaben zu beginnen, bei denen nach der 
Natur der Aulgabe die Onlinate als eindeutige Funktion der Absoisse an- 
zunehmen ist, und erst auf Orund der hiorljei gewonnenen Einsicht die 
Diskussion des allgemeinen Problems vorzunehmen. Ebenso lä£st die An- 
ordnung des Stoffes im dritten Abschnitt zu wünschen übrig, dessen centrale 
Bedeutung bereits hervorgehoben wurde. In ihm werden sunlchst unter gewissen 
Voraussstenngen imd Beeohrinkungen hinreichende Bedingungen des statknn 
und sidiwachen Extremums Ton J entwickelt, und erst hüiterher «fUrt 



Digitizeci by Google 



fieaeusionen. 



189 



der Leser, warum jene Voraussetzungeii berechtigt und jene Beschränkungen 
erforderlich waren. Eine Darstellung, bei der das Ziel des Abschnittes: 
aUe Aitßfdluni] hinrrkhrndrr Brdingungcn auch den Bchlufs der Unter- 
suchung bildete, wäre vorzuziehen; h-eilich mülste dann in einer Einleitung 
dar Pliui d«r üntersneliiing dargelegt werdflo. 

Man könnte gegen dioM AnMteUungeii einwenden, daJls alles das 
was im Vorhergehenden angeführt worden ist, nur die Schale betriflFt, 
dafs aber der Kern des Kneserschen Werkes vortrefflich ist, dafs es auf 
solider and gewissenhafter Arbeit beruht, und dals der Leser, der die 
Geduld und Auadbiier hat, dem Verfasser bis ans Ende sn folgen, filr 
sone Mflhe rmeh belohnt wird. Die Entseheidmig mfigm die Ijeser treffen, 
denen vor allem zu raten ist, dafs sie sich nicht etwa dnmdi dem ersten 
Abschnitt: Hegriff und Grutuh-railn dir Variatiowirechnunfi abschrprkfn 
iäi^seu, der weitaus der schwäi'h.ste ist. £s sei gestattet| hierauf zum öchluis 
noch mit einigen Worten einzugehen. 

Anhebe des ersten Abscbnittes bfttte es SMn sollen, den Begriff 
der Ysciftlionarechnung in ToUer Allgemeinhnt nnd mit der ftü: solche 
grundlegenden Auseinandersetztingen erforderlichen Sch&rfe des Aiisdrucks 
zu entwickeln und den Übergang zu den in den folgenden Abschnitten 
dorcbgeführten Untersuchungen dadurch zu bewirken, dals dargelegt wurde, 
«amm dabei gewisse sinsehrlnksiide Anmhmen gräiMbt ww^ mflssm 
Süd was sn leisten flbrig bleibt, wenn man sieh Ton diesen befireim wiU. 

An Stelle davon gie> ' l^r erste Abschnitt eine durch kein inneres 
Band verl{nüpfte Zusammenstellung von Definitionen und Be/eirhriungen, die 
im Folgenden gebraucht werden, uud während sonst eine ertreuliche Prä- 
dsion des Ausdrucks herrscht, ist hier das Gegenteil zu konstatieren. So 
beüSrt es x. B. 8. 8 — 4: „Sieht man 6fß imd ihre ersten Ableitungeu 
als kleine Gröfsen an und macht die entsprechenden Vemachllssigangen, 
so gehe Ju in du über." Hier hätte gesagt werr^m müssen, dafs es eine 
Einschränkung für 6x und 6 t/ bedeutet, ■wenn man ihre ersten Ableitungen 
ab kleine Grüfsen derselben Ordnung ansieht. Bedenklich ist femer, weil es 
den Lernenden leicht verwirr Ii dab Uer, wie an mehreren saderen 8teU«i des 
ersten Abschnittes, von Teinaehllssigmigen die Bede ist Der Mathematikffir 
hat niemals das Recht etwas zu vernachlässigen, und wenn man bei einer 
Reihenentwicklung das Aggregat der Glieder erster Dimension mit einem 
besonderen Namen oder Buchstaben belegt, so ist das keine Vernachlässigung. 
Noch bedsnUidier ist, dafis „dx und dy als kleine Gröfsen angesehen 
werdend Ja es heifst sogar (S. 1): „Die GrOfiM äf — ip(x + dx) — fp(x) 
ist, wenn äx klein ist, das Differential von y^. Das ist zum mindesten 
fine Definition des Differentials, die von der üblichen abweicht, nach der 
Diä'erentiale, wenn man ihnen überhaupt selbständige Existenz zubilligen 

S^i^en Null konvergierende lukremente der Veränderlichen sind (vergl. 
Boeyklopidie der mathematischen Wissensdialten, Bd. IL S. 69). 

KieL Paul StIokbl. 
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BemarkuiguL tnr Entgegmiiig das Hflcni FdppL^) 

Diaie Eiil^«giiiiiig gielii mx^ m meinem Bedftuenif knne Teranbasiing, 

irgend eine der in meiner Besprechung vorgetragenen Bemängelungen zu 
modifizieren. Nur einige Bemorkonrifcu der Entgegnung, welche den that- 
sttchlichen Verb&ltnissen nicht entsprechen, mögen einer näheren Beleuchtung 
imterwotfam werden. 

Den Satz von Castigliano über die Differentialquotienten der Defor- 
mationsarbeit habü ich in der HesprechuuL'^ un h dur zitierten Übersetzung 
des Originals, wo er sieh auf den Seiten iö und 42 bulindet, dem Wort- 
h&ut nach angegeben. Unt&r „äuisereu Krätteu" versteht in diesem Satz 
Caetigliftno diejenigen in den Systempnnkteo angrafenden Kräfte, welchen, 
an den System punkten selbst, die Spamiutu/tn das Gleichgewicht halten. 
Auch sagt er (Seite 8), dafs' ein System, tcdches ruuh drr licformatioti ais 
starr hefrarhtet n-ird, unter dem Jünflufs der äufseren Kniftt- im Gldrhfjfinndit 
ist. Bei Caütigliauo sind daher sänUlidte Stützkrütte (Auiiagerkr&lteji 
tfM/tara Krftfte. 

Henr Föppl erklart, dab die Anflagenreakt&onen ,^MdU in den inCMciK 

Giften gerechnet werden können". 

Castigliano beherrschte die Statü^ &o hinreichend, dafs er wuTste, 
daCi beim Weglassen der Aul lagerreactlonen (oder einzelner derselben), die 
naeb Hemi Fftppl ftbrig bteibende« 4iM/^<n Krifte, an dem als starr be- 
taw&hteten Körper nidd Gleichgewicht hervorrufen. 

Hiernach glaube ich, anf die weiteren Ausführungen des Herrn f Öppl 
nicht eingehen zu sollen. 

Bödmet man in jeder grölseren Brttökenbftnanstalt wiiUiefa nacb den 
Anffiusuugen des Hiarm Föppl? 

Der IiTtuni do.s Castiglianoschen Satzes, der auch bei dem ge- 
gebenen Beweise hervortritt, liegt darin, dafs Castigliano so vcrfilhrt, als 
ob eine bestimmte Funktionsdarstellung der Defonuationsarbeit vermöge der 
äußeren Kr&fte existierte, w&hrend es unbegrenzt Tiele solche Darstellungen 
giebt Der Satz selbst ist daher, in dem von Castigliano ihm gegebenen 
Wortlaut, gänzlich unbestimmt. Diese Vielfachbeit der Funktionsfomien wird 
aber eintiulslos, wenn man das Minimum der Detormationsarbeit, unter der 
Vorauübetzuug der Erluilmig der Gleichgewichtsbedingungen zvrischen den 
änfterm Ertften anümclit, onter weleber Tonrassefanuig die ▼mrsdiiedeiien 
Formen ii<{uivalent sind. 

In das Dilemma: „Ob die Lasten die Ursache der Durchbiegungen 
oder die Durchbiegungen Ursache der Iiasten sind** verflochten zu werden, 
bat Poncelet wohl nicht verdient 

Die Bendngelungen des § 65 betogen sieh sadigemirs anf die vom 
Yerfiftsser gegebenen Gleichungen für die Verschiebungen der Punkte eines 
isotropen Körpers, bei deren Entwickelung das Gebiet des Wilrmeeinflusses 
ausgeschlossen, und mit keiner Silbe erwähnt wurde. Herr Föppl über- 
trftgt den Dissens anf das aosgesehloBsene Oebiet, nm eine Wideriegong 
TO konstruieren. Ich will ihtn gern auch auf «lies Gebiet folgen. ScliOn 
Tor sechsig Jahren haben Duhamel und Franz Nenmann nachgewiesen, 
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ilals ein in seinen versehit'denen Stellen ungleich envilrmtfir isotroper Körper, 
aucli ohne EinÜutis von KriLften auf das Innere oder die Oberfläche desselben, 
innere Spannungen erlangt. Diese erfolgen so, als ob auf den Körper, so- 
wobl im Innern wie an der Oberflftefae, sich das Glneligewidit htltaide 
KAfte «invirktenf deven ein&ohe Dnnlelliiiig von diesen Autoren gegeben 
wurde. Diese „etwaigen Eigenspannung^en** sind daher der Thoorif» der 
allgemeinen Gleichungen für die Verschiebungen eines isotropen Körpers 
zugänglich. Allwdmge ttUkt ilinlieh liegt es mit den sogemantok nGnfiB^ 
Spannungen". Wenn solche in dem aof gMdtfSrmiffe Tempwatur gdwaditen 
isotropen Körper vorlianden sind, so werden sie Diskonlinuiiäten in den 
Verschiebungen verdankt. Diese Diskontinuitäten sind von derselben Art, 
wie diejenige, die der von Herrn Föppl in demselben Band der Vorlesungen, 
Seite SSO, behandelten Aufgabe entspridii. Wenn man Aber ein Robr ana 
isotropem ICaterial ein /weites erwärmtes übenehiebt, dessen innwer Dnxeli- 
messer im erwärmten Zustand diese Überschiebung noch gerade erlaubt, so 
hat man nach Abkühlung beider Rohre auf gleieho Temperatur finen 
iäotiopeu Körper mit „Eigeuapaauuiigen" vor sich. iliuc thatbächiiche 
DidtonUmiiUti der Yerscbiebnngen findet statt längs der Cylindeiflidie, 
wekhe der ftniseren Oberfläche des inneren k 1 der inneren Oberfläche des 
HiiJ'sfren Kohre«? gemeinschaftlich ist. Daher die Möglichkeit der Eigen- 
spamiuugen. Das tieiero Verständnis dieser Verhältnisse geht wohl weniger 
aus der angewandten Naturwissenschaft als aus den Betrachtungen der 
reinen Mathematik heiTor. 

In Beziehung aof die BemSngelungen der £ntwickelung der Lagrange- 
schen Gleichungen, die aus einem Irrtum von meiner Seite hervorgp£T!\nt'^n 
sein sollen, bemerke ich Folgendes. Wenn man für die Untersuchung der 
Bewegung eines Lagrangeschen Systems den Anfangspunkt und die Azen- 
lage des zu verwendenden reohtwinkligm Koordinatensystems festgesetzt bat, 
und sich für eine bestimmte Wahl der unabhängigen Parameter (der all- 
gemeinen Koordinaten) entschiedoi! hat, so werden die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten der einzelnen Systempuukte völlig bestimmte Funktionen dieser 
PanuDoetw, welehe noch etwa wiHkiMidk blwbende Ifonstanten nicht weiter 
enthalten. Wenn dagegen nach Herrn Föppl die Wahl des Anfangspunktes 
der Vektoren und die Achsenlage (Wahl der Vektoren t, A), ebenso wie die 
der Parameter g,- erledigt ist, so entlialteu die Koordinaten der ein- 
zelnen Sjstempnnkte noch anderweitige uüikürlich bleibende Konstanten. 
Spaltet man, nadt da* Ausdmoksweise des Herrn Föppl, die Gleichungen 
für die r in ihre drei Komponentengleichungen, so enÜuilten die Koordinaten 
der Systempunkte noch diejenigen WUlkiirlifJ>]cril(->t als Konstanten, die mit 
der miikürikhm Waiil der Nmynaf^teUwu/ {iiyoul einer Stellung des Systems) 
verbunden sind. Der Aubgaugspunkt der Entwickeluugeu des Herrn Föppl 
deckt Budi also nicht mit demjenigen von Lagrange. Wird die Über^ 
einstimmnng der Fndformeln behauptet, so ist von Herrn Föppl der 
"Nachweis zu führen, dafs aflr/rmnn bei der Bildung der lebendigen Kräfte 
die miikürlidien Konstanten seiner Fonutln herausfallen. Ein einzelnes 
Beispiel^) beweist dafür nichts. Auch gehiiii gerade dieses Beispiel zu den- 

1) Gewöhidich wird die Muütie des ,^bj8ikali8chen Pendels" nicht in eine 
Ebene ausgebreitet vorausgesetzt. Yeisagt fttr das einDwhste raiwilteAe Beiq^el 
iM neue veieaifscliende Metbode? 
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jonigen, von denen <>?• nnf Seite 281 (Bd. FV) sagt; ,,Für solche Mechanismen 
haben aber die Lugruugeücheu Gluichunguu wtiuig WeH, obschou sie, 
w«m man die Sache recht gelehrt darstellen will, aneh dasu Terwoidet 
werden Icönnen/^ Wir wollen aber dem betreffenden Nachweis von Herrn 
Föppl nicht fordern, sondern ihm nur die FraL'*> vorlegen: Welche Hoir 
wendigkeit gebietet die Einführung der Vektoren Vq? 

£s scheint mir, um mit den eignen Worten des Herrn Föppl zu 
aporeeben, dalls er eeme Entwickeliingen der Lagrangeschen CHeichnngen selbst 
für Mathematiker sehr gelehrt dargestellt hat, vmd dafs in den Erwägungen, 
die dnzii fohreOf nnr eine fUr das Yerstftndnis nutzlose Erschwerung der 
Untersuchung liegt. 

Der Beweis, den Eair Föppl in der S. Auflage der Vorleenngen für 
das Lagrangesche Theorem der Hydrodynamik Torlegt, ist wiederum sehr 
bedenklich. Er ist aus dem Traite de Micanique von Poisscu reproduziert, 
aber ohne die Kritik, die Poisson selbst an diesem Beweis vor mehr als 
siebzig Jahren geübt hat. Derselbe Beweis würde in wörtlicher Wieder- 
holong andi fttr die FUünffkeUabeuieffufigen mrier dem Emßufs der BeOmtig 
das Lagrangesche Theorem eigeben. Fttr diese Bew^^gen gilt es be- 
kanntlich nicht. 

In Beziehung auf das Theorem des Herrn Fö])pl, dafs bei der Be- 
wegung einer Flüssigkeit (unier Vorauäset/.ung eines Geschvviudigkeits- 
poteatUüs) in einem ringförmig geschlossenen Bohr, die Bew^pmg ^ 
ganzen genommen** mfält wirbelfrei sei, der 8itz des „Wirbels^" an den 
Flüssigkeitsgrenzpn liegp, ist zu der Entgef^nun«; des Herr») F'">ppl Folgendes 
zu bemerken. Wenn für alle Punkte innerhalb eines abgegrenzten Raumes 
die Geüchwindigkeitsverteilimg, also die Komponenten u, f, w als Funktionen 
des Orts su bestimmter Zeit gegdtm smd, so sind auch die Botationskmttpo- 
nenien (Wirbelkomponcnton) an jeder Stelle dieses Raumes sofort mit ge- 
geben und stehen fest, ohne jede Beziehung zu Angaben über Bewegungen 
m iiäumen, die auTserhalb des abgegrenzten Baumes liegen. Für die Be- 
wegimg der Flttssigkeit in einem im Bohre abgegrensten Strornftden (bei 
stationirer Bewegung), die nach Herrn Föppl ,4m ganzen genommen** nidat 
wirbelfrei ist, scheint nunmehr Herr Föppl den Sitz dos Wirbels aufser- 
hath des Stromfadeus zu suchen, da er Bedingungen für <iufs<rhalb des 
liaumes desselben gelegene Räume heranzieht. Es handelt sich aber nur um 
die Bewegung tm 8ta«miiaden, die feststeht, imd um eine ideale reibungslose 
Flüssigkeit Was den angeführten Sats des Herrn Föppl über die widsr- 
standslose Bewegung eines Köqiers von hrJiihiifcr (irsttill in einer reibungs- 
losen Flüssigkeit anl)etritft, i4o kauu ich uicht einsehen, dal's er mit dem 
aus Lambs Hydrodjnamics angeführten identisch^ oder auch nur so nahe 
Terwandt ist, dafs ich, wenn letsterer mir vorgelegen, die Bendngelung 
unterlassen hätte. Wenn der Satz, dafs für eine homogene Kugel jede 
durch den Schwerpunkt gehende Gerade Hauptachse ist, für einen Körper von 
belifbifjcr Grsfall in Anspruch genommen würde, so könnte ein solches Ver- 
fahren uicht auf den bekannten Satz der drei stets existierenden auf ein- 
ander senkrechten Ibuptaehsen gesttttst werden. Der Torwurf des argen 
Mifigriffs entfällt daher. 

Die in die.sen Bemerkungen nicht berührten Verschiedenheiten der Auf- 
fassung, die bestehen bleiben, sind durch die beiderseitigen ÄuTserungen 



Digilized by Google 



198 

hiureiohend präzisiert, und bedürt'«u keiner erneuten Beleuchtuug. J^leiner- 
seito ist dthar di» DiakuNiOB Aber den Torli^genden Gegenstand «bgesdilonen. 

Ghariottmiburg. J. Widioabtiii. 



£rwlderu]ig Auf die Tontelieaddii Bamerkimgeii des Hemi Weioi^aitoii. 

Für den Leser, der sieh die Iffihe nimmt, die einachl&gigen Stellen in 
meinem Buche nachzuschlagen, wird es nicht schwer sein, sich uhfiv <\ie 
zwischen üerm Wein garten und mir besteilenden iStreitpimkle aal Grund 
dtissen, WM Torausging, ein eigenes Urteil zu bilden, Bmck ohn» dnb Idi 
liier nodi einmal auBfiBhiiidi darauf zurttckkftme. Nor ein Punkt, den idi 
in meiner ersten Entgegnung wohl nicht ansführlicb genug behandelt habe, 
möge aus Anlafs der letzten Äufserungen des Herrn Weingarten noch ein- 
naal besprochen werden. Es bandelt sich um die Gaüssp&nnungen, über die 
HexT Weingarten sagt: 

„AllftwiiTigs tiidd ähnlich (wia bei den durch ongleiehmftCrige Erwär- 
mung hervorgebraebten Spannungen) liegt ee bei den sogenannten „OaJa- 
Spannungen" " 

Um diese Üeiiauptung zu widerlegen, betrachte ich wieder einen Lumpen- 
eylinder, Toa dem ieb jetzt ToranaeetBen will, dab er bei irgend einer 
ungleichförmigen Erwärmung spannungslos gewooen eei. Wenn er nach 
der Abkühlung übt'rall dieselbe Temperatur angenommen hat, besteht in 
ihm ein System von Eigenspannungen, die man mit vollem Rechte auch als 
Guüsspannungen bezeichnen kann, da ja in der That die Guisspannungen 
dnrch AbUbliing ans einem spannimgslosen Zustande, der bald nach dem 
Gusse noch besteht, dadurch hervorgehen, dafs sich die veinebiedeil warm 
gebliebenen Teile um ungleiche Betrage abkühlen müssen, um in einen Zu- 
stand von gleicher Temperatur zu gelangen. 3Ian sieht aber nun schon, 
dals jeder dmeh TOTSefaiedeii starke Abkllhlung hervorgebrachte Spaanungs- 
nutand ebenso auch dmrdh eine entsprechende nogleichmSfsige Erwinnnng 
hervorgerufen weiden könnte, und dafs ilalier zwischen beiden Fällen der von 
Herrn Weingarten behauptete ünttTschit'd nicht besteht. 

Kicbtig ist allerdings, daJGs man in besonders einfach gelagerten Fällen 
die £igenspannungen — wie sie nun auch im übrigen entetaiiden sein mögen 
— auf Diskontinuitätsflächen der elastischen Verschiebungen zurückführen 
kann. Im n!!iT"meIneu Falle ist eine .Solche Zurih.'klYihrung aber nicht mög- 
lich. Niii tut man z. B. an, dafs in einem Lainpencylindcr ein System von 
Eigenspannungen bestehe, das auf eine einzige DittkoutinuitätöÜäche der Ver- 
schiebungen sorftckgefBlurt werden kSnnte, so mflllste der Gjlinder, wenn 
man ihn lAngS dieser Fläche anfreifst und aufklaffen läfst, nachher überall 
im spannungslospn Zustande sein. Im allgemeinen wird aber ein einziger 
Sprung dieser Art natürlich nicht genügen, um alle Eigenspannungen zu 
beseitigen. Selbst nachdem man den Cyünder in beliebig viele Bruchstücke 
«wiegt hat, weirden im allgemeinen in jedem Bmehstttcke noch Eigenspan- 
nungen — wenn auch von entsprechend geringerem Betrage — znrück- 
irpl>!:t.ii,.!i sein. Man erkennt daher leicht, dafs im allgemeinsten Fall© 
uneudiicii viele Diükontiuuitätsflächen der Verschiebungen angenommen werden 
mülsten. Es mag ja nun sein, dass ein Mathematiker daran keinen An- 

AcoUv dar MiOmMtUi ttiul Pbgrtik. ULXellM. U. 18 
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Stöfs mmnt; jeder Naturforscher wird aber wohl erUtren» dab Qub mit 
einer solchen Darstellung nicht gedient sei. 

Der Satz In meinem Buche, an den sich (lipso Erörterungen knüpfen, 
lautt't: „Diese ( die OuTsspannungen) hniigen aber vou Umstlinden ab, die 
mit unserer Auigube uicblü zu thuu haben und deren Berechnung daher 
amdi nicht verlangt werden kann**. Der hnet möge nun enfsdieidok, ob 
mir ein Vorwurf daraus za. machen ist, daTs ich es nnterliefs, hier beizufügen, 
dals man dif>se Spannungen auf ein System von im allgemein«! unendlich 
vielen Diskontinuitätsflächen zurückzuführen vermöchte, dafs aber durch diese 
Darstellung die Berechnung der Spannungen selbst um keinen Schritt weiter 
gefordert wflrde. 

Schliefslich erwidro ich noch auf die som physUcslisohMi Pendel ge- 
stellte Frage des Herrn Weingarten: 

^Versagt für das einfachste räumliche Beispiel die neue vereinfachende 
Mdibodfl?» 

dafs die Metbode nicht versagt, und dafs sidi die Fomeln fOor dieeen 
Fall nur wenig von den für den früheren Fall angeschriebenen unterscheiden. 
Da man aber von dem Leser, der sich ein zutreffendes Urteil über die Vf ktor- 
Methode bilden will, erwarten muls, dafs er sich zuvor wenigstens so weit 
mit diesor Methode wrbrant gemacht hat, um rieh derartig einfache Fragen 
ohne fremde Bcihfllfe selbst beantworten zu können, sehe icli davon ab, die 
Formeln auch für diesen Fall anzuschrcilicn. Aus demselben Grunde gehe 
ich auch auf (Im* übrigen hiermit im Zusammenhange stehenden Aa&erungen 
des Herrn Wemgarten nicht weiter ein. 

München. A. Föppl. 



Otto Fuud. Algebra mit JSmschlulB der elementaren Zahleutheorie. 
Tin -)- 845 Seiten. GSichen-Leipzig, 1899. 

Um die im Bande YI der ,^ammlung Schubert** gegebene Algebra 
benrteflrai sn können, mni^ man berücksichtigen, dafs die ,.Pi-axis der Glei- 
chungen" in einem spSter herauszugebenden besonderen Bande durch Herrn 
iiuuge behandelt werden wird. Während dieses letztere Buch unzweüelhaft 
„den Anforderungen der Fralctiker im waitsatan MaGw Bedhnmig tragen** 
wird, ist die Pnndsche Algebra Ar den Fkakttker im wesenfliolien ohne 
Bedeutung imd nur für die Studierenden der Mathematik im engeren Sinne 
brauchbar. Herr Pund ist Anhänger Kroneckers und hat sich bemüht, 
dessen Terminologie vmd Begriffsbildungen auch schon bei elementareren 
Oegrastftnden nur Verwendung su bringen, und swar in grOfiierem ümfimgOi 
als man dies in sonstigen modernen Lehrbüchern, z. B. denen Nettot Und 
Webers, findet. Bekommt hierdurch das vorliegt inle Buch einen ausge- 
sprochenen Charakter, so ist doeh dieses ('nternehmen gleichwohl nicht 
ohne Schwierigkeit. Die Benutzung des Begrilfs der „Modulsjsteme" für 
die Zwecke, die hier Torliegenf wird nellttcht von manchen fBr ein wenig be- 
denklich gehalten werden. Es ist ja freilich verstfindlich, dafs der Kenner 
der grofsen Bedt^ntnng, welche dieser Begriff in der allgemeinen aritlmieti- 
schen Behandluug der algebraischen Gebilde besitzt, denselben in möglichst 
weitem Umfange anzuwenden bestrebt ist. Auch soll gern sugestauden 
werden, dalk verschiedene Bntwickelungen, die Behandlung dar linearen 
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Kongruenzen, die Lösung linearer Glfichungen u. a., bei Gel)raucli der 
Modulsjsteme unter den einheitlichen Gesichtspunkt der Äquivalenz der 
Modulsjsteme gerückt werden. Aber mau küoute doch Bedenken hegen, 
ob dar Ivnttade LeMir dem Begriff des Modokyttemt tau der vom YerfMeer 
nr ESnf&hrong gewählten Stelle und in der von ihm bevorzugten Gestalt 
als einen der Sache gemUfsen anerkennt. Es heifst 8. 33: „Wir nennen 
den gröfst^n gemeinsamen Teiler von a, c, • • • auch das aus den Zahlen 
o, c, • • ■ &\s Elementen gebildete Modulsjstem." Wird die Einführung 
des Libegrifb aller SSaUen «o-{-ßb-\-ye-\-"- mit gaausaUigen 
a^ß^fy'-' für zu schwielig gehalten, so bldbt bei der hier gewählten De- 
finition Rlr den Anfänger immer ein gewisser Widerstreit 'Mvischen der Be- 
nennung und deren Bedeutung. Auch bei der späteren Rückkehr zum Begriff 
des Modulsfstems (S. 104) hat es dar Lernende niebt ganz leidii Dort 
kommen Uodnlsjateme ftr lineare Fünktionen iwmer Variabein mit beliebigen 
Koeffizienten in Betracht Vielleicht wäre hier besser zunächst die Erweite- 
rung des Begriffs des Modulsystems an die Spitze gestellt, ehe man zum 
Begriff der Äquivalenz der Modulsjsteme vorgeht Wenn Kronecker in 
Yorlesungeu Aber Determinantentheorie u. a., an allgemeine BegeHh an- 
knüpfend, im wesentlichen einen deduktiven EntwickelungSgan^' befolgte, so 
ist für ein einführendes Lehrbuch doch auch der induktive Weg seiner 
leichteren Fars]>r<rkeit wegen beachtenswert. Dafs der Herr Vprt'Hsser \'iel 
Neigung iiat, aeduktiv zu operieren, siebt maxi au »emer i:Iixiluiiruug der 
sahlentheoreliaeben Funktion (p{m) 8. 47 ff. Über methodisdie F^en 
wird der Zwiespalt der Meinungen natürlich iimner bestehen bleiben. Be- 
trachtet man aber das vorliegende Buch allein auf seinen sachlichen Inhalt, 
so kann man nur bewundem, mit welchem Geschick der Verfasser bei dem 
geringen zur Verfügung stehenden Uaume wirklich in die Tiefen der 
Algebra etngefttbrt hak Vor allem gilt dies vom. letiten Abschnitt» welcher 
von der algebraischen Anflösimg der Gle&dmngen auf Grund der Theorie 
der Pennutationsgruppen handelt. Dieser in der Gleichungstheorie unent- 
behrliche und der Algebra eigene Gruppenbegriä' wird übrigens auch sdion 
in frllheren Teilen dM Buches eingeführt und eingeübt. Eäne Beihe aaUen- 
ÜheoriBtischer Abiehnitte, welche die Teilbarkeit der ganzen Zahleni sowie 
die Kongruenzen ersten und höheren Grades behandeln, fügen sich der Ent- 
wicklung zwanglos ein und dienen ihrerseits wieder zum Auabau der alge- 
braischen Abschnitte. 

Braunschweig. FkiOKE. 

TL Gloser. Lehrbuch der Arithmetik für die erste und sweite 
XUussa d«r SafeemioliiMliMi Boalaohndon« Vierte Auflage. 209 8. 
IL 1,80. 

Qmndzügo der allgomcincn Arithmetik für die dritte Klasse 
der ÖBterreicMsciion Bealaobulen. Vierte Auflage. 116 S. Wien 

18yy, A. Tichler. M. 1,30. 

Das Lehrbuch enthält das Hecheupensum der Sexta bis Quarta eines 
pfeuJUschen Oynrnasiums in einer Darstellung, die dem obungsmaterial nicht 
hinreidienden Raum gewährt, so dafs der Schüler neben dem Lehrbuch 
noch eine Au^benaammlung nötig hAtte. Derselbe Vorwurf ist gegen die 



Digitized by Google 



196 



BewnsUmen. 



,.Grundzüg©" zu erbeben. Auch hier macht sich der Text auf Kosten des 
Übungsmatehals viel zu breit Es muls immer vrieder betont werden, dafs 
fOr dtn Radien- und Algebra-Unterricht eine reichhaltage Aufgabensammlung 
die EKoptsMihe bleibt 

In den „Grundzügen" föllt weiter dae f^bulicbe Fehlen der Gleichungen 
auf. Dieser Mangel dürfte allein genügen, um die „Grundzüge" als onge« 
eignet für eine Einführung in die Algebra erscheinen su lassen. 

Berlin. £. Jahkkb. 



W. Ooering. Die Auffindung der rein geometrieohen Quadratur 
dea Kreises und die Teilung jedes beliebigen Winkels und Kreisea 
in eine bellel>lge Anaahl gleieher Teile. Dresden 1899» E. SehQr- 
mann. 18 S. 

Die vom Verfasser mitgeteilte Konstruktion ist natürlich auch nur eine 
angenäherte ;ind lautet so: Gegeben der Quadrant MAB mit M als Kreis- 
mittelpunkt. Erricble ül)er der Sehne AI! dus rechtwinklige Dreieck ABO 
mit ABC IB, -^^^ i5.4C = ^ iij soJaan übur AC das rechtwinklige 
Dreieek ÄCD mit <JCD«-li^, KCAD^^^B vl s. w. Alsdann 
flUnt die ins Unendliche forl^eietste Konstruktion sn emem rechtwinkligen 

Dreieck mit der Hypotenuse ÄZ ^ . 

Des int offenbar nur die Konstruktion der bdaanten Formel 

sin er 



(( a a 
COS -- COB — 008 -5- • • • 

S S V 

durch welche jeder Kreisbogen darstellbar ist Nadi Gantors Gesdi. d. 
Math, n, 596 geht diese Formel schon auf Vieta 1693 snrück. 

Berlin. £. Jawum, 



Wllh. KilÜni]:. Lehrbuch der analytischen Gteometrie in homogenen 
Koordinaten. Erster Teil: Die ebene Geometrie. Mit .")(> Figuren 
im Text Paderborn 11>UU. Ferdinand Schöningk Xlll, 22u Ö. — 
Zweiter Teil: Die Geometrie des Baumes. Paderborn 1901. Ver^ 
dinand Schöningh. Vm, 361 S. 

Wer eine Vorlesung über anal^-tische Geometrie gehalten hat, wird 
unzweifelhaft, so viel er auch versucht hat, in dieselbe hinoinztiTcrweben, 
am Schhissc die Empfindung haben, er habe noch immer sehr viel mehr 
hüi Üaite liegen lassen müssen, als er zu erörtern im stände war, und diese 
Empfindung wird ihm andi dann nidht erspart, wenn er, von Tocnherein 
auf htfhere algebraische Kurven und nm so mehr anl transcendente Kurven, 
auf Raumkurven und auf Oberflächen höherer Art vorzlclitend, einzig die 
Gerade und die Kegelschnitte, die Ebenen und die Oberflächen zwt'itf n Grades 
zu behandeln sieh vornahm Herr Killing hat, oüeubar von dem gleichca 
Gefühle aus, an eme V orlesuug ganz elementarer Natur, welche, scheint es, 
sich der einzigen DescarteBSchen Punktkoordinaten bedient, eine zweite 
angeschlossen, welche homogene Koordinaten und zwar sowohl homogene 
Punkt- als homogene Linienkoordinaten, später Tetraederkoordinaten, ver- 
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wendet, und welche in ihnen das Mittel findet, weit tiefer in den Oppcn- 
staiul einzudringen, sowie auch weit allgemeinere Betrachtungen anzustellen, 
als sie bei einem ersten Unterrichte gestattet sind. Aus dieser zweiten 
TorlMQiig ist das klon» Lehrlradi €ntstuid«iif dessen «rster T«9 die ebene 
Geometrie, der zweite Teil die Baungeomctrie behandelt Von ana- 
lytischen HilMohren setzt Herr Killinpf nur die Theorie der Determinanten 
als bekannt voraus, auf Infinitesimalbetrachtungcn erbebt er keinen Anspruch. 
Wir gesteliein gern, daüs, als irir das yerhUtdisniftisig dünne Buch durehgelesen 
hatten, saerst die IVage sidi uns anfdrilngte, ob denn wirklieh 2S0 nnd 361 
Seiten aasgereicht hatten, den gewaltigen Stoff zu bewältigen, und dafs, 
als der Atigenschein uns zur Bejahung zwang, als zweite Frage die erschien, 
ob Studierende im stände sein werden, den Ki Hing sehen Vorlesangen zu folgen? 
Aneh diese Frage möobfen wir für den ersten Teil etwa Toni dritten Bogen an 
unbedingt bejahen, während wir die erste Kintüln ung in die Lehre von den 
trimetri^chen Ivoordinnten, doron Srlnviorigkrit Hen- Killing sich vollständig 
bewxifst ist, gern noch etwas t)rpiter angelegt biihon. Vielleiclit täuschen wir uns; 
aber wir können Zweifel nicht unterdrücken, ob jene ersten Kapitel auf 
ToUflS Vflffstftndnis treffm mOgen, wie es snr Anw^idong doch nmningänglicb 
ist Zu den bestgelungenea und klarsten Teilen des Buches redmeo wir 
dagegen 8 — ^11 von den uneigentliclien Gebilden in der Ebene, worunter 
Herr Killing die unendlich fernen Gebilde versteht. Bei den Kurven, d. h. 
bei den Kegelschnitten, ist die Lehre von den Polaren an die Spitze ge- 
stellt, indem ein IHinktqiaar gesneht wird, welches die Ihuehsebiitispiuikte 
einer Transversalen mit der Kurve zu vier harmonischen Punkten ergänzt; 
die durch den Pol selbst hindurchgebeudo Polare bildet den Sonderfall der 
Berührungslinie. Die Anordnung der letzten Paragraphen des Buches ist 
TOB der gewShnlieh gebranchten sdir Tersehiedeii. Eist nadtdem die ^tze 
yon Pascal vad Ton Brianchon erwiesen sind, wird mittels des Pascalschen 
Satzes die Erzeugung der Kepelschnitte durch projektive Strahlenbüschel 
hergeleitet. Dann schliefst sich als § liL) der Kreis und die unendlichfernen 
Kreispunkte an. Hier kommen also ganz spät die Chordaion, der Chordal- 
raittelpnnkt, die Ähnliclikettspnnkte, lauter Gegenstftnde, welche Ulufig noch 
vor den Kegelschnitten erörtert werden. Nun kehrt Herr Killing zn den 
Kegelschnitten zurück und nimmt deren Hauptathsenproblem in AngriflF. 
Endlich ist § 31 als letzter Paragraph den knnfokiilon Kegelschnitten ge- 
widmet, welche als solche deliuiert werden, zu welchen die unendlich fernen 
Krsiq[»nnkle gehören: So erscheint der Begriff der BiMinpnnkte selbst gans 
am Schlüsse der Betrachtungen. In einer ersten Vorlesung tiber analytische 
Geometrie der Ebene w-ivc d.T^ wohl kaum zu empfehlen; aber in einer 
zweiten erhöht der Wechsel in der Reihenfolge unzweifelhaft den Keiz und 
erzengt eine gewisse Spannung dor Zuhörer, wann wohl diese oder jene 
ihnen brannte geometrische Tbitsaohe an die Reihe kommen werde. Der 
sweite Teil behandelt, wie schon !>agt worden ist, die Geometrie des 
Raumes. Das ist an sieb ein erheblich schwierigerer Geg^enstand als die 
Geometrie der Ebene, und auch die Kiliingsche Darstellung stellt au den 
Leser, den wir uns unter allen ümsÜnden wiederom als mit den wichtigsten 
Thatsachcn schon bekannt voraussetzen, ziemlich hohe Anforderungen, trotz- 
dem infinitrsimal«' Lebrru uirbt in Anspruch genommen werden. Diof?e 
letztere Beschränkung bildet eine wesentliche Yerschiedenbeit gegen Besses 
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Analytische rjpnmetrie des Raumes, von welchen sirh Hr. K Illing im 
übrigen ziemlich beeinflussen liels, wie es bei den anerkanuteo Vorzügen 
jenes ktuBisdieii Werkes lamm aaden mi^Heli war. Wir mfieBen iuib 
freilich dagegen verwiluren, als sollte hiermit behauptet werden, Hr. Kill in g 
habe sich an Hesse angelehnt. Plan nnd Inhalt zcijjen hei heiden Werken 
die bedeutendsten Unterschiede; nur in Einzelheiten, z. B. in der Behand- 
lung des Hanptachsenproblems bei den Oberflftdien zweiten Gndes, tritt 
eine Ähnüdikdt lierror. Der Stoff int in 80 Parsgrapheit gegliedert Snt^ 
sprechend dem in der Geometrie der Ebene eingeschlagenen Gange ist der 
Lehre von flen Polarebenen , dünn der von den Polart^^traedern die gröfste 
Aofinerksamkeit geschenkt, und sie dient als Grundlage der späteren Unter- 
saeirangen. V^m den OberlUMieB zwnter Ordnung wendet ridi der Ver* 
fssser im 20. Paragraphen zu den Oberflächen zweiter Klasse, nnd beide 
gehen im weiteren Verlaufe fielegenheit , riächenbüsehel zweiter Ordnung 
von Fläfhenscharen zweiter Klasse zu unterscheiden. Ein gewisser Parallelis- 
mus zur Geometrie der Ebene ist auch darin zu erkcimen, dals die Lehre tov 
de» konfbkalen Fttchen in drei PKragrsplieii den Absdiliils des Gänsen bildet 
Hiidelberff. If . Oaxtob. 



Henri Fcikr* AppUeKtton de im mifliode TMioiielle de Orataneim 

k la göom^trie inflnitäsimale. ThWe. Fsris. Georges Osnri et 

C. Naud. 1899. 94 8. 8**. 

Schon in Grafsmanns „Ausdehnnngslehre" von 1862 finden sich die 
Grundlagen der Differentialrechnung mit extensiven Gröfsen, jedoch nur nach 
der analytischen Seite hin entwickelt und ohne geometrische Anwendungen. 
£h«t Henaami Gr»fsniann der Jllagere hat in drei Progiemm-Abliaaid' 
lungen der Lateimfwhen Hauptschule (1886, 1888, 1893) die metrisrlie Geo- 
mptrie der Raumkrirven und der Icmmmen Flüchen mit den Mitteln der Aus- 
dehnongslehre von Grund aus und zusammenhängend aufgebaut, und zwar, 
entsprechend dem Gegenstande, anssdiliefidich mit den Methoden der Streeken- 
rechnung, unter Ausschlnfi der mehr für die Geometrie der Lage geeigneten 
Punktrechniing. Spiiter hat "B u ral i - Fort i in seiner ..Tntroduction a la Geo- 
metrie düferentielle suivani la methodc de H. Graismann" fParis 1897") 
Anwendungen der Ausdehnungslehre gegeben auf die Theorie der Euveloppen 
von Linien und EbsnoDt der ßegelflächen, Schranbenlimen, orthogonaleo 
Trajel<tonen, Evolventen und Evoluten und Verwandtes. 

Der Verf. der vorliegenden Pariser Doktor-Dissertn'if n verfolgt den Zweck, 
die vereinfachende Wirkung der Methoden der Ausdchnungslehre auf den- 
selben Gebieten der Geometrie darzuthun, die schon Grafsmann der Jüngere 
bebandelt bat Es liegt in der Katar der Sache, dab sich hierans weitr 
gehende t^l)erein8timroungen in den beiderseitigen Darlegungen nnrl Kesol- 
taten ergeben. Auch erklärt <ler Verfasser schon im Vorwort, im Interesse 
des Zusammenbanges und der Klarheit seiner Darstellung manche Stellen 
der Grafsmann sehen Arbeit direkt übemonunen zu haben, während er 
seine selbstSudigen üntersnehungeD haeptsiehlich auf die Theorie der FUeheo 
gerichtet hat. Neue Resultate will er nicht bieten; auch vermeidet er bei 
der Auswahl des Stoffes solche Bpcxialitäten, bei denen die (jherlegenheit 
der Grafsmannschen Methoden in geringerem Grade hervortritt — Nach- 



Digitized by Google 



199 



dem diese Methoden in neuerer Zeit von Terschiedenen Seiten her, insbe> 
sondere durch unseren Landsmann Caspary. ihren nrundla^pn vnc in 
ihren Anordnungen dem Interesse der französischen Mathematiker näher ge- 
rückt worden nnd und ■pesiell in Herrn Carvallo einen begeisterten An- 
Uagw g«Ai&deii hab«n, ist es als ein verdieiuiliebes Untemeihmen ni 
bezeichnen, dab Herr Fehr denselben Fachmilunoru die Yorteile dieser 
Methoden nun anrh auf demjenigf^n Gebiete vorgeführt hat, wekhes gerade 
Ton den Mathematikern Frankreichs mit sn lebhaftem Interesse betreten und 
mit so grofsem Erfolge angebaut worden ist. 

Übw den Lihalt ist im einaelnsn folgendes im beriehten. Li der Ein- 
leitoDi^ werden die mm Versttndnis notwendigen Begriffs und Formeln der 
Ausdebnungslehre zusammengestellt. Es werden Linienteil und Strecke 
unterschieden . die 5nfseren Produkte von zwei nnd drei f^treeken gebildet 
und geometrisch gedeutet, sodaim das innere Produkt zweier Strecken, das 
innere Quadrat imd sein nmnerischer Wert Es folgt der Begriff der Er> 
gtuaatgi das BTstem der drei in einander nonnalen Einheitsatrseksn (e^y e„ e^) 
nsbrt der nomeriscben Ableitung einer beliebigen Strecke aus denselben, die 
innere Multiplikation zweier Flächenräume, die Determinante als Zahlfnktor 
eines slufspren Produktes und der Zusammenhang der Einheiten mit den 
rechtwinkligen Koordinaten. Um schliefslich eine Kauinkuxvo darzustellen, 
wird die Strecke swisehen einem Enrvenpnnkte Jf and dem Aosgangs- 
inmkfee 0 der drei Einheitsstredcen durch den Ansdrook: bestimmt: 

» Jf— .0 — c, -j- j-jj f, -f- a-j f,, 

wobei ^> ^1» ^ Funktionen einer unabhängigen reellen Variable t sind, 
sodafii die Qteidrang scUieftlich die Fonn eriitit: 

Die Gleichung einer FlMrhf» untersrheidet sich von der vorstehenden nur 
dadurch, da/s j als Funktiun zweier Variablen u und v erscheint. — Die 
Bezeichnungsweii»en sind die der Ausdehnungülehre, in der Terminologie folgt 
der Veifiusw cum Teil Hamilton, sncb Bnrali^Forti. Doch sind ancli 
AusdrOeke anderer Autoren nicht nnerwahnt gelassen. Ebenso fehlt es 
nicht an saehlichpn Hinweisen auf verwandle üntrrpiirhiiugen. 

Nach diesen Vorbereitungen werden im ersten Kapitel der Arbeit die 
Baumkurven behandelt, die Gleichungen der Tangente, der Normalebene, 
Sehmiegungsebene und Hanplnonnale aufgestellt. Hier wie in der darauf- 
folgenden KrQmmnngstbeorie slammen Methoden und Kesnltatc im wesent- 
lichen mit denen von Grafsmann überein. Jedoch beschränkt sich Fehr 
mehr auf das Haupf!5achlich8te und fiigt andrerseits noch einen Abschnitt 
über die dritte Krümmung mit der Luncretschen Formel, betreffend den 
Zosammenbang der drei Krümmungen, hinzu. — Das zweite Kapitel bringt 
die Elemente der FUdientheorie, ebenfaUs in der Hauptsache in Überein- 
stimmung mit Grafsmann. Nach Definition der krummlinigen Koordinaten 
M und V werden die Ausdrüelce für das Linien- und das Flächenelement 
aufgestellt. Durch Eintuhrung der Tangentenstrecken ^, und 1^ an die 
Koordinate nkurven [u) und (v) wird bei der Darstellung der Fundamental- 
besieliiingen erstor nnd zweiiBr Ordnung eine wesentlidie Vereinfaehung 
etxielt. Es wird fismer der Winkel einer Kurve mit den Koordinatenkiuren 
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und die Bedingung der Ortbogonalkurvon bestimmf. Aufsordpin wirr! *1pm 
NetzR dpr isothennischen Kurven eine kurze Bot rächt anp rrowidmot und ge- 
zeigt, wie die ersten Ableitungen der Neigungsstrecke lg in {'Aktion der 
ersten Ableitungen ▼on x dftvgMtellt werden kAnnen. — Dei dxitte Kftpitel 
betdiSfügt sieh init der Krflmmwng der auf einer Fliehe gesogenen Lsnieii. 
Es wird der Satz von Meusnior abgeleitet (etwas abweichend von Grafs- 
Tnann\ sodann die Ausdrücke ftlr dip KHimmung der Hauptpchnitte nebst 
den Haupfrichtungen und Hauptkrümraungsradien, endlich die Eulersche 
Formel auf zwei verschiedenen Wegen. Das viert« Kapitel handelt von 
der Krflmmnag der FlSchen. Die allgemeinen Fonneln der totalen Krflm- 
mnng werden auf eine Regelfl^che angewendet, die mittlere Krümmung 
führt zun Ho^nifT der Minimiiltliicheu. Hinzugefügt ist eiu Abschnitt über 
die snjxenaunte mittlere quadratisrhe Krümmung C^, deren Begriff von 
Casorati eingeführt wurde, und die mit der totalen Krümmung Q und 
der mittlersn durch die einfache Formel aosanunenhSngt: 

~ i "1" ^')- 

Im letzten Kapitel werden die wichti^jsten Tiinien auf einer Flüche unter- 
sucht. Der Verfasser geht von dem konjugierten System aus und bebandelt 
die KrünunimgsUnien als Spezialfall der konjugierten, nämlich unter der 
Annahme, dafs die leteteren ein orthogonales System bilden, wihrend 6rafe> 
mann den umgekehrten Weg einschlägt. Es werden dann unter Voraus- 
setzung von KrümnninL'^linien als Koordinaten kurven noch v^riror verein- 
fachte Ausdrücke für die Krümraungsradien und die Krümmungen einer 
Fläche gegeben, woran sich das Dupinsche Theorem schliefst Es folgen 
die asymptotischen nnd geoditisehen Linien nebst einem Sehlntebsohnitt 
Aber die geodfttische Krftmmung. 

Im Vergleich mit der Gr afsmann sehen Arbeit ist die vorliegende 
vielfach kürzer gefafst, weist auch gelegentlich auf die ausführlicheren Dar- 
legungen jener Arbeit hin und geht endlich inhaltlich weniger ins Ei n zelne, 
fügt aber einiges Nene hinsn. Neben allen den unvermeidlidien tthoein- 
Stimmungen, die sidi ans der Gleichheit des Stoffes nnd der Methode er- 
geben, zeigt die Fehrsche Arbeit doch sowohl in der .\nordnung des Stoffes 
wie in der Behandlungsweise ein ansr^i -Itond oripinellos Gepräge, um für 
ihr Studium auch bei demjenigen Leser Interesse zu wecken, der die 
Grafsiuannsche Arbeit bereits kennt. 

Hagen i. W. V. Schlegbl. 



F. Klein imd £. Rlecke. über angewandte Mathematik tmd Physik 
in ihrer Bedeutung fOr den Untenkiht an den hSheren Sehulco. VovtrUge, 
gehalten in Göttingen, Ostern 1900, bei Gelegenheit des Perienknrses. 

Mit einem Wiederabdruck TOrschisdener einschlägiger AnikKtM TOn 
F. Klein. Mit 84 TextBguren. Leipzig und Berlin 1900, B. G. Tenhner. 

Vn, 252 s. 

Die Herausgeber haben in einem Vorworte die Fragen näher bestimmt, 
auf welche die Mehrzahl der Ostern 1900 Ton den Göttinger Professoren 
der Mathematih und Physik abgehaltenen Ferienkurse die Antwort erteilen 
soUten. Sie lauten: Was sind angewandte Mathematik und Phjsik im 
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SiniiA der neuen Prtlfungsordnung, nnd was bedf^uton sie für die höheren 
Schalen? Wie kann der Lehrer sith nötlgpnt'alla durch Selbstnntrrri( ht 
die erforderlichen KeuntniRfsp envfrlH'n? Wie andererseits sind mit Rück- 
sicht auf das Bedürfnis der Schulen wie der Wissenschaft überhaupt unsere 
besllgliciheii ümvwntttseiiiricbtimgeii zn ergänzen? In euMm Nachworte 
Itaben alsdann die Heransgebw reo den Gegnern gesprochen, welche teOs 
an Universitäten, teils an technischen Hochschulen den durch sie in Göttingen 
geschaffenen Einrichtungen erwachsen sind. Man sieht darans, dafs es recht 
eigentliche Orationes pro domo waren, welche damals gehalten worden, 
welche jetst im Dnicke vereiiiigt sind, und wer noch sweifelhaft wlre, 
dem wibdea die in den gl«iohen Baad anfgenonimeiieii y<ntEige und Anf* 
dttse des Hon Klein über die Wiedereinfiigung in den Lehrplan der 
Fnivt^rsitat von Dingen, welche seit kaum einem Jahrhundert sich aus ihm 
abgezweigt haben, insoweit sie damals schon vorhanden waren, Gewifsheit 
geben. Ein in einer bestimmten Richtung belehrender, natnrgemSis etwas 
polemischer Zwedc lag mithin den Vo rtr agen m Grande, wenn aneh die 
Fonu der Polemik dniehweg vermieden, dort wo lie im Anhange frOher 
forhanden gewesen, wesentlich gemildert erscheint 

Srrtitliche Vorträge Rind aber auch an und fRr sich belehrend, und 
es will uns dem Charakter unserer gewöhnlichen Berichterstattung ent- 
fpredieiid erseheinen, in diesem Sinne anf deren Inhalt aufmerksam an 
machen. 

1. Zur Geschichte des physikalischen Institutes und des physikalischen 
rnterricbtf^ an der Universiiiit Göttingen. Von "Ed. Ri ecke. Flinr fesselnde 
Darstellung (i*^r wechselvollen Sf'hicksale dieses Lohrzweiges entrollt .'nch. 
Segner, Kästner, Tobias Mayer, Vater & Bobn, Lichtenberg, 
Wilhelm Weher sind die bekanntesten auftretenden Kamen. 

2. Allgemeines fiber angewandte Mathematik. Von F. Klein. Der 
Lehrplan, welcher den Göttinger Vorlesungen fßr mathematische Lehramts- 
kandidaten zu Gninde liegte ist entwickelt. Als Endziel wird angestrebt, 
dordi Zusammenwirken des Lehrerkollegiums die Allseitigkeit nutzbar zu 
machen, die ein Gaufs sdniftstellerisch vereinigte, wenn er auch Yerschmlhte, 
sie als Lehrer sn h^hllagen. 

3. Über teehnisehe tfe^^iamk. Von F. Klein. Die tedmische Mecha- 
nik wird im Gegensatze zu der reinen, theoretischen, oder wie der Vor- 
tragende sie nennt, m der klassist'hen Mechanik gestellt. Bewegungs- 
erscheinnngen ungemein verwickelter Art, deren Urspnmg vielfach nur 
mangelhaft bekannt ist, werden studiert. Dieser Eigenart der Aufgabe 
entspricht eine Eigenart der Behandlung. Man sncht nicht die waÄire, 
«ondern nur eine von der wahren so wenitr als möglich abweichende T^ösung; 
man sucht sie auf dem Woge der Annäherung; man bedient sich deshalb 
eigens zu diesem Zwecke erfundener, insbesondere graphischer Methoden. 
Grade die Eimnnnng solcher Methoden und die Ansscheidnng des in erster 
Annihenmg sa VenachlSssigenden hat der eigentliehe Mathematilrar sn 
leisten. 

4. (^er darstellende Geometrie. Von Fr. Schilling. An eine Schil- 
derung der Lehrmittel und Lehrräumc für den üntemcht in darstellender 
Oeometiie knttpft sich in Gestalt der Überschriften von 36 Paragraphen 
das Gerippe des Lehrganges selbst 
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BezeDsionen. 



5 Einfnhrunß in die GeodSsiti. Von B. Wiechert. Eine ziemlich 
auaführlif hl Beschreibung einfacher feld meHMi ' i scher Hilfsmittel und der 
damit zu losenden Aiifp-ahpn setzt den Tjf»spr in dpn Stand, lelirend auf 
diesem Gebiete zu wirken, vurausgesetzi allerdings, dafü er das Können sich 
aneigne, weUshes b«i Benntzimg dar besduiebenen Vonriditongen weit wioih- 
^ger als das Kennen iii 

6. Über Versieheninjrsmathcmatik. Von G. Bohlmann. Der Vor- 
tragende erörterte besonders eingehend die Anfertipaing von Sterbüchkeits- 
tafoln unter Berücksichtigung der wichtigen, allerdings auch etwas schwie- 
rigen Arbriton tob Knapp und tod Lazit. 

7. Über WlrmelcrtftiBaaehiBen. Von Eng. Hejer. Ali Hanptasliali 
dllrfea wir die Angabe der bei solelieii HaBehinen endelten thateSddicbeii 
Wirkung im Gegensätze zur rechnungsmftfsig mögliehen Wirkung nennen. 

8. TTber Elektroteehnik. Von Th. Des (Ion d res. Die Überschriften 
der nur wenig mit einander iu notwendigem Zusaiumeuhauge stehenden 
ünterabteitnngen sind: das magnettecbe Feld, das Obmedbe Geeetz, Djnamo- 
dburakteristiken , Temperaturgleiöhgewicht der Maschinen, wirtschaftlicher 
Querschnitt nnd rentable Spannung, WeohaelBtrom, die Gdttinger elektriache 
Centrale. 

Dieses sind die dem Drucke übcrgebenen Vorlesungen aus dem Ferien- 
knjse. Der Anlnng vereinigt folgende vier Arbeiten v<m F. Klein, 1. Über 
den Flaa einet pbyalEaUMli'teohnifldiea Luititute an der Universität Qflttingeii 
(1895). 2. Die Anforderungen der Ingenieure und die Ausbildung der 

roatbematisohen Lehramt.skandidaten flBOß). 3. Universität und technische 
Hochschule (1898). 4. ("^her die Neueinrichtungen för Elektrotechnik nnd 
allgemeine technische Physik an der Universität Göttingen (1899). 

Heidelberg. M. Cantob. 



Eugen Netto* Vorlesungen über Algebra. In zwei B&nden. Zweiter 
Band. Xn -(- 519 Seiten mit eingedmdkten H<diacliBitleii. Leipzig 
1900, IVnbner. 

Kit dem jflngst erschienenen sweiten Bande kommt das grofbe Algebra^ 
werk des als Kenner und Forscher der Algebra gleich hochgeachteten Herrn 
Verfassers -nm Abschlnfs. Der erste Band, der I89fi erschienen ist, wurde 
in der histonsch-litterarischen Abteilung der Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Bd. 43, angezeigt und gewürdigt Der vorliegende zweite Band 
aeUieJM läeh methodisch und sachlich eng an den ersten an. Herr Netto 
zeigt sich in Ansehung der Methode auch hier als überzeugter Pxirist; er 
behandelt die „Algehra" mit rnnglichst rein tmd ausführlich entwickelten 
„algebraischen" Methoden. Unentbehrlich war schlierslich mir die Hin7:u- 
nahme der Gruppentheorie. Die geometrischen Entwickelungen über die 
Wendepunkte der Kunren dritter (Ordnung haben nur den Charakter «onea 
hciKuifigc n Beispiels, Und die Untenudiungen B. .374 ff., algebraische 
Zahlen betrefftaid . vermeiden arithmetische flesiihtspunkte fast ganz. Um 
so ausgiehiger kommt die eigentliche Algehra in Herrn Nettes Werk zur 
Geltung, und es eröffnet sich namentlich auch ein übersichtlicher Blick Über 
die weit venweigte algebraiHC^ Idtteratur. In der TInt dttiflen die viel« 
seiiagen liiteraiischen Angaben des YertoerSi welelie dundi ein am Sdünsse 
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«Dgefligtes Namenvtgister notk «riiOht sngiaglicli wwclen, eisflii iMSonderai 

Wert des Torlicpenden WerkM dantellen. 

Die Gnippontheorie hat Herr Netto um einige neue Benennungen be- 
reichert Das Wort „Subgruppe" statt „Untergruppe" ist zwar nicht so 
deutsch, hat dafür aber zwei Buchstaben weniger; Übrigens hfttte diese Be* 
nemmng wohl 8. 836 b«i EinfUiniiig der gruppenfheorstiBelieii Tenmno- 
Jogie genannt werden können. Etwas frcindartig berühren die Benennungen 
„ponjuge" und „antojuge" ünff^rpnippp. Eine „aufojnge ünferpnippp" heifst 
sonst eine ,^ionotypischp**, „selbst -konjugierte" oder „ausgezeichnete" ünter- 
grappe oder auch ein „Normalteiler^'. VerfEUser halt die von englischen 
Anioraik beigenooinMiie Benioluiwig „selbetrkoigngiertt^ Untergruppe für 
die keffendtto, wogegen jedodi m erwideni Uk, duSt jede Grappe ridi sellwt 
kogyngiert ist; denn lie wird jedenfalls durch ihre eigenen Opmlionen 
in sich selbst transformiert. Das Beste an den Bezeichnungen ,,eonjnp** 
und „antojug** würde unzweifelhaft sein, wenn sie allseitig acceptiert und 
ausschlielslic^ in Benutzung genommen würden; doch läfst sich das nicht 
enwingen. Übrigeni ist Ettne der Bezeidmnng gewifs gut; daft ans aber 
anch mit Ilngerm Beseidumngen, wenn anders sie sinngemftTs sind, gaas 
gut auskommen kann, aeigt ons das Beispiel der CSiemiker in Qbersengender 
Weise. 

Der Abseh l n f s des ersten Bandes lieüs die Vermutung zu, dais der 
xweite Baad «oniolist die algebraiscibe AuflBsnng der Gleichungen weiter^ 
f5rdem mOdite, insoweit diese okne amfUirlielie Heiaaaieliioig der Gmppei»* 

theorie durchführbar ist. Indessen unterbricht Yeifiuser diesen Gegenstand 
zunächst, um sich zur Theorie der Elimination zu wntdpn, deren Ergeb- 
nisse späterhin zur Verwendung kommen. Vorausgesandt wird erst noch 
ein Abschnitt Über ganze rationale Funktionen mehrerer Variabein, deren 
InedimUlittt, sowie deren Wonelsysteme. Die Elirainationstiieorie, welohe 
die Torlesungen 33 bis 47 umfafst, ist so reichhaltig und ersehflpfend an- 
gelegt, daffi kein irgend wesentlicher Zweig dieses Gegenstandes unberück- 
sichtigt geblieben ist. Der Leser findet hier die grundlegenden Siltze über 
Besaitanten und Eliminanten, die Eliminationsmethoden von Eronecker, von 
Caylej-Sylvester, die Theorie der Diskriminanten n. a. Anoh die Charak- 
texistikentheorie, Termöge deren' Kronecker eine wei%ehende Verallgemebe- 
rung der Sturm sehen Sätze erzielt«, findet hier ihren Plata. Der funda- 
mentale Satz von ITilbert, dafs man in einer irreduziblen ganzen ganz- 
zahügen Funktion der (m -{- n) Variabein jTj, x,, • • Xg,; y^, y,, • • •, 
den leisten n Yariabeln stets solche gan»&ahligen Werte beilegen kisinn, dafs 
eine ^inredusible^ Punktion der x^, x,, Xm resultiert, wird in einer 
besonderen Vorlesung behandelt. 

Im filnften Abschnitt (Vorlesungen 49 bis 68) wird erstli<'h die am 
Schlüsse des ersten Bandes unterbrochene algebraische Auflösung der 
Gleicbiuigeu insoweit fortgefOhrt, dafs die cyklischen Gleichungen sowie die 
aUgemeinen Abelsehen Oleiehnngen ohne Zidulfenakme des Gnippenbegrifis 
behandelt werden. Dann aber folgt in neun Vorlesungen die Theorie der 
{'ubstitutionsgnippen, wobei der Kontinuiät halber die Abelscben Gruppen 
voranstehen. Nach allgemeinen Retrachtungen über die HosHmtgruppe aller 
n! Substitutionen, sowie über nltemierende und cyklische' Funktionen 
wendet sich die Darstellnng gleich wieder im speziellen zur linearen Gruppe, 



804 BMenioiMn. 

wo der binflre Fall wp^en spinrr Anwpndungen im Gebipt^ fh-r r-lHptischen 
Funktinnen besonders interessant ist Demnächst greifen algebraische Ent- 
wickeluugen fibar die su den «initelnen üntergruppen gehörenden Funktionen« 
gnttimgen, Uber Reiolvoiteiibildiuig n. t. w. mit dem wätanii gruppMi^ 
theoretischen Ausbau die Komposition der Gruppen, die Galoissche Gruppe 
einer Gleichung, die Transitivitat imd Primitivität u. s. w. betreffend in 
einander. Ehe die Anwendung der Gruppentheorie zur Gewinnung der 
fkmdamentalen Theoreme fiber algebraische AnfUfenng der Gleiehungen, Uber 
anfUsbare Gleidinngen von Primzahlgrad u. s. w. behandelt werden, lind 
in einer besonderen Vorlesung die B^priff*» des RationalitÄtsbereiches, des 
Gattungsbereiches, der Adjunktion von nntürlichen. bi z. acce«sorisrhen Irra- 
Ucnalitäten u. s. w. zu entwickeln. Mit den alsdann folgenden S&tzen 
Aber algebraische Aafldsong der Oleidumgen erreidit die DanteOmg ihren 
Höhepunkt. Als Anwendungen werden einmal die beim Problem der 
Wendepunkte einer Kun-e dritter Ordnung auftretenden Gleichungen behan- 
delt, andererseits sind die beiden letzten V^orlesungen den algebraisch auf- 
lösbaren (ileichungen fünften Grades und der allgemeinen Gleichung dieses 
Ofades gewidmet« 

B« der enchOpfendon Art, mit welcher der Herr Verfasser seine 
Gt'rr^-nsfSnde zu behandeln pflegt, war es ihm unmöglich, ohne weit mehr 
Kaum zu brauchen, aiie mit dem letzten Abschnitt in Berührung stehenden 
neueren Untersuchungen anderer Algebraforscher zur Darstellimg zu bringen. 
Indeaaen bestdit nadi einer Andeutung dee Yerfasaers die Hoffiiung, dab er 
in dieesr ffinsicht bei anderer Gelegenheit noch eine Xtgtnsung nachfolgen 
lassen wird, 

Braunschweig. Faican. 

I«e Ferupucteur. AppareU inveute par Ch. T. Ziegler. Geneve. Libr&irie 
R. Burkhardt 1899. 14 8. 

Es gieht manche Apparate, mit denen aus Grund- nnd Au&iTs ein per- 

spektivisches Bild gezeichnet werden kann. Zu den einfachsten gehürt wohl 
der ,,Perspcctcur*', und deshalb machen wir hier auf denselben aufmerhsam. 
Derselbe gleicht einem Zirkel, durch dessen Kopf C aulser den 2 Armen 
noch eine fette Stange geht. Die Arme kOnnen bei div gleiehzdtigeii Be- 
wegung stete so eingestellt werden, dals ihr Winkel durch die feste Stange 
halbiert wird. Ist dann C das Projektionszentrum (Auge), und durchläuft 
die Spitze des einen Armes (le directeur) eine Figur (Grundrifs, Fa^ade 
etc.), so zeichnet der andere Arm (le traceur) auf jede beliebige Ebene das 
perspektavisohe Bild. Zum praktischen Gebrauche sind mit dem Apparate 
noch 3 Ebenen in Verbindung gebracht, welche leicht als GrundrilGMihen«, 
Aufrifsebene und perspektivisclie l^ildeliene einpestellt werden können. 

Besonders bequem gestaltet sich die Anwendung de.s Apparates, wenn 
aus den Höhenkurven einer Karte das Panorama in Vogelperspektive ge- 
aeicbnet werden soll. Diese Aufgabe flihrte den Etfindmr zur Konstruktion 
des Apparates. Er llbt sich aber auch mr Herstellung von architekto' 
nischen PerspektiTbüdem benuteen. 

Zürich. GHBtSTiAJi Bbtbl. 
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F. Hofhtieini. über eine Art der Erzengnog der Kurven dritter 
Klaase mit oinor Doppeltangentc. Leipzig 1899, B. 0. Teubuer. öO S. 

Es ist eine durchaus ütiiäigc Ar)>eit. Doch dürfte dt^u Verf., der eine 
Fortsetzung seiner Untersuchungeu in Auasicht stellt, eine genauere Kennt* 
nis dn Litteratnr, i. B. der Tlieorie der mehrdeutigen geometritehen Ble- 
niMltiirgelMldo und der algebraischen Kurven und Flächen als deren Er- 

zeugni'^se von Emil Weyr, Leipzig, Ii. G. Teubner 1869, belehren, dafs 
die von ihm behandelte Aufgabe boreits gelöst ist. Insbesondere sind die 
von ihm „rekurrierend ' genannten Punktreihen als einzweideutige Gebilde 
linggt bdbamt 

BerHo. B. JABma. 

F6lix Müller. MsthematlBches Vokabularium. Französisch-deutsch und 
deutsch-französisch, enthaltend die Kunstausdi-ückü aus der reinen und 
angewandten MaÜiematik. Erste Hllfte: FnuuUteisch- deutscher TeiL 
Iie^sig 1900, B. G. Teabner. Fnu'lSOO, Gautliier-Tillars. IX, 198 8. 

Wem, und wttre er der fhmsOnaehen Spreche noch so nichtig, wire 

es noch nicht vorgekommen, dafs er beim Lesen einer französischen Ab- 
handlung über ein Wort strauchelte, von welchem mrhi gleich mifste, 
welchem in Deutscblund üblichen Ausdrucke es entspiedie r Nimmt er aber 
das beätt;, das vollständigste Wörterbuch zur Hand, so bleibt er ratlos wie 
▼ocher; denn es enthftlt du befareffoide Wort entweder überhaupt nidit, 
oder doch nidit in dem ÜMbinännisdien Sinne, dessen er bedarf. Genau 
ebenso geht es unseren westlichen Nachharen beim Lesen einer deutschen 
Abhandlung über i-eine oder angewandte Mathematik. Die Klage ist alt, 
eine Abhilfe schien schwer. Herr Müller hat gezeigt, dafs sie möglich ist. 
Wir haben heute die erste Hftlfte des mühsam vdlendeten Bnehes, den 
framSsSsdi-deiitBclien Teil, vor nas, dem der deutsch-fifanxtfsche nachflogen 
soll. i}in derartiges Buch liest man nicht, kann man nicht lesen. Man kann 
nur Stichproben anstellen, und das haben wir gethan. Wir haben die aus- 
gefalleuäten, die landläuhgsten Wörter aufgeschlagen. Jene faudeu wir nicht 
unerwähnt, an diesen war der Verfasser nicht aobtlos vorübergegangen, ein 
Versehen, welches nur sa leicht vorkommt Wir £uiden flberall, wo wir 
nachsuchten, die richtigen (jbersetzungen, aber mitunter andl noch mehr, 
nämlich die sehr erwünschte kurze Angabe, wann und von wem das Wort 
gebildet oder in fachwis!<eu.st;liat'tlirhen Gebmuch genommen wurden ist. 
Wir könueu das iiuch mit gutem Gewiikt>en aufä dringendste empfehlen. 
Es gehört unbedingt in die Bibliothek einer jeden Mittelschule; aber auch 
der einzelne Mathematiker wird, sofern er in bleibender Verbindung mit 
seiner Wissenschaft zu stehen wünscht, kaum umhin können, den „Felix 
MflUor", wie das Vokabularium bald kurzweg beÜsen dürfte, anzuschaffen. 
Heidelberg. M. Cairron. 

O. Dziobek, Lehrbuch, der analytischen Geometrie. L Teil. Ana- 
Ijtisdie Geometrie der Ebene. Berlin, Hans Th. Hoffinaan, 1900. 
350 S. 8^ 85 Fig. 

Befsnot ist hftufig von Studierenden der technischen Hochsdinle ge- 
beten worden, ihnen ein für sie geognetes Lehrbuch der analjrtisohen Geo- 
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metrie zu. neauen, und ist dabei iuuutir m oma guwisüti Veritig&ukeit gekonuuen; 
gerade deshalb begrflflii <r mit beeooderer Freude das vorliegende Werk, 
deiSMi YerfHier, an laagjllungert bewlhrter und beliebter Dosrat der Char- 
lottenburger Hochschule, es verstanden hat, in seinem Buche den frischen 
lehendigoii Stil des mündlichen Vortrages festzuhalten; die Probleme werden 
nicht blois gelöst, sondern es werden auch genau die Schwierigkeiten hervor- 
g«hobeiif die Klippen, an deoen der Anftnger aeheiteni taum. Die Elemente sind 
musterhaft klar und breit dargestellt, nirgends aber wird dem Leser das eigene 
Nachdönkt'ü gespart ; auch bei deu einfachsten Dlugon werden die Beziehungeu 
zu tiefer liegein^f-ti Fragen aufgedeckt und augeregt. Jedem Paragraphen 
sind einige Übungsaufgaben angehängt; ilirti Lösung erfordert nicht blofs 
genaues Yesratftndnifl, Bondem mebt aach lingere, algebraiflehe oder numeriaehe 
Rechnungen; im Anhang sind die Lösungen in knapper Form nutgeteiltk 
Einige Angaben Aber den Um£uig des Stoffes mögen da« Gesagte erglmten 
und bestätigen. 

Im ersten Abschnitt (§ 1 — 5) finden wir zunächst die Geometrie der 
genden Linie und des StralilenbllBicfaels; die gau ausfUiriidie Behandlung 

dea DoppeWerhältnisses und der linearen Substitutionen wird alsdann ftkr 
Perspektive, projektire und involutorische Beziehungen verwertet. Dann 
erst koxiliuen die Koordinatensysteme, die Transforaiationsformeln und die 
Grundaufgaben der analjtisdien Geonietrie zur Erledigung. Der zweite Ab- 
sehnitt (§ 6 — 11) erlAntert die Beciehungen iwiachem Kurve und Gleichung 
ausführlich an gut gewfthlten Beispielen, die historisch oder technisch interessant 
sind; es folgt die Parameter-Darstellung, die Einteilung der Kurven. An 
die verschiedenen Formen der Gleichung der geraden Linie knüpft sich die 
EinfBbmng der Linienkoordinaten; die Methode der abgekttrsten Beaeichnung 
wird u. tL auf die Konfiguration von Perspektiven Dreiecken angewendet. 
Der drittö Abschnitt (§ 12 — 18) behaudelt Kreis und Kreisbiischel, die 
wichtigsten speziellen Eigenschaften und Erzeugungsarten der Kegelsrlinitte, 
die Diskussion der allgemeinen Gleichung zweiten Grades, ihre Au.suaiime- 
ftUe und einige numeriadie Beispiele. Der Tierte Abaehnitt endlich (§ 1 9 — 26) 
giebt eine Beihe von Ergänzungen; er beginnt mit dem Transversalen -Satz 
und d-'Ti Sützen von Pascal "nd T^rianchon; nach einer Darstellung der 
Deternuuautenlehre folgt die Euiiuhruiig homogener Koordinaten, die Theorie 
von Pol und Pulare und zwar auf <j[uadratische und biiiueare Formen gestützt, 
die projektiTen Erzeugungen der KegeladmUte, EegelsdmittUlsohel und 
Behar, Abbildungen und geometriaefae Varwandtachaften. 

"Berlin. Biohabd MOlub. 



F. Kl^in» über die Neueinxiislitiiiic für Elektroteohnlk Vnd allge- 
meine technische Physik an der Universität Qöttingen. Mit einer 

Antwort auf die von Prof. fcilaby in der bitzung des preufsischen Herreu- 
hauses vom 30. März 1900 gehaltene Bede. Leipzig 1900, B. G. Teubner. 
38 

Univ^rsitftt und tedinische Hodischule waren einst, insbesondere in 
Deutschland, Bildungsstätten durchaus verschiedener Natur. Die Vorbildung 
ihrer Zöglinge war eine verschiedene, und yei-sehieden war, wie der Zweck, 
auch der Inhalt des dort Gelehrten. Die technische Hochschule war es, 
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wenn wir nicht sehr irren, welche den Gegensatz zuerst eiuigermaüäen aus 
dem Wege räumte, indem sie die wenigstens teilweise Ausbildung von Mittel- 
sdraUehrarn auf ihr Programm aetste undf um dieaer Angabe gerecht xu 
werden, Vorlesungen halten liel's, an denen kaum je andere ZidiArar als 
solche, die sich dem Lehrl'iiche wiihuen wollten, teilnahmen. Wir erinnern 
uns nicht, dals die Universitäten versucht hätten, dem entgegenzutreten. Nun 
hat die Üiiivenitltt 6<Nthigen ihrenaite eixraii tntapndmdek Sefaritt gewagt 
Sie hat Bülrichtimgem getroffen, und swar unter Aufwendung reioher Fkifat- 
mittel getroffen, welche es ihren Studierenden ermöglicht, Elektrotechnik und 
allgemeine technische Physik theoretisch imd praktisch m erlernen, ohne die 
Universität zu verlassen. Alsbald wurde wenigstens von Seiten einzelner 
Lehrer an tedmischfln Hodiachttlen lebhafter Widenproch eihohen. Herr Felix 
Klein hat in der uns TOrliegenden Broechflre die Antwort auf diesen Wider- 
spruch erteilt, wie es sein Kecht, wir möchten fast sagen seine Pflicht war; 
denn nur durch seinen in alle m Betracht kommenden Schichten tief ^'in- 
greifendeu £iniiufs ist der liottanger Versuch möglich geworden. Was aus 
diesem Vertache acUielUidi wird, das iit eine gaiu andere Frage, und wir 
wagen es nicht, den Schleier der Zukunft lüften zu wollen. Wird es mög- 
lich sein, fiir längere Dauer Privatmitte! wi" seither flüssig zu machen? 
Wird der Staat mit Rücksicht auf erzielte Erfolge vor den liifä treten? 
Wird er es können, wenn etwa in dem kleinen Grofsherzogtum Baden die 
beiden Toihaiidaien üniTerritRten auf ihnliche Erweiterung ihrer Anstalten, 
ihrer Lehrkräfte Anspruch erheben, während zugleich die technische Heim- 
schule in Karlsruhe mit Recht verlangt, in den ihr nötigen Zuwendungen 
nicht verkürzt zu werden V Wird einzig Göttingen ausersehen bleiben, die 
glücklich xur Qeltxmg gebradite Doppelrolle weiter zu spielen? Das shid 
Einxelfragen, in weläie die oben gestellte Frage, daran Beantwortung wir 
verweigerten, serfUIt, und welche sidi leicht vermehren liefsen. 

Heiddbeig. * IL Gavtob. 



P. Sauerbeck. Lehrbuch der Stereometrie nebst sahireichen 
Übungen und. einem Abschnitt über Kryataltograplüe. Stuttgart 

1900. A. Bergsträfser. 291 S. M. 6. 

Die Stereometrie gehört zu den schwierigeren ünterrichtsgegenstündtia 
am Gymnasium. Die vorliegende Arbeit ist «in ausgemiehneter Wegweiser, 
um die mannigfachen Schwierigkeiten zu überwinden. Sie tritt den be- 
kannten T^ehrbfichem von Hauck, Martus und Schweriag ebenbürtig an 

die Seite. 

Der Verl', geht von dem Gesichtspunkt a.\xn, „das vielfach in neuester 
Zdt SU Gtmstea der algebraischen Rechnung zurückgedrängte geometrische 
MouMnt wieder mehr zur Geltung n 1 ringen; denn die Hauptaufgabe der 
Stereometrie ist und bleibt die Ptiege rünmlicher Anschauung". 

Das Lehrbuch umfasat 7 Abschnitte, in den drei ersten (S. 1 — 59) 
werden die allgemeineii und besonderen LagenverhUtnisse von Punkt, Gerade 
und Ebene besprochen. Hier wird n. a. das Dualitiltsprinsip (der Yerf. 
spricht vom „Gesetz^ der Dualität; dieser Ausdruck ist wohl nicht ganz 
korrekt, da sich das Dualitätsprinzip doch nicht beweisen läfst) erörtert und 
auf zahlreiche Beispiele angewendet^ femer der Desarguessche Satx herange- 
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zogen, der Oberhaupt für eine EinfÜhrong in die Eaumanschauung besonders 
geeignet ist, und im AiiaaMiifa tat Monges OfomAtxis deaeriptlTe wird em« 
Einleitong in die Methoden der darstellenden Geometrie gegeben. Wie in 
allen Teilen der Arbeit, 80 findet eich «och hier eine FflUe von Beispielen 

und Aufgaben. 

Der vierte Abscbnitt (ä. 59 — 84) handelt von den natürlich vor- 
kommenden Vielflichnem, den EiTetallen. Gegenstand des fBnften Ab' 

Schnitts sind die Beziehungen der Kugel zu ihrem Zentralstrahlenbflndelf wo- 
bei u. a. das Dreikant und die (rcometrie auf der Kugol nntersncht -^Verden. 
Der sechste Abschnitt beschäftigt sich mit den Unvirohungsflächen. Hier 
werden u. a. die Öckuitie des Kreiscyiiuders uud Kreiskegels eingehend be- 
traditet und ferner die bekanntesten Abbildungen der Kugel dargelegt. 
Der letzte Abschnitt enthält Berechnungen von Oberflächen und Hauiu- 
inhalten von Körperu, insbesondere auch Aufgaben über Maxinia und Minima. 
Hervorzuheben sind hier daä delische Problem, wo die von Archytas und 
Menächmus herrührenden Lösungen eines besonderen Falles und die allge- 
meine Lfiiung mittels der Wenden und Neilschen Panbel eingehend be* 
sprochen werden, femer das Gavalierische Prinzip (der Verf. spricht vom 
„Satz" des Cavalieri, obwolil sich derselbe bekanntlich nicht beweisen larst) 
und die Simpsonschen Körper, weiche die £igettschaft haben, dafs sich 
der Inhslt einer zur (Snmdfliohe pamllelen SchnittflJIdie durch eine ganze 
rationale Funktion von hOehstens drittem Grade des Abstandes dantellen VUsL 
Bertin. IL Jäjawa. 



M. Brttekll^r. Vi^Leoke xmd TlelflatflDe. Theorie nnd Geichiebte. 

Leipzig 1900. B. G. Teubner. 227 S. 

Seitdem durch Chr. Wiener in seiner lilassi;;cheu Schrift „Üljcr Viel- 
ecke und Vielflaehe" die T-lieoric der regelroalsigen F'olygone und Polyeder 
höherer Art zuju Abschluiä gebracht worden ist, hat die Lehre von den 
doreh Gerade und Ebenen begrenxten Gebilden bedentende FortMbritte auf- 
zuweisen. Einerseits bandelt es sich dabei um das noch heute ungelöste 
Problem, sJlmtliche von einer bestimmten Anzahl Flächen begrenzten Viel- 
flache zu bostimmou, ein Problem, das Herr V. Eberhardt zu einem vor- 
läufigen AbschluDs gebracht hat 

AnderenMits haben die Untosochnngen besondere Vielecke und Tid« 
flache zum Gegenstand, die als gleidiectige, gleiehkantige, gleiehfliefaige 

VU S. w. bezeichnet werden. 

Auf Grund der Uriginalarbeiten stellt der \'ert. die Theorie der Viel- 
ecke und Vielflache und die Hanptzüge ihrer geschichtlichen Bntwickelung 
im Zusammenhang dar, wobei er Wert darauf legt, mit n^glicbster An« 

schaulichkcit in die wichtigsten Probleme einzuführen und Lflefceii er^ 
kennen zu lassen, die ihrer Ausführung noch harren. 

Der Stoff ist in sechs Abschnitte gegliedert: A. Allgemeine Theorie 
der Vielecke. B. Besondere Vielecke. C. Allgemeine Theorie der Vielflache. 

D. Theorie der Eulersehen Vielflaehe. £. Die besonderen Bulerscfaen Viel- 
flache. F. Die besonderen Vielflache höherer Art. 

Jeder dieser Abschnitte ciithiilt längere liislorische Bemerkungen von 
hohem Interesse. Auiserdem sind neben den zahlreichen Figuren im Text 
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7 fittogvapliiexte und 5 Lidiidrack-Doppeltafelii beigegebao, um «ine mOg- 

Udist ausgedehnte Yeranschaulichung zu erstreben. Diese Reprodl>klicii6ll 

flnd nach Afodellen ausgefiün-f, welche der Wrf hertre^iffllt hat. 

Das ii I 1 luuteressante Werk verdient weiwsie Verbreitung and sollte 
in der Bibiiothek keiner höheren Lehranstalt fehlen. 

Berlin. £. Jahmks. 



F. Kuriciueti. Questioni riguardanti la geometria elementare trattate 
ds U. .Amaldi, B. Basmü* L. Bonola» B. OaLö, 0. OMfealniuyra, 
JL Conti, B. Dttniele, F. BnziqUM, A. Qiaoomiiilt A. Chuodiioei, 
G. Vitali, raocolte e ooovdiliaito dft F. BnzlqiiM. BoIognA 1900, 

N. ZanicheUL 532 S. 

Es ist eine Sammlnnir von Artikeln, in denen die Grundlagen und 
Fondamentalprobleme der elementaren Geometrie besprochen werden. 

Der erste Artikel, dessen Verfasser der Herausgeber ist, handelt von 
dtr wissenBchafUicb«]! nnd didakÜBdien Bedmitnng der Fragen, die auf die 
Prinzipien der Geometrie Bezug haben. Im besonderen bilden den Gegen- 
stand von Artikel 2 — 6: die Yersf'hi*^<l^'Tipn Definitionen der Cleraden und 
der Ebene, die Verwendung der Kongruenz und di r Bewegung sowie der 
Stetigkeit in der elementaren Geometrie, die Theorie der A<^uivalenz und 
der Pazallelenfheorie tKmie die niehteq¥lidi«ehe Oeoanetrie. 

Die übrigen Artikel 7 — 14 beschäftigen aich mit bestimmten Problemen 
der Elementargeometrie, nämlich mit den verschiedenen Methoden, die 
bei der T^ösung geometrischer Aufgaben zur Anwendung kommen, mit der 
Lösung geometrischer Aufgaben sei es allein mit Hülfe des Zirkeis, sei es 
mit HtUfe Ton Zirkel und Lineel, mit der algebraiaehen Auflflebukeit der 
Gleichmigen mittelst Qnadratwnrsebi, mit der KuDotniktioa des reguUren 
Zehnecks, mit der Würfelverdoppelnng und WinkeldreiteUiaig nsd endlich 
mit der Quadratur des Kreises. 

Ref. möchte diese (telegenheit benutzen, um auf ein interessantes Ge- 
biet der elementaren Geometrie hinzuweisen, das noch wenig verbreitet sein 
durfte, das aber, vi^eicht mdir ab mancher der obigen Artikelf verdiente 
dorch Aufnahme in eine solche Sammlung weiteren Kreisen bekannt m 
werden, ich meine die tob S. Lemoine begrttndete »G^metrograidiie**. 

Berlin. B. Jashxb. 



Idignngre ( 1 772) und Cauekiy (1819). Partielle Differentialgleiehiingen 

eniter Ordnung, herausgegeben von Gerh. Küwalewski. Leipzig 
1900, Engelmann. 54 S. (O.stwald's Kla.ssiker Nr. 113.) 

Zahlreiche Schriftsteller haben sich in zahlreichen Abhandlungen mit 
den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung beschäftigt, bevor die 
Aufgabe als geltat betrachtet werden durfte. Dnrch Herrn Kowalewski 
snid Kwsi dieser Arbeiten in deatseher Übersetzung herausgegeben, eine von 

Lagrancp und eine von Cauchy. Jene leistete dir Zurückführung auf 
lin^-are partielle Differentialgleichungen, wenn auch /unächst ohne diese 
letzi£ren zu integrieren. Diese ging von dem Italic zweier unabhängigen 
yeiCuderliehen ans und soehte bei der in diesem Falle leiditm geometri- 
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schf^n "n»^ntiin<r r^'ne durch eine i'ogcbeno Kurve hindurobgebende In'f>i?T:il- 
üüche zu gewinnen. Herr Kowalewski zeigt in seinen Zusätzen, wie die 
Methode Lagranges von Monge, die Gauchjs Yon Lie zur Klarheit and 
AnadhaulicUMÜ gebcaeht wurde. 

Hmddberg. M. Camtob. 

H. Poincnrc. Cinömatique et mäcanismes, potentiel et möoanique 
des fluides. Coiirs professe a la Sorbozme. Bedige par A. Guillet. 

Paris 1900. Carre et Naud. 385 S. 

Das Werk ist aus Vorlesungen bervorgegaiigeu , die der berübmtc 
Yorbaser an der Sorbonne gehalten hat. Eb besteht ans swei Teilen, dorra 
erster von der Kinematik handelt und die Theorie der wicbtlgst«n Mecha- 
nismen bringt, während der sweite das Potential nnd die Hydrodynamik 
xom Gegenstande hat. 

Der erste Teil ist der ungleich interessantere, er enthält eine durchaus 
eigenartige Darstellung der Kinematilc. Die geometriseheii MefJiodea treten 
im allgemeinen hinter den aaalytisehen sorttek; nnd nm beiden Biehtnngen ge- 
recht tu werden, kommt vielfach die Vektorentheorie zur Anwendung. Diese ver- 
leiht gerade dem einleitenden Kapitel eine bemerkenswerte Klarbeit und Eleganz. 

Unter den Übergangsmechamsmeu werden mit besonderer Ausführlich- 
keit die Zahnrftder behandelt und im AnschluTs das schraubenförmige Go- 
triebe von Hooke imd White, das konische Getriebe nnd das fairfiuiienlie 
Gelenk, welche sfimtlich die Kreisbewegung wieder in eine Kreisbewegong 
umsetzen, sodanu die Pleuelstange, der Excenter und der Stepbensonsche 
Schieber, wel. he ihrerseits die Kreisbewegung iu eine bin- und hergeliende 
geradlinige umwandeln, und endlicli das Wattscbe Parallelograimu, welches 
eine hin- und hergehende Kreisbewegung in eine hin- nnd hei^hende gerad- 
linige Bewegung umsetzt 

Im ersten Kapitel des zweiten Teiles ward der Begriff des KraftHusses 
eingetülu-t und in seiner Bedeutung dargelegt; das zweite Kai)ilel bringt 
das Greensche Theorem nebst Anwendungen, das dritte enthält die An-> 
sishnng des EUipsoids. Der Verf. bedient sich hier der elliptischen Koor- 
dinaten, führt die korrespondierenden Punkte ein und gelangt ztuütehst 
zur Anziehung einer unendlich dünnen EUipsoid-Sdiale auf einen Punkt, 
üm die Anziehnng eines EUipsoids auf einen ttuiberen Punkt XU finden, 
leitet der Vert. das Ivoryscbe Theorem ab. 

Das vierte und fünfte Kapitel behandeln die Hydrostatik und Hydro* 
dynanuk, insbesondere die Gleichgewichtsbedingnngen sdiwimmender Kdvper 
nnd die Hei mholts sehen Wirbel. 

Berlin. E. Jahhu. 

Bemerkung. — Die in Bd. I dieser Zeitschrift S. 965 gedruckte Besprechung 
der „Elemente der Stereometrie** von 0. Holxmflller ist ohne vorwissen 
des Heferenten veröffentlicht. Nachdem Herr G. nolzniullfr eein genanntes Werk 
aus der Sammlang Schubert herausgenommen and selbständig publiziert hatte, 
wurde die erwfthnte Besprechung seitens des Befemilen snrflclqgpezoffca. Dar Ab- 
druck geschah nur infolge einee durch den Bedaktioniwedisel du Zeitechrill 
begründeten Versehens. 

Braimtchweig. F«cu. 
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t Anlljabtn und Lthiaits«. Lfimgiit 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 

26. Lorsi^u une courbe Ä est sosoeptible d'etre deciite par points 
d ^tannin^ svec r^l« et le compas et qu'im Tvnt plMer im point d» A, 
on peut le taire tftui nombre infini d« maniint suiTant les don^ q/m 
You cboisit poor determiner la eonrbe et snivant lea t^rimes qne l'<m 
aplique pour en deduirp la position du point. 

Le codficient de simplicite du simbole geometxografique du trace io 
plus simple qoe Von trouve pour un point de Ä en partant de cetiames 
dümee$ qui dftarmiiient la eouilM, aera dLt la «mipKeif^ potuMe de A 
«orapondanf ä ees donees. 

Le groupe de donees qui conduira pour placer un poln^ <le ^ a la 
simplicite ponctuele la plus pctite, sera dit (r (jroupr geomeirn /ri/fique ponc- 
tuel de A et le coeficient de simplicite de ce trace le plus simple, sera 
dit: la timpUeM pontsbtäe a&«oIiie de A» 

Pour fixw Im idees suposona qn^ fl'agisae d'^dier k ce point de vue 
le place d'on point de la courbe A qui serait une elipse. A peut etre 
d^finie en grandeur et en direction 1° par l'axe focnl et les foyers; 
2*^ par 5 points; 3^^ par un axe et uu point; 4" par un foyer et 3 points etc. etc. 
n s'agit d'^tndier la mnjgUcüi ponctuäe de l'^Hpse corespondant ä thaque 
«aa de daneet^ d« tronver le groupe fftemäregrafigue jponOud de IVlyife et 
la simplicite ponctit^le absohie de cete courbe. On cherdhaia, dana tona oaa 
caa, la simpli'it'^ de la detf rmiiiation de n points. 

Le champ detude est teonquement illimite, meine pour une seuie 
eonrbe; maiB ü est clair que l'interet se concentrc sur les cas les plus usuels 
de don^ea et aar lea eoorbea lea ploa contiea. De nombreoaea queatioiiS 
peavent se grefer sur c^le-ci; par exemple: un point de Telipse est ^videm- 
ment plus simple a placer si les donees sont Taxe focal et le«^ foyei-s que 
si les dunees sont 5 points; alors quel nombre n de points faut-il avoir a 
placer pour qu'ü soit plus simple en partant des cinq points dones, de 
dttenniiier lea axea et lea fojera et d'apliquer enanite la eoustraetion pone> 
tuele qai ae raporte au cas oü Taxe et \«e fojers aont lea donlea, que 
d'apliquer au trace de chacun des n points dones la conatraction ponctnUa 
qoi corespond au cas oü les donees sont 5 points? etc. 

On etudiera les courbes priucipales, ovales de Descartes, lima^ons 
da Pateal, eiaaoHdea droite et oblique, atrofiffdea etc. etc. 

14* 
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En construisant une courbe Ay non plus par ses points, mais par ses 
tangentes, il y a l'etude analogue a faire, en prenaut Im memes d^finitions 
que pr4oidfliiim«nt, mais en j ehangeut, chaque fois qn'ils s'j inrnrnt, 
!«• mots de «implkili pimOitäe e& oens de nmplicit^ tOMffeiaiUt, 

Ptris, 22 niai 1901. B. Lwoim. 



27. II y a des problemes celebres dont quelques -uns sont etudies 
depuis de» si^des par les geonietros et out reyu de tres nombreusos Solution«; 
je citerai par ezemple; Hener, par un poinfc ^ da In Umebioe d'an angle 
done, une droite aar laqu^Ie les cot& de l'angle interoep40&t une longnenr 
doD^e; le probleme dit de la Section de raison; le probleme de Malfatti; 
le probleme d'Apollonius de constniire leg 8 cercles tangents a trois 
oercles doues; la d4termmation du point k iel que la some des oares de 
868 diatenoes & n droites doo^ aoit minmia ete. H aenut tr&a intfiraaaaitt 
de conaaenr » ehaean de ces piroMimas une monografie ou les solutioiia 
difereiites spraipnt pxpos^, oü serait etabli leur simbole gpometrografique, 
decifbint, par coii'^«''!"*'"^, est eele des soltttions qui condoit a la 

Solution geometrogruiiquB du. probleme. 

Paris, 22 mai 1901. E. Lsmou«. 



28. Id dar Ebene aeien swei auf emander aenkreoht atehende, aidi in 

0 schneidende Qeiadan a lud b und ein Punkt P gegeben. Wird Ober 
OP als Durchmesser ein Kreis gezeichnet und durch /' eine Gerado so 
gelegt, dafs, wenn A und B ihre Schnittpunkte mit a und b, ihren 
s&weiten «Sclmittpunkt mit dem Kreise bezeichnen, ÄP^QB wird, so hat 
die Stracke .^B die M im mmite^muchaß gegenlUMr den Streeken, die anf 
anderen, durch P legbaren Croraden von m und h begrenat werden. Man 
beweise den Satz auf kincmatischeni Woge und suche eine Konstruktion 
der Minimomstracke AH auch für den Fall, daCs a nicM senkrecht sa 
b steht. 

KOnigaberg L Pr. E. MQu.nn. 

29. In der Ebene seien 6 keiner Kurve 2. 0. angehöraude Punkte ge- 
geben. Wird durch je 5 von ihnen die durch sie bestimmte Kurve 2. 0. 
gelegt, so schneiden je fj dieser Kurven auf allen durch ihren gemeinsamen 
i^uükt gehenden Geraden projektive Punktgruppen aus. 

Königsberg i. Pr. E. Mülleb. 



30. Ein baweglicber nutariellar Punkt, der yon einem faeten Zentrum 

nach dem Newtonschen Oesetae angezogen wird, hat beim Beginne der 
Bewegung den Abstand 1 ni von dem festen Punkte und die üc;;chwindig- 
keit 5 cm, deren Kichtuug mit der Verbindungslinie beider Punkte den 
Winkel 60^ eiuschlielät. Die Umlaul'szeit beträgt eine Minute. Die Be- 
wegung an unterattcben, inabeaondere die Lage und die Dimenaicnen der 
Bahnkurve au bestimmen. Welches iat das Besnltat, wenn die Anxiehun§f 
der Entfernung proportional ist? Welches aber, wenn die Anziehung um- 
gekehrt proportional dem Kubus der Entfernung ist und nicht die Umlaufs- 
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fto^f^h^n ist, f^ondeni die AnitifthnngitknnBtftnto denselben Wert hat, wie 
m der ersten Frage? 

Berlin. £. Lampü. 

81« Sine Termeintliche Lösung der Trisektion eines betiebigen Winkels 
gebt l61gendflnBa{iBe& vor. Über einer beliebigen Geraden DI>, als Durch- 
messer wird ein Halbkreis gezeichnet; man teile sowohl DDj als anch den 
HalT^Vreis in drei gleidie Teile. Ist B der Teilpunkt von DD^ nächst D 
und A der des Halbkreises nHchst i), ?o beschreihe man dnrch A und B 
denjenigen Kreis, dessen Zentrum auf DD^ liegt Nun wird behauptet^ dafs 
dieser neve Kreis jeden anderen Krwsbogen, der durah D und geht, in 
einem solchen Ptmkfee T schneidet, dafs Bogen DT gleich ^DTD^ ist. 
Welche Annftheroi^ giebt diese Eonsfaroktion? 

Beilin. K Lampi. 



32. Sind abc und a'b'c' zwei Perspektive, einem Kegelschnitte K ein- 

geschriebene Dreiecke und ist m ein beliebiefr Punkt von Ä, 'Innn liegen 
die drei Punkte (wa', hc), (mfe', rof), (mc , ab) mit dem PerspektivitSts- 
xentnuu ^ der beiden Dreiecke in einer Geraden ft. Ist m' der zweite 
Sehmt^pnnkt von ms und JT, dann Hegen in derselben Oeraden f» die drei 
Punkte (m'a, ft'c'), (>"'?>, '''aO» a'b"). Umgekehrt liegen auf einer 

anderen durch s gehenden Geraden ju.' die sechs Punkte f m'a', //(), (»»'Ii', c«), 
(m'c', ofc), (mo, h'c'), (mb, c'a ), (mc, a'b'). - - Die Punktepaare (w, »i') 
und die Strahlenpaare (ft, ft') bilden derart zwei projektive involutohsohe 
OeUiae. — Ihnkr Sftts. 

Prag. • ' ' - Bd. JjUlIB(n. 

33, 2 Ebenen schneiden sich unter dem Winkel ^; in 2 Punkten der 
Schnittlinie A und B zieht man 2 Gerade: AK va der einen, J?X in der 
anderen Ebene, welche mit der Schnittlinie bez. die Winkel und ^ bilden; 
man soll den kürzesten Abstand dieser windschiefen Oeraden durch den Ab- 
stand AB und die WiiüesI snsdr&iAiii, auch die Punkte bestimmen, in 
welchen die kflneste Gerade jene wiadscliiefen Oeraden trifft Die Aufgabe 
boH cAae «naljtisehe Qeometrie gelttst werden, 

KOnigsbeig i. Rr. Fotb«*»»- 



84. Le folium qui a powr ^uation en eo«rdonn^ 

a un perimetre equivalent a celoi d'nne ellipse de demi-axes de longueur 

a et 2a. 

Constantinople. E. N. BARiäUäN. 

S6. Soisnt: Jf nn point d'uM ellipse dont le oentre est O et Tun 

des foyers est .F; P et P' les inrojections de M sur les axes de Tellipse*, 
^ et ^' lea prqjectians de Jlf snr In tangente et sur la mmnale en M. 
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On prend «ur 03f des lon^iours OR^YOP - 0P\ (ßÜ -^YOQ • 0Q\ 

ei on prend Sur FM des lungueurs OT — ]/ÖP- 0P\ OU^YOQ- 0(^'. 

Etndier et construire les courbes lieux des quatre poiutü lij S, T, U 
«i calcnler leur aire, 

OoDtteiilinoide. E. K. Bauvib». 

36. Eine Linie, welche Ton dem Pol (G) der Sehne (00|) eones 

Kegelschnitts ausgeht, wird von d^n Strahlenpaaren, die von den End- 
punkten der 8ehne zu den Punkten A des Kegeisclinitts gehen, involutohsch 
in den Punkten P and P| gerchnitten. Ist besagte Linie parallel einer 
Asymptote des Kegelsohnitts, so liegen die Durchschnittspunkte P und Pj 
auf beiden Seiten des Punktes (Jlf), in weldiem die Linie QH die Hjperhel 
schneidet, in gleichen Abstünden von M. 

Sind die Punkte 0 und (\ piner zu konstruierenden Hyperbel und 
die Tangenten in diesen Punkten iä.lso auch (^) gegeben, so kann man 
einen heUeUgen Strahl, der von & ans nadi der Sehne 00^ geht, a. B. OB, 
als Bichtung einer Asymptote annehmen; von der Mitte M der Strecke GH 
trägt man gleiche Strecken auf QJä ab (MP und MP^)^ und die Strahlen 
OP und 0,P|, sowie auch OP^ nnd OjP scbjaciden sich dann in Punkten 
der Hyperbel. Die zweite Asymptote ist parallel der Linie GH^^ wenn 
OH — 0^ J7| ist. 

Wenn f in der Mitte von 00, liegt, so wird die Kurve eine Parabel, 

und man erhalt eine einfache Konstruktion einer Parabel, TOn der MBA 
Sehne und die Tangenten in den Endpnnkten gegeben sind. 

Berlin. H. BsaTBAii. 



B. IiSsnnfen. 

Amsug aus einem Brief an U&rrn A, Kneser. 

Zu 12 (Bd. T, S. 368). Die Mittelpunktstransformation der Flachen 
2. Ordnung oder ihrer Schnitte mit Ebenen liefert in ihrer Ausdehnung auf 
n Veränderliche (unabhängig oder durch m lineare Helationen verknüpft) 
die beiden Lemmata I und HI avf 8. S92 nnd 280 meiner Arbeit in Band 91 
des Jonmals für reine und angewandte Mathematik. Dieselben geben, siMeessfM 
angewandt, die Keduktion der quadratischen Formen in eine Sunune von 
Quadraten io einfacher und durchsichtiger Fonu, so lange verschiedene dabei 
auftretende Hauptunterdetermiiianteu nicht verschwinden. Für definite Formen 
ist dies stets der Fall; die mdgüHge Erledigung der Frage ist jedoch mit 
einigen Sehwiscigksiten vsrknflpft, bssimdarB im Falle linearer Bedingnnga« 
gleichungen. 

Nehmen wir z. B. den einfachsten Fall eines Kegelschnittes: 
a,i«|"+ 2aa«iä%+ • h a„V"" 0 

nnd einer Geraden 
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10 wird bei 

das Schnittpunktepaar imagin&r werden. Während nun bei unabhängigen 
Tcriiiidar]ieli«D mem The<n«ii 8. 837 1. o. alle hier Bvftretendoi Engwi 
erledigt» ist dies bei linearen Bedingungen schon im einfachsten Falle n » 3 
imd m » 1 nicht ohne weiteres der Fall. Ist u,«* 0, nicht aber i«| oder 

1^, eo mnft für imagioftre Sehmtlpimkte ^ 0 San; dagegen kOnnen 

dF , cF . . , 
5 — oder ^ — verschwinden. 

T)pr Tollstrindi|7keit halber will loh den Fall der unabhingigen Ver- 
änderlichen hier wieder mit erledigen. 

A. £s sei 



definite quadratische Form, welche fttr alle Werte der 9^ nor Zahlen- 
werte mit gleichem Vorzeichen anr:oh!iip d: (a||<4f • * * dtp^) « 0 nicht 
ausgeschlossen). Alsdann gilt da.s iheorem: 

Wenn f(c^^ c^y • • •, Cp) ^ 0 und die c,- nicht sämtlich verschwinden, so 
ist gleichzeitig /"(r,) = 0; f'{r,) - 0; ■ ■ f'{c,) = 0. 

Jbcueis: bei etwa f {c^ ^ 0, so setze man in der Identität 

üif Varia><pln v, , »/o , • • •, samflif^h gleich 0» alsdann wird die rechte 
&eite der letzten Gleichung sich reduzieren auf 

also bei genügend kleinem | | ihr Vorzeichen wechseln kennen; gegen die 
Voraussetzung. Hieraus folgt sofort der weitere Satz: 

Wenn für eine definite Form / {x^ , j^^j , • • x^) die Determinante 
^ ± ("n ^pp) "^^^ yerschwindet, so ist auch keine der Deier- 

ninaaten o^i, £± (^Hi^si)* ' * *t •^(d: ' * * gl^i^ 0. 

Bewm: Sei etwa £ ± (aii«i|On) 0, so giebt es Werte C|, e^t c«, die 
nidit alle Tenebwinden und ^e Qleichnngen 

befriedigen. Multipliziert man diese Gleichungen mit und summiert über 
k von 1 bis 3, so folgt /'((^, c^, c^, 0, 0, 0, also nach dem obigen 

Theoreme /'(x,, * - • ni^t deÄiiit Der Beweis zeigt, daft ancb ^ine 
der Determinanten -£±(««.1 fl^^), JP± ("««ö^^Oyr) 
iigend eine PeinratatioD der Zahlen 1 bis p) venehwinden kann. 

B. Bestehen awiaehen den n Veränderlichen x, , • einer quadra- 
tieeben Form 7 » Sotj^x^x^ C. »—1,1,.. n«) die v Belationen 0, ir^» 0, 
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4-0 ist, 



und wenn (;p(xi, x,, • • fttr alle Werte der j;^, welche die Relationen 

0, «P^'^O, /^»O, befriedigen f nur ZaÜenwerte mit demselb«ii 
Von«idi«a annehnMn sdl, «o ist (2r(± tr, • • • O 4" 0 vorausgesetzt) auch 
keine der Detenoinanten iL— it •^»i» ^ » l)* ('S ± t^|tn| • • • 
gMfih KnlL 

Sei etwa -4^=0 (m^n-i, »i bo giebt es W^rtf r, , . • 
+ ' ' '» <^4-ri welche nicht alle Terschwinden und die Gleichungeo 

befriedigen : 



(1) 



= 0. 



DwEiii kSmiaii * • *• niolit ille tandlnrmto, da alsdann mit Räck- 
aidit auf cÜe v ersten Glcichnngen und die Ungleichheit X± (cj u-^ ■ * ^) ^ 0 
auch r, 1, • r^^y sämtlich venücbwindan mflürton. Multipliuert man das 
Sjfitem (1) mit c^, • • c^, so folgt 

(H) • • •» 0, o»...)-öi 

( ^ tfjC^ «= 0; ^ /jCi — 0, wobei die Cj, • • nicht alle 0 sind^. 

Diese Gleichungen ( II) sind jedoch mit Büoksicht auf J^+O nicht mögÜcb, 
da folgender Fundaraentalsatz gilt: 

Wenn <jiUj, ■ • j -^J für alle Werte der j-j, welche die Relationen 
v^'^O, ■ • ; t^'= 0(£± (t'i tc, • • 4= 0) befriedigen, nur Zablenwect» mii 
demselben Vorzeichen annehmen soll^ und wenn Werte <i* * * > <^ (mmdeiteitl 
cüi Werk Ton 0 Teadnedan ) die Belatioaen 

VC«'!» • • •» O - 0; Ve— 0, • • •, <o — 0 

befriedigen, so lassen sich stets ondlichn Werte Cm+u * * '* finden, flO 
dals die Gleichungen (I) fUr m = n stattfinden. 
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80 wird ^(«1« * * *t odtr Ar ^tUtbige Cn+u * ' 't ^« Vuuslion 

*J + 2Cn+iv^+ • • • + 2c„+,^,(t;,=-0, • • •, 0) 
stets dasselbe Vorzeichen haben, wenn der Ausdruck 

(i^-o,...,^-o) 

daiaelbe YomielMii ImbeUli 

Da 2 ± (9|4c^ • • * <r) 0, io kum man dia W«vte f^, * • |r« eradaiilig 
durek Jfv4.i, ' * s ausgedrückt denken, so dafs "'19«)^ Wirklichkeft 

nur von den utihcsrhränJcten VerÄnderli I cn yr+i, y»4-s. ' • % ?/« abhängt. 
Überdies lassen sich die völlig willkürlichen Cm+i^ • • Cn+v so bestimmen, 
dab d!« KoaffiiiBattB TOn y^, • y.. in dem linünn Teili dü AiudniekM 
(Tß) ilmtlkli Tivndiwuidaii, daTs also die v erstell Glaioliiiiigeii des Systems I 
für n — m beftdien. Auf Gnind desselben Räsonnements wie in Nr. A (da 
nunmehr y^-i-i, ' ' y« unabhängig sind) müssen alsdann anch die » — v 
letzten Gleichungen in (III) (für m = n) stattfinden; es wäre aber alsdann 
gegen dte VttSiisnlnmg >• 0. 

Der Bewds leigt, dab mm Ar die Zehlemreihe 
auch die Kette 

setzen kann, wenn ce, jS, • • ^ irgend eine Permuiation der Zahlen n — 1, 
• - « — V bedeutet Natllilich liefert jede uidere nicht veiidmindende 
Determinante £±(u^Vi' • t,) vten Grades gleichfallg tax» Eette rtm BeUien 

(17 L c. Letztes Theorem.) 

Darmstadt^ den Sl. Angnat 1901. 8. OmKOKUmiaaB. 



Zu 20 (Bd. I, S. 371). Erste Lösung. — M sei ein Punkt des Um- 
kreises des Dreiecks ABC, imd es varhalte sich 8ehne MA : MB = m :n. 
Von M ans seien auf BC imd die Lote MD imd Jf^ gefUtti. Dann 
ist, weil AMBC ein Sehnenviereck ist, '^EAM^DBM'^ mitliin sind 
die beiden rei-htwinkligen Dreiecke EAM uod DSM aiintifth^ und man hat 
MAiME^MBi MJD oder 

Jf A • MD - JTB • ME. 

Da nim Ar Punkt Jlf 

Jfii-X, »-7, MB^x, JfJS-y, 

so genügt Punkt Jlf der Bedingung Ty; folglich gehört der dem 

Dreieck ABO nmbeschriebeoe Kreis mm gemditeii Ort des Ponktei Jf. 
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Konstruiert man ntin den Am-fh irehpnden. d^r Strecke AB in- 
gehörigen Apollonischcn Kreis Ä, und tntft die Hr^-adr rw den Kreis K 
zum zweiten Maie in 3/j , so verhillt sich, woil 3/j auf dem Kreise K liegt^ 

M^Ä : M^B » MÄ : MB -» m : n; 

also f&r Punkt 

X : Y^m .n. 

Sind ferner üfjD, tind M^E^ dio von 3f, auf 7? 0 und CA gvfiülten 
Lote, 80 verhält sich, weil Mi auf der Geraden CM Uegt| 

MgE^iMiDi^MEiMD-MÄiMB'-'mtni 

also gilt für Punkt Jf, aveb 

Pankt Jf| genfigt daher ebenfalls der Bedingung Xx » Yjf. Anüser- 
d«m ergiebt sich WM d«n Torigen Proporfao&ea di« ibnlkldMit d«r Drrieolm 
E^AMi und D^SM^^ also auch die Gleichheit der Winkel J^^wilTj 

und D^TiM^. Die penannten Dreifcko sind iihcr pegonwendig ahnlich; 
daher kann man die Geraden .4 3f, und /'itfj als entsprechende Strahlen 
zweier kongruenten und gegenläufigen projektivischen Strahlen btLschel mit 
den Bflaehelimnkten A und B IwtraohteBf woraus sieh ergiebt, dafo Pniikt 
TIfj auf einer durch A. B, C gehenden gleichseitigsn Hyperbel liegt, deren 
Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt 0 von AB zusammen f!l 11t. und deren 
Asymptoten den Halhienmpslinien der von den entsprechenden Strahlen AC 
und BC gebildeten Winkel parallel sind. ' 

Der «weite Sdimtipunict des Kreises X mit dem ümkxeis von ABC 
sei Jf,, und Cüf, treffe den Kreis K zum sweiten Male in Jf^. Dann 
bild*>n die Ooraden OB, CA, CM^^ CM^ einen harmonischen Büschel, und 
daher genügen auch die Punkte M^ und M^ der Bedingung Xx -= Yp. Sie 
gehören also dem gesuchten Orte an, und cwar liegt M^ auf der vorhin be- 
stimmtm gleiehssitigeii HyperbeL 

Der vollständige Ort für M besteht demnach aus dieser Hyperbel und 
dem dem Dreieck ABC umbesobriehenen Kreise. Zu beachten ist dabei 
jedoch, dafs für diejenigen Punkte der Hyperbel und des Kreises, die außer- 
halb des Winkelraumes BCA nnd sones Seheitelwinkolraumes liegen, die 
Beding\ing Xx =- Tff nur erfilült ist, wenn man von x und y dift absoluten 

Werte nimmt. 

Nimmt man statt des Punktes (J den zweiten Endpunkt C des von C 
ausgehenden ümkreisdurchmessers , so bleiben in Bezug auf Dreieck ABC 
für die Punkte Jf, Jf^, M,, die Strecken X und F unverindert; ebenso 

bleibt, wie man leicht findet, das Verhältnis der Strecken x imd y dasselbe. 
Daraus folgt, dafs der Ort des Punktes M in Bezug auf Dreieck ABC 
derselbe ist wie in Bezug auf Dreieck ABC; femer ergiebt sich noch, dafs 
die Punkte C\ M^ und C, üfj, M^ auf je einer Geraden liegen. 
PMnslan. SnoaMAini. 
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Zm 20 (Bi I, 8. 371). Zweite LUmng. — Soi«at im triangle A^A^A^^ 
^> ^9 les coordonees norniales d'oji point M, r^, r,, les coordoa^ 
tripolaires de c« point, c'ost-a-dire ks distances A^M^ A^^t A^M, — 

Troaver le lieu des points tels qu-^ x^r^ = x^r^. 

BeAchroibi man über als Durchmesser den Kreis, so geht derselbe 
durch die Fiü^makte dw Lote und auf die Seiiaii ii^wi, und ^ul,. 
JCtina ist r. iNi, wo in, die VerfaindimgaliDie jener Fnftpunkte 

iei, aleo sin' Ag = m,' = o;,' + + Ebenso folgt 

fj* sin* «= »Hj* = Xj' -4- aTj' + 2 jCjX, cos Al^o ist die Gleichung des 
gesuchten Ortes x^r^ — nach Quadrierong dieser Belation und Ein- 
setzung von rj* und r^^: 

oder geordnet 

— Vdc^' an* + 2xg*XfX, cos il^ «n* ~ 2«i ain*.^ ooa ji, — 0. 

Die linke Seite zerfallt in stwei Faktoren; die gesuchte Gleichung lautet 
demnach: 

^ V /ünAf , BinA^ ein^,\ /ainA^ siu^, aiD(^ - Ä^)\ _ 

^ ' \ ie, «, "•" 7 * \ 4S, 1^ «, / • 

Der erste Faktor bedeutet, gleich Null gesetzt, den Umkreis des Dreiecks. 
Den zweiten Faktor bringen wir auf die Form: 

(2) ^(«1, «i, 3c^^29fXtnnAi— 2XfSe^wiA^— 2xiX^na(Af— A^) 

und saehen nmicliat den Ifittelpunkt der Kurve f — 0, den wir als den 
Pol der nnendfich femm Geraden Iwelinunen. 

Beteicbnen wir die Hälften der partiellen nach 1, 2, 3) ge- 

nommenen DiiferentialquotieDten Ton f mit üt^j 9^ 80 ist die Folare 
des Punktes x^' : x^' : x^ 

Wird diese Gerade identisch mit dpr unentdlich fcrficn Gerculm: 

x^BmAg-i- x^sänAf\- anA^ — 0, 
M mflaaen die Koeffizienten beider Glei<^iingen proportional sein, d, h. 

Lö^n wir diese 3 Gleichungen nach x{y so ergiebt sich 

(3) Xi'nt^'i^''B»a3iAfitaiA^iO, 

Der Mittelpunkt der Kurve (3) fäUt in die Mitte der Seite A^A^. 
Die Asymptoten von (2) beschreiben wir als die Tom Mittelpunkt w 
die Knrve gehenden Tangenten. Nach einer bekannten Formel lautet die 
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Gleichiuag das TangenteniMaiM, wekshM Ton einem Punkte »^ix^xs^ an 
di« Kam swttittr Ordmnig f(«ti«itfli) g«l«gt ist: 

Setzen wir Mr die Werte aus (3) ein, so erhalten wir mit Bo^- 
sichügung von (2): 

— %^x^msiA^nxiA^q + 2«;tji9Bin^sin^g~ 2«^ai|ain J^ain^<- 0, 

«in* A + sin» vi- 
' Bin*^, — sin'J, 

Die linke Seite dieser Qleiehnng lerfUlt in die beiden Fakfe<ffen: 

fr . . II • A ain^ + sin^i 

[x, gm - o;, Bin ^ + a;, Sin ^ -j^;^^-^ J , 
[x,8mA,-x,MmA,-\-x,n.n A, ^^^^j _^ ^.^ J • 

Wir sehf>n. riaf"? die beiden Oeraden reell sind, fexner, dab sie auf einander 
senkrecht stehen. Es ergiebt sich daraus: 

Dw Kurve iet eine detn Dreieck umbeschri^ene glachseitige Hyperbti. 
Dieselbe geht aueh durch die G^geneohe t<»i A^ in dem Farallelognunm, 
das AfA^ und A^A^ sn anstolisenden Seiten hat 

Nehmen wir, wie es üblich ist, an, daTs die x^, welche auf derselben 
Seite der Geraden .t, = 0 liegen wie das Dreieck, positiv sind, sehen wir 
femer die stets als positiv an, so erhellt, dafs die Bedingung x^r^ ~ s^r, 
nur erfüllt sein kann, falls der Punkt M innerhalb des Winkels ^A^^A^A^ 
odnr seines Seheitelwinkels liegt Ponkte dagegen, welehe in den übrigen 
Feldern sich befinden, können nur die Bedingnng x^ry = — r^x^ erfüllen. 
Streng genommen ist also der gesuchte Ort nur ein Teil der erhaltenen 
Hyperbel und ein Teil des [Tmkreises, 

Annu't kun{fm. a) Trügt maa in den Tunkten A^ und an A^A^ 
und an A^A^ gleiche Winlml an, so sdineidem sieh dia Sehenkel dieser 
Wickd 1 lI dem Umkreise, falls der eine Winkel nach an&en, der andere 
nach dem Inneren des Dreiecks angetragen wurde, dagegen auf der unter- 
suchten Hyperbel, falls beide Winkel nach innen oder nach auTsen angetragen 
werden. 

b) Dia drei ^sidiseitigen, dnnä den HSkensebnitt gebenden ümhyperbeln, 
welehe dnrch die Bedingungen r|S!| = r^d^, r^^» ^t^» * definiert 

werden, idnd Übrigens die bekannten, von Herrn Lemoine als rf,y 
bezeichneten Kegelschnitte. (Vn^l nii<h E. Jabuke: ..Ühcr dreifadt pet- 
spektive Dreiecke in der Dreiecksgeotnärie". Berl. Progr. Ost 1900. Theo- 
rem XXI, S. 25.) 

Berlin. K CwojDZDfSKL 
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Zu 24c (Bd. I, S. 372). Herr W. Fr. Meyer zitiert auf S. 372 des 
L Bandes dieser Beüie det Axebdvs o. a. einra Säti'), welelier dem von m» 
auf S. 176 desselben Bandet über den „Lotpunkt'^ ▼ertffBUäieliteiii als Speziai* 
fall umfafst. Indem wir nun in d^m^t^lhen Sinne vorgehen, wie bei der 
Aufstellung und dt^r ersten Verallgeuieiaertug *) des Lotpunktes, d. h. jetzt 
nach einem noch allgemeineren Punkte trachten, welcher u. a. auch den 
Ton Horn Mejer mitgeteilten nmikbt, to gelangen wir sm einer Reihe 
TOn S&tzen, welche denen über den Lotpunkt analog sind, und einige inter- 
essante Eigenschaften des Vierseits in Bezug auf einen Kegelschnitt liefern. 

1, Entstehung des Punktes. Seien die Ecken eines Dreiecks 
t«f — 0 1, t, 9 die Fnndimentalpunkte eines teinetrischen Sjstems, eine 
Gerade G habe die rechtwinkligeil Eoardinaten («f/: tig'), und es sei der 
Eegolsehnitfc gegeben: 

Stit^eu wir der Kurze wegen: 

80 können wir den Fol von & und diigenigen der Dnieeksseitan so 

schreiben: 

P=riiii+riU.+/i««s-0, P|=«^iii|+a,|«i|+«^ii«s-0 

Die mit G in Bezug auf K konjugierten Geraden, welche durch die 
Ecken des Fundamentaldreiecks gehen (d. h. die Yerbindnngsgetaden dieser 

£cken mit dem Pol P von (r), sind: 

y,s(0:-/i:/i), F, = (/i:0:-/i), F, = : 0). 

Die Oleichnngen dar Sdudttponkle dieser Gnaden »dt Q sind iSsmar: 

fl^ ^ + (ujY, -h ujYj) «1 — «iVs • »2 — «lYs ' 0, 

- tijYi • «1 — «»Yj • «1 + («i'/i + «lYi) • M, = 0. 

Die Gleichung 7' ; 5,- + A.m^ = 0 stellt /unäehst einen Punkt auf der 
Terbindongsgeradeu von 5,- = 0 mit der Ecke ^ 0 dar. Mau findet aber 
durch Einsetzung der Werte aus den S^^ S^^ in Tj, dafs die Verbindungs- 
geiade ^ireier Fankta, atwa T^T^, stete die Seite % — 0 in dem Sehnitt- 
pnnkte mit G trifft. Wir sehen also: 

Die Gieichitng 

stellt die Ecken eines Dreiecks dar, welches zusammen mit dem Funda« 
mentaldreieck den Pol von G (den Punkt P) zum PerspektivitAtszentrum 
and G zur PerspektiviUltfiachse hat 



1) Der Sak Hteht in Theorem Yl dieser Netis. 
8) (8) 1, 176, Theorem VI. 
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Die drei durrh 1\ ^rpzo^pnen, in Bezug auf K mit den entsprechenden 
Seiten des Fundftmüataidreiecks koojagierten Geraden (d. k die VerbindoBgen 
T^P^ sind dann 

Da weiterbin eine YarweeliMliHig «uagMoliIoneii kt, aohnibtiL wir, wie 
jetst eben, statt u. nur tf,.. 

Bilden wir aus den Klammerausdrücken eine Determinante und addieren 
die vertikal unter einander stehenden QUeder, so ergiebt sich sofolge dw 
Bedeatmig dmr ff stets der Wert NnlL IBthin ist Mdh die so geUldete 
Deteraunante Null. Es folgt daraus: 

Theorem I. Hat ein Dre'ud; mit eimm grrfehenm Dreieck eine gegchene 
Gerade zur Perspcktivüäisadise und den Pol dus<r Giraäm m Bemg auf einen 
gegebenen Kegelschnitt zum Perspektivüäiszenirum, schneiden sich dte drei 
VertnndungsgeradeH der Ecken dieses Dreieeki mit den Polen der entsprechendem 
Seitm de$ ge^ifmm Lrekeka i» ^aum P^müBte. 

Um spätere SÜse kOner fiMsen m kOunen, woQen wir dieeen Paukt 
^^-Punkt emet Prsieefo Im Btmit§ mf eim Gerade md timm Seg d kktt Ut * 
nennen. ^) 

Denken wir uns die als senkrechte Pimktkoordiuaten, so hat die 
ganae Bedinung den folgenden dnelen Sinn: 

l%eorem II. Bai ein Drdede mU einem gegebenen Drdedk änm ge- 
gebenen Punkt tum Perspektivitäisgenirtm and die Polare diese» Rmktes he- 

zügUch fmcf getjcbenen Kegelsdmittes rttr PtTspektivit('itsaeh.<:e, so Jii fjm die drd 
Schnütpunktc der Seiten dieses Dreiecks mit dm l'oiarm der entsprechenden 
£cken des g^ebenen Dreiecks in einer Geraden. (Die Gerade heifse //-Gerade.) 

Da zwei Perspektive Dreiecke stets eine Achse haben, so können beide 
Theoreme so gefhürt werden: 

J^earm III. Hat ein Dreieißt mit einem gsgebenen Dreiei^ eine Gerade 
mur FertpM/itätsaclise ttnd den Fol dieeer Genien bezUglidt eines Keffd- 
Schnittes ztun Perspckfivilähzcnfnmf eo iet » en dem Poiardreieek de» ge* 
gebenen Dreiecks audi pcrspdUiv. 

2. Hpczialfäüe. Wird in Theorem I. A = 0 gedacht, oder geometrisch: 
fililt das veränderliche Dreieck mit der Geraden G zusammen, so daii$ seine 
Ecken dennoch auf den Yerbittdiuigsgereden der Edten des gegebenen Drriecks 
mit dem Pol von G (P) TerUeiben, so ergiebt eich das von Henm Mejer 
ätierie 



1) Da l variabel, ho ivt auch der Ii-Punkt nnendUcb vieldeutig. 
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The ore m IV. Gegeben in einer Ebene ein Dreieck mit dm Ecken 
umd den Seit^ a^, firwr ein Klassrnktfichdinitt K und mir Gerade ff. 
Mctn lege durch die Grrndt , dir hezüglivh K m g konjugiert ist und 
durch deren ^chniti mit g wiederum die Gerade, die beeüglich K su a^ kon- 

Ans mieoran II wird fBr jl 0 das 17. dnsl« 

Theorem V. Gegeben in der Ebene itt dn Dreieds mä dm Seiten a, und 

den Ecken Äi, ferner ein (Ordnungs^KcgdedkniU K md «m Fmikt p. Man 
suche auf a. t/ttj Ihmkt. der bezüglich K su p konjugiert i>/, und auf der 
Verbindung des Punktes md p u irdfrum dtn Punkt, der JSU Ag kotyu^i&t ift, 
dann liegm die drei letzteren in einer Geradm. 

Für ~ 0 geht das verändorliche Dreieck in das gegebene über. Aas 

Theorem I wird dann der bekannte Satz: ,,/f;rfi in Bezug anf einen Kegel- 
schnitt konjugierte Dreicel e sind perspektiv" . Tlieorem IT geht in das duale über. 

Denken wir unä den Kegekchnitt alä einen Kreis mit dem Mittelpunkt 
im Iind]iclie& und emem unbegranzt wachsenden Badins, so gehen ^e er- 
iriUmten Theoreme in ,^tpunkt'^- Theoreme über: Theorem I geht über in 
Theorem VI unserer Notiz iu (3) 1, 175 u. f., Theorem IV in Theorem I. 
Di© dualen Theoreme ergeben keine nützlichen Resultate. 

3, Der „L Punkt-Kegelschnitt". Wenn das gegebene Dreieck, 
die Gerade und der Kegbkchuitt feststehen, k dagegen veiündert wird, so 
terftndeit sidi aneh das Perspektive Üreieok, aber so, dafe es Gr als Per- 
spektivititeaehae und P als P-Zentrum nodt dem gegebenen Dreieck beibehlli. 
Wir wollen nun den Ort das Ir-PonkteB nnteisaehen, &U8 diese Vexttndenmg 
Torgenom m f> n w ird. 

Die Koordinaten der drei den X-i'unkt erzeugenden Geraden sind in 
Nr. I notiert Miütiplisieran wir diese Koordinaten mit und addisEen 
horixontal, so ergeben sich die Gleichiingen dieser Geraden in Fttehen- 
hoordinaten des Punktes. 

Die Elimination von X ans den iwei ersten dieser Gleichungen ergiebt 

Dies ist der Ori der />- Punkte eines Dreiecks J ■ = 0 in Bezug auf eine 
Gtirade Xa^x^ — O imd erneu Kegelschnitt A r=r 2Ja, jMj • = Ü iu trime- 

trischen Koordinat«! des Punktes jE|, welche mit den senkrsehten durch 
die BelatioQ 

alTi 3?» ^% 

*j" • Af> • — _ * • - *- • S- 

^» • ^ • »1 • Ä, • 

verbunden sind. ("Flächenkoordinaten des Punktes.) 

Die vorstehende Gleichung wird betriedigt, falls man die Koordinaten 
des Poles P für also : % : °* /t * /> * /s ^^^i ^ entsteht nftmüch 
die Identität 

(«1«/'« — "l»/*«) (^1 f l + «iA 4- "l /"«) _ «11 /t 

Ml - «ti/i) («1 A + «lA + Vi) «ii/t- «m/» ' 
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Dasselbe findet man, falls man die Xf in OL (2) durch Koordinaten der 
Pole Pf (•■ — 1, *, «) ersetet, z. B. : x, : = a^j : Ojj : a^y Auch in 
diesen Fftllen verschwindet 61. (2) identisch. Dab scUiefslich auf dem 
Orte (2) aaeh das PerapelüTititneiitnim dee gegebenen Dreieekt und teaam 
Polardreiecks liegt, ergiebt sich aas der Thateaalie, data dieeer Ftankt 
X>Pimkt (mit l/i — O) ist Wir haben somit 

Tfieorem VI. Der Ort der L-Punkte eines DroiccJcs in Besu^ auf eine 
Gerade ^md einen Kegelschnitt ist der Kegelschnitt durch die Pole der Seitm 
und dm Pol der Geraden m Bttug auf dm Kegelschnitt souHe durch das 
^npdBlioilät8t€Minm det Dreiedka und 9 6k m P6kiiräirek6k8.^) 

4* Der X-Punkt-£egelschnitt eines Vierseits in Bezug aut 
einen Kegelseliniit Ein Yiereeit kenn auf 4-fadie Art to gedaeht werden, 

dafe es in ein Dreieck und eine Gerade verfällt. Wenn nun ein Kegelschnitt 
gegeben ist, so gehört zu jedem der 4 Dreiecke La Bezug auf die übrig 
b]eil>ende Gerade und den Kegelschnitt auch ein Punkt-Kegelschnitt Wir 
fragen nach der Lage der 4 ZrPunkt-Kegelschnitte zu einander. 

Fassen wir etwa die Oeraden «| » 0, =» 0 und ^ «■ 0 ra einem 
Drneek snuanmen, so wird der fragliche X-Punkt-Orfc bes. — 0 und den 
gegebenen Kegelschnitt (zufolge Theorem VI) durch die 4 Pole und das 
Perspektivitatszentrum des Dreiecks und seines Polardreiecks gehen. 

Dieses PerspektiTitätszentrum hat aber, wie eine kurze Eechnung zeigt, 
die Koordinaten 

8etseii wir diese Werte in (2) ein, so erhalten wir die Identitftt^ 

Da dieses Pezspektivitttszratnun auch auf dem Orte (2) liegt, so ist 

der neue 2/-Punkt-0rt identisch mit dem alten (2); denn ein Kegelschnitt 
ist durch 5 Punkte eindeutig bestimmt. Dasselbe läfst sich auch fBr die 
übrigen Dreiecke des Virr^cites zeigen. Wir habeu also 

Theorem VII. Die 4 Jh-eieeke eines voJJsiändigeti Vierseits besitzen nu$' 
emen L-Punkt-KcgeUdtniit in Bezug auf etncn gegebenen Kegclsehnitt. 

Dieser merkwürdige Kegelschnitt ist somit ein 4-faehtr Ort von L- 
Punkt^u. Als Spezialfall dieses Satzes erseheint dann J;ifi folgende Tlieorc-m : 

Theorem VIII. Die 4 Pole der Seitefi eines Vi^^seiis in ße£ug auf 
einm KegdK^mtt, die 4 Fer^^MimtatttMira der 4 Dreiecke umd ihrer 
Polardr decke ^ sowie die 4 vm Herrn Mejftr mifyettdUm AMJUe Utfen amf 
eimem MegeleehniiL 

Berlin, den 12. August 1901. K. QwwmunxL 



1) Natürlich liegt auf diesem Orte auch der von Herrn Uejer aufgestellte 
Pmüct; denn er ist auch Z-Pnnkt und «war mit 

2) In den Nennern der Gl. (2) int eH praktischer, Btatt%K a,, u, 4- - 
*h»*^ft gleicheu Wert in der form ^ OmWi/i A ~ 'Ha ^S/t setzen. 
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2.^PTeisaiifgabeii. 

MaltoMatlKiie «ii4 pkjtikalbche Prei^^frasron der POntiieh JftftlottowtklMkra 

Gegellsehaft. 

1. Für das Jahr 1901. — Dir Theorie der quadraUschm D^ermtiair 
formen in einem wiesentlicfim I'uukd' zu rfrroUkommnen, 

Die Theorie der quadratiächen Difiereotialformen, welche von Kiemann 
angebahnt und namenUicb Yon Christoffel und Lipscbitz weitergefilhrt 
wordon. ist, bat dnrcSi neuere Untenachimgen in der Geometrie, der Dynamik 
md der Theorie der Transformationsgruppen eine erhebl'n he Bedeutung ge- 
won?i'>n. und jeder Fortschrift in jf^nc-r Theorie würdf auch hior t>ineü Ge- 
winn bedeuten. Indem die (lesellschaft wünscht, dals die Theorie der qua- 
dratischen Ditierenliai tonnen in einem wesentlichen i'uxiktc vervollständigt 
werde, lenkt rie die Anfitterknmkeit der Bewerber beionders auf die dureb 
Lies Fcncbnngen angeregte Frage nach der Natur und den Eigemebaften 
der Formen, welelie kontinuierliche Gruppen von Transformationen gestatten. 
Für den Bpezialfall « = 3 hat neuerdings Hianchi') wertvolle lieiträge 
geliefert; es ist za hoffen, dais die Darstellung der Kriterien för die Zu- 
gehörigkeit einer gegebenen Form su einem bestimmten Typus in invarianter 
Font geUugen, und dab das Studium der in den betreffenden Bixuaen 
bemdtenden Geometrien sieb als lobnend erweisen wMde. PMis 1000 Mark. 

2. Für das Jabr 190S. — Bafo die von C. Nenmann seit 1870 
angewandte Methode des arithmetischen Mittels einen sehr hohen Grad von 
Allgemeinheit besitze, dafür sprechen sowohl die mannigfaltigen Arbeiten 
Neumanns (Abb. der iC S. Ges. der VViss. XIII, S. 707), wie auch die 
tifl%ehMiden Betrachtungen Poincaräs (Acta math. XX, p. 59). Gleicb- 
aeitig aber gebt aus der Gesamtheit dieser üntersnehnngeii hervor, dab 
noch manche schwierige Punkte der weiteren Aufklärung bedtirflig sind. Bs 
erscheint daher T^nclin.;. wenigsten» die erforderlichen Vorarbeiten zu unter- 
nehmen, um Von (1- n eigentlichen (irundzfigen dieses Gebietes eine völlig 
klare Vorstellung zu gowinuen, und namentlich die genannte Poiucareäcbe 
Abhandlung in ihrer ganaen Tragweite zu Terwerten, vielleicht deren Re- 
sultate weiter zu verallgemeinern. Yor allem aber entsteht die Aufgabe, 
den PoT n '-aresehen Darlegungen eine grijfserc Kinfachheit und Durchsichtig- 
keit, und womöglich auch einen höheren Grad von Strenge zu verleihen. 

Ohne unter den hier angedeuteten Richtungen eine vor der andern be- 
soaden bevorzugen su wollen, spricht die GeseUscbaft den Wunsch aus, 
dafa die in der Äbitan^Bung ton Poincard „£a m^Oiode de Neumann et 
le probiUme de Diriehlet** 1896, emthaUeneH UntenuchuHgm nach irgend 
weUker Seite hin wetenüitk verveUkmmnei werden mödden. Kreis 1000 Mark. 

3. Für das' Jahr 1903. — Die wichtige Entdeckung der licbtelektrisfdien 

Strome durch Edmond Becquerel ist durch neuere Unter-Buchungen unserem 
Verständnis zwar näher gerRckt., aber die experimentellen Ergebnisse wider- 
sprechen sich zum Teil derart, dafs selbst über die Abhängigkeit der elektro- 
motorisdien Kiifbe von der lichtstlrke nichts genügend Sicheres feststeht 



1) Ifemoxie della Societä Ifceliaaa delie Scienie, 8er. III» T. XI, 1897. 
AtMr ««r lUtlMnDiktlk vaA VhfUk. ÜLBtilM, IL 16 
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Es ist dabei zu berücksichtigen, dafs die verschiedenen Farben bisweilen 
entgegengesetzte Wirkungen hervorbringen und dafs bei den von Becquerel 
bennteton dOimeii Sdiioliteii lu^ndi «i vargohiedwiwi fl1iflll«ii daktni- 
motorische Kräfte auftreten kOiuiea. Die Abhingigkeit diMer elekkro- 

motorisc'lieii Kräfte von der Farbe und die Bedingungen, unter denen die 
lichlflektrischtu Htröme überhaupt möglich sind, ihr Zuj^ammenhang mit der 
Photographie und mit den neuerdings von Hertz und Hallwachs ge- 
fimdenen liehtelektrudieii Wirfacmgen Uefcen flir experimentelle Untenocbimgen 
ein weites Feld. 

Die Qesellsoliaft stellt daher die Aufgabe: 

Es sollen eingehende und einwandfreie experimmtrlh Untersuchungen 
angesküt werden^ die einm wesenüidten Beitrag zur Feststälung der Geedee 
äer UaOelekbrUdum SIrßme Uefem, Frei« 1000 Mark. 



Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriiten sind, wo nicht die 
Geseilsekeft im beiKHiderai lUle nn^rfiddich den Gebnnch eoner aadeni 
Bpnohe gestattet, in dentecher, lateinischdr oder firancflnsoher Bpracbe m. 

verfassen, müssen einseitig geschrieben und paginiert, femer mit einem Motto 
versehen und von einem versiegelten Umschlage begleitet sein, welcher auf 
der Aniäenseite das Motto der Arbeit trägt, inwendig den Namen und 
Wohnort des yerfiuien augiebt. Jede Bewerbungsschrift mnb auf dem 
Titelblatlo die Angabe einer Adresse enthalten, an welche die Arbeit für 
den Fall, dafs sie nicht preiswürdig befunden wird, zurückzusenden ist. Die 
Zeit <ler EinsondunL' » ndet mit dem 30. November dos angegebenen Jahres, 
und die Zusendung ist an den derz. Sekretär der Gesellächait ^für das 
Jabr 1901 Geheimer Hofrat Profeesor Dr. Justas Hermann Lipsiua, 
Leipzig, Weetstrafse 89, Erdgetehob) zu richten. Die Resultate der Prüfung 
der pingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zf^itimc» im Milrx 
oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. Die gekrönten Be- 
werbangsecbriften werden Eigentnm der GeseUachafL 



Prix Breiea* 

L'Aoadfaiie rappelle qu'a partir dn l*' Janvier 1899 il «ei ouTort vn 
Conoours, auquel seront adnua lee SavemiB et let Inveideien de toitte» le» 

natbrns. 

Oe concours uura \)cmr but de recompeuser le Savant ou l lnvcnteur, 
il (^uel4ue uatiuü qu il appartienne, lequel, durant la periode quadhennale 
de 1897 — 1900, „au jugement de l'Acad&nie dee Sciences de Turin, aura 

fait la decouverte la plus eclatante et la pluB utile, ou qui aura produit 

l'ouvrage le plus celebre cii fait de sciences physicjues et eiperimeii*a1eSj 
hiatoire natm-elle, mathematiques pures et appliquees, chinde, physioiogie 
et pathologie, saus exclure la geologie, l'hiätoire, la geographie et la stati- 
ttiqne". 

Ca Ooneours sera doe lo 31 Decembre 1902. 

La sommc fix^e pour prix, la taxe de l'imposition mobili<^ d^uite, 
sera de 96UÜ ^neuf mille bul cents) IraacB. 
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Qui a rint«Qtion d« se pr4spiit«r a ce Oonroiirs devra le di^clarer, dans 
le terme ci-dessos indiqnt^ par ime lettre adressee au President de l'Aca^ 
d&ttie, et truumettre l'oaTrage par lequeü il oonoonri Oet oarrage d«via 
Itre imprim^; on M tiendra aucun compta des wanmeriti, Lea onvrages 
qni n'obtdendront pu le piiz d<mt ü s'agit, ne seront pM reudiis mx oo«- 
CurrenU. 

Aucun des Membres associes nationaox, residants on non residants, de 
l'Acad&nie de Tnrin ne poum oliteiiir oe i»ix. 

liAtaiimkt domne le prix ä celui da sttoaMb qi^dle m iug$ le gXvs 
äigne, Um g^ü ne te aoU pae ^iswU au Coneomrs, 



FrettfrefeB der Pariser AluMleaiie der WiseenaeluirteB. 

1. Grand prix des sciences mathematiques (poQr 1902). — 
Perfectionner, en un point important^ l'application de la tb^orie des groapes 
eontinos a l'etude des ^quations aux derivees partielles. 

Lee M^moaree meaiucrite deskinli an eoneonn seront re^ us wa Seor^- 
tami de l'Institot jnsqu'an premier ootobre 1902; Iis seront accompagajs 
d'un ranhete renferraant lo nom et l'adr('>se de rauteur. Ce pü ne sera 
OQveri que si 1p Memoire auquel il appartient est couronne. 

? Prix Bnrdin (ponr 1902^ - 'D^vplopper et perfr-ctionner la 
theone des surfaoes applicables sur le parabolotde de revolution. — Le pnx 
est de tnris miUe franct. 

BiBseadimg wie unter 1. 

9. Prix Bamoisean (pour 1902). — Compl^r la thfoiie de 8ar 

tarne donnee par Le Verrier, en faisant connaitre les formales rectifieatiTes 
etablissant l'accord entre les obsenrations et la throne. — Le pnx sera de 
quinze cents francs. 

Les Memoires seront re9us au Secxetariat de l'Institut jusqu'au 
1« juB 1902. 



KSi%llflii Prevftlsehe Ikaisaie der Wlssensshaflea. 

Preis der Steinersellen Stiftung (für 1905). ~- „Bs soll irgend 
eis Iwdeutendes, auf die Lehre von den knnnmen Flächen sich beziehendes} 

bis jetzt noch nicht gelöstes Problem möglichst mit Berücksichtigung der 
von J. Steiner aufgestellten Methoden und Prinzipien voiktändig gelöst 
werden. 

Bs wird gefordert, dafli rar Bestätigung dar Biehti|^eit und Voll- 
stftndigkßit der Lösung ausreichende analytische Erlftnterungen den geo- 
metrischen Untersuchungen beigegeben werden. 

Ohne die Wahl des Themas ein.^chrilnken zu wollen, Asilnscht die 
Akademie bei dieser Gelegenheit diu Aufmerksaiukeii dar Geometer auf die 
qMsiellen Auljgaben za richten, auf weldie J. Steiner in der aUgemeinen 
Anmerkung am Schlüsse seiner zweiten Abhandlung über Maximum und 
Minimum bei den Figuren in der £beoe| auf der KugelflAche und im Baume 
überhaupt hingewiesen hat'' 

16« 
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Preis 4000 Mark; Accessii 2000 Mark. Die Bewerbungsschrifien, mit 
einem Spmchwori bezeioliiitt vad von «inmii diu Kamfn dM YarfiUMen «nfe- 
haltenden Teniegelten Bri^nmBishlag, der dae gleiehe Spraoliwort irftgt, be- 
gleitet, sind bis zum 31. Dezember 1904 im Bureau der Altademie, 
Berlin N.W. 7, Universitatsstrafsp 8, einzuliefern. Die Verkündigung des 
Urteils erfolgt in der L ei bniz- Sitzung des Jahres 1905. 



8, Asfktt^n und AntwoirfanL 

Zu 1 (Bd. 1, S. 208). Über daa Cylindroid (Plückersche Conoid) 
and mir folgende Stellen bekannt: 

8nngro Attt B. Aoc. KapoU 1 (1819) 83; 97. — FUuti Atti R 
Acc. Napoü 4 (1839) 1 — Ball Bep Br Ass. 41 (1871) 8. — Ball 
Trans. R. Ir. Ac. 25 (1872) 157. — Ball Phil. Trans lß4 (1874) 15. 

— Ball The theory of screws Dublin 1876. — Ball Math. Ann. 9 
(1876) Ml. — Gambey Noüt. Ann. de Math. (2) 15 (1876) 508. — 
Göbel Die wichtigsten Probleme der neueren Statik. DiM. Zürich 1877. 

— Niish aiid Morel Edtic Times 30 fl878) 96. — Lewis Mess. of 
Math. (2) i> (1880) 1. Göh*'! Zeitschr. f. Math, u Phys 25 (1880) 
281. — Ball Kep. Br. Ass. 51 (1881) 647. — Fiedler Die darstellende 
Geometrie in organiBcker Verbindiing mit der Geometrie der Lage II, 
Leipzig (1885). — Peschka Darstellende und projektivische (Jeometrie, 
Wien 1884. — De la Gourncrie Trait*' de freomctric descriptive, Paris 
1885. - Picquet Bull. Soe. Math. 14 (1886) 68. — Ball Trans. R. Ir. 
Ac. 29 (1887) 1. — Roberts and Sircom Educ. Times 46 (1887) 32. 

— Wiener Lehrbneh der darstellaiden Geometrie Leipcig 1887. — 
Mannheim Comptes Rpndus 106 (1888) 120. — Un Ahn r ' Nouv Ann. 
de Math. (3) 7 (1888) 295 — Ball Trans R. Ir. Ac. (1889) 217. 

— Lindemann- Clebsch Vorlesungen über Geometrie II, Leipzig 1891, 
p. 62; 354. — JaroHmek Casopis 20 (1892) 1. — Demonlin BuU. 
Soc Math. 20 (1893) 43. — Michel Ass. fnau;. 22 (1898) D 184. — 
Demoulin Bull. So.-. Math. 21 (1893) 8 Mannheim A^s fr 2:i 
(1894) 11 207. — Mannheim C R. 119 (1894) 394. — Appoll Revue 
de Math. spec. 5 (1895) 129. — Koubaudi Revue de Math. spec. 5 (1895) 
181. — Tsnnita Mess. of Math. (2) 24 (1895) 20. — Ball Edua Time« 
67 (1897) 60. — Janisch Wiener Monatsh. 8 (1897) 278. — Cardi- 
naal Jahrtsh Deutsch. Math. Ver. 7 (1899) 61. ^ Ball The theovy of 
sorews London 1900. 

Stuttgart. E. Wölfkino. 

Voffstdiende Angaben werden duroh die folgenden Notiaen oginit: 

W. R. Hamilton. First Supplement to an eesay od the theovy of 

Systems of rays. Tran». Roy. Ir. Ac. 16 (1830) 4 «2 (Von R. St Ball 
als die erste Arbeit angesehen, wo das Cylindroid auftritt; vergl, Theory 
of screws p. 510, 1900 Riphc nhpr ohen Sanpro, 1819) — J. Pliicker. 
On a utjw geometry ol" Space. Lond. Phil. Trans. 155 (1865) 756. — 
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J. Plttcker Neue Geometrie des Raumes gegründet auf die Betrachtung 
der geraden Linie als Rüum.-leinent. S. 05—99 (1868). - R. St. iiall. 
DescriptioD of a model of a conoidal cubic surface called the „cylindroid" 
which is preflented ui the theory oi the geometrical freeüom ot a frigid 
hoAj, Fhiloa. liag. (4) 12 (1871) 181. — A. Caylej g»b der F leb« 
naeh einer Angabe von Ball 1871 den Nsmen „CyUndroid^ und teilte eine 
Konstruktion mit. (Theory of screws, p. 20.) — Sir Howard Grubb 
verfertigt« das bei Ball abgebildete Modell (Ibid. p. 151). — G. Ra*^t a- 
^^lini Sülle Serie di sist«mi di fonse. Napoli Read. 8 (18ö9). Giorn. di 
MaL lÜ (1872). — F. Linde mann. Über unendlich kleine Bewegungen 
und ttber Kndftsysteme bei aUgemeiner proj<»ktivi8ehMr Haftbestimmnng. 
Math. Ann. 7 (1873) 56 — 143. — W. Fiedler. Geometrie und Geo- 
nieL-hanik. Vierteljalirs.schrlft Zürich 21 (1876) 186 228. — T. Ritters- 
haus. Die kinematische Kette, ihre Bewegliehkt'it und Zwanglüufigkt^it. 
Civiling. 22 (1877). — W. K. Cliftord. Elements of dynamic: an intro- 
doctloii to tlw study of motioa and rest in solid and fluid bodies. Vol. I. 
London 1878. Audi andere Sehriften Gliffords diLrften in Betracht 
kommen. — W, Scbell. Theorie der Bewegung und der Kräfte. Bd. II. 
Kap. X. Virtueller Coefficient und Gylindroid. Roziprokale Axensysteme. 
S. 211 — 236 (1880). — D. Padelletti. Su un calcoio neila teoria delle 
dinami analogo da qnello dei quatenuoni. Bend. Acc. Napoli 21 (1882) 
III — 119. — H. Cox. On the application of qnaternions and Grassmann's 
.^.usdehnungslehre to different kinds of uniform sj)a< o, Cambr. Philos. 
Trans. 13 (1882) 69^143. — R. f5. Heath. On the dynamics of a 
ngid body in eUiptic spaee. Phil. Trans. 1884, II, '2^1 -321. — 
A. BachheinL A memoir on biqoatemions. American J. ol Math. 7 
(1885) S98— 836. — 6. M. Minchin. A tmtise on statics with ap- 
plications to physios. VoL II. Third edition. Oxford (1886). — 
H. Gravelios. Theoretische Mechanik starrer Systeme Auf Grund der 
Mf^thoden imd Arbeiten und mit einem Vorworte von Sir Robert S Ball. 
Berlin (1889). — N. Santschewsky. Theorie der Schrauben und ihre 
Anwendungen in der Mechanik. Odessa Ges. Benkscbr. 9 (Bnssiscb, 1889) 
l^XX, 1—131. — E. Budde. . Allgemeine Ifechanlk der Punkte und 
staner Systeme. Bd. II. S. 598 ff. Berlin (1891). — A. Mannbeim. 
Prineipes et developpements de pf^nnietrie einematique Seconde partim, 
p 258 — 269. Point.«!, droite.^ et plan.s particnlier>. Cono^de de Plücüer. 
Etüde speciale du conolde de Plücker. Paris ^1894). — C. J. Joly. The 
theory of linear Teetor fhoetions. Trans. B. 8. Dublin SO (1894) 597—647. 
— G. Koenigs. Le^ons de oin^atiqne. Note IX. Sur le cylindroYde, 
p. 458 — 463 (1897). — C, J. Joly. Bishop Law's prize examination in 
the ünivprsity of Dublin, Michaelmas, 1898. — P. Appell. Propriiti 
caract«ristique du cylindro^de. Bull. Öoc. Math. Fr. 28 (1900) 261 — 265. — 
K. Bricard. Sur une propriete du cylindroYde. Boll. Soc. Math. Fr. 29 
(1901) 18—21. — A. Demoulin. Sur le ejlindrolde et sur la fh^oxio 
des ftisceanx de complexes ün^aaies. Bull Soe. Math. Fr. 29 (1901) 39—60. 
Berlin. E. Lampb. 



980 TMioiMU» WttdlniiBMi. 

4 8|ine]iBul für dl» Xncjklopidie der Mat1ieiiiatiMh«ii WiBa«iisobaftiii. 

Unter Mmut Babtlk triinint die Bedaktton ihr wo» dam IiMetkrriie nigeheBde 
TerbewNnnigtvonchl&ge and Ergänzungen (auch in litterarischer Hinsicht) zu den 
erschienenen Heft«' n der Kncyklop&die auf. Die Bcdaktion hofft n't'lfach geänfserten 
Wünschen zo entsprechen, wenn derartige Yerbesserangen an dieser Stelle eisen 
Sftminelpnnkt finden. 

Es wird gt'beU'ii. dii sht zfi^liche Einsendunj^en nn dan R^daktioDsmitglied 
Prof. Dr. W. F. Meyer in Königsbecg i. Pr., Mitteltragbeim 61, richten zu wollen. 

Zn TAI: Grundlagen der Arithmetik. 

1. S. 26, Anm. 26). Die genaueren Litteratum ach weise sind; Tl. Ger lach, 
Zeitschr, t math. nat Unterr. 13 (1882), S. 423; F. Wöpcke, Joum. f. 
IbtiL 4« (1851), 8. 89; Km. Schiiltse, Areh. f. Math. (3) 8 (1886), 
8. 309; 0. Bisenatein, Joinii. f. HaUi. 28 (1844), S. 49. 

Kflnigsbezg i Pr. W. Fb. Mam. 

Zu I A S: Kombinatorilr. 

1. 8. 99, Nr. 3, Z. 9. Hinter f»l iat einsoschaltai: („n-Filnilttl^^ t. dk 

Verallgemeinerung in Nr. 13, S. 35). 
1.8.80, Nr. 3. Am Pchlu.sse ist der Sat:' >nnzu/uff!L'cn: Jede Permutatioil 
IftTst sich durch eine Keihenfoige von TraiiäpoäiLioQen erzeugen, s. I A 6, 
Kr. 7. 

L a S4, Arno. 36). Am SohlvsBe ist Imi J. de Vries die Seitensahl 338 

hinzuzufügen. 
I. S. 35, Z. 1. n ist durch q zu ersetzen. 
Ebenda Z. 2 hinter „arithmetifiches Dreieck" ist einzuschalten: (Pascal* 
sohes Dreieoik). 

1.8.41, Anm. 80) Schlaft. Es ist noch die kürzlich erschienene Arlwit m 

zitierrn: K, J Nanson, Journ. f. Math. ^22 (1900). S. 179. 
I. S 44, Nr. 31. Bezüglich der Kettenbruch-Determinanten s. auch I A 3, 
Nr. 46, Ö. 123. 

I* 8. 46, Nr. 36. Von Pascals ,,I)eteniu]iaikten'* ist kflncUcli eue dentsehe 
Ausgabe von H. Leitamann erschienen, Leipzig 1900. 
Den Monographien ist noch das historische Werk hinzuzufUgtn: Th. Muir, 
The theory of düteriuiiiants in the historical order of its development. 
Part I. London 1890. 

Königsberg i. Vt. ^ W. Fk. Msm. 

Zn 1 A 8: IrrationaliahleB nnd Koavergena 
unendlicher Proaease. 

L 8. 48. Ldirbfloher. Die «^Analyse algebrique" Ten Gaueliy ist kttnlich 

als Band (2) 3 seiner „Oeuvres" ueu herausgegeben. 
I. S. 52, Z 2. Statt .,17. Jahrhuuderts" ist „18. Jahrhunderts" zu lesen. 
I. S. 58, Anm. 42, Schlafs. Statt „T A 2, Nr. ist „I A 4, Nr. 3" zu lesen. 
I. S. 68, Nr. 14. Zur Lehre vom „eigentlich Unendlichen" vgl. I A 5, Nr. 4. 
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Yenuischte Mittcüimgen. 231 

L S. 73, AnnL 128. Oa» „Resume des le9on8 . . von Cauchy iai ktlit- 
lich in B&nd (2) 4 seiner „Oeuvres^' neu he9»usgej;rebßn. 

I. S. 74, Kr. 18. Über die Formen i * * ia der Funktioueiüehre s. 
HAI, Nr. 13. 

1. 8. 74, Aiun. 199). Bei ^Wiilf** ist die Jahresiahl 1897 iiaiclinilrag«ii. 
1. 8. 78, Anm. 151). Di« angefahrte üngleiehnng ist ta ersetzen durah; 

1, 1 , ,l.l,o' — a . 

L S 89, Anm. 194). Den E i m a k o ff sehen Beweis Terteidigt D. K. 8i]itso w, 

Moskau Math Samml 20 (1899), S. 616. 
I. S. 98. Über die Anordnung einer Doppelreihe in eine einfache und ihre 

Anwendung auf die Mengenlehre vgL I A 5, Nr. 2, Anm. 10). 
I. 8. 103 f Formel (47). Es ist durah ni ersetzen, sowie f*''-* 

durch f^*''-^\ 

I. S. 103, Anm. 269). Die genaueren Zitate sind: I £, Nr. 11, II A 8, 

Nr. 12, 18. 

I. B. 103, Anm. S72). Über die Stirlingsche Fomel in engerem Sinne 
IE, Nr. 12, über die Stirlingsche F<»mel in weünvm Sinne (8. 104) 
▼gL U A 3, Nr. 18, Anm. 272). 

m 

LB. 104, Z. 3. 4. Über das Auftrstsn des Litsgrals fg-'^dx in der 

e 

W&hnaheinlichkeitsrechnimg s. I D 1, Nr. 10, 12—^14; I D 2, Kr. 4; 
ID 4a, Nr. 2; I D 4b, Nr '^ 

L S. 106, Anm. 281). Das genauere Zitat ist: II A 1, Nr. 16, 17. 

LS. 110, Anm. 296). Statt „J. de Math. 4, 12*' ist xu setzen: „J. de 
Math. (3) 2**. Die umftssende Preisarbeit von Borel fiber die Summier» 
barkeit divergenter Reihen ist inzwischen in Ann. Ec. Norm. (3) 16 (1899), 
S. 9 erschienen. Vgl. noch Borel, Lefons sor les s^es divo^gentes, Paris 
1901, sowie n B 1 Nr. 18. 

L 8. 118, Anm. 880). Dm sitieite Werk m GL Kramp ist in Btrabbug 
und Leipzig 1798 erschienen. 

L S 119, Anm 339), Z. 1. Innerhalb der Klammer hat das doppelte Vor- 
zeichen zu st e hon. 

LS. 122. Zweiter Absatz, Z. 3. Statt . . . 6»]" setze man 

L 8. 122, Anm. 352). Die Abhandlnng tchi HSbius ersdiisn nrsprfli^di 

in J f Matb. 6 (1830), S. 216. 
LS 124, Anm. 368). Vgl. noch die autogr. Vorlesung tou Klein ttber 
Zahlentheorie I, Gott. 1896. 

n n 

L 8. 134, Z. 2. Statt ^ (— 1)% ist zu setzen; ^(— l)*-*Cr. 

LS. 135, Anm. 415), Z. 2. Statt ^fegj ist zu setzen: ^6^; yj^» 

L S. 137. Hinter Fbnnel (109) ist /3 — 1 statt ß^O ta lesen. 
L 8. 140, Z. 6 Y. u. Statt (104) ist (102) sn 
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Temmedkie ICttrilmigen. 



I. 8. 141, Nr. 58. über unendlicbe DeterminaDtea vgl. noch I A 2, Nr. 33; 

Aber die Auflösung eiiiM begrenzten Systenu linearer Oleichimgen mit 

Hülfe von Detomunaiiten IB Ib, Nr. IS. 
I, S 113. In Formel (122) ist D"»'" durch D«,, sa ersetzen. 
I. S. 1 15. In Formel (126) ist bei der sweiten Suinme der Saminatioiia- 

index v hinzuzufügen. 
1.8.146. NaehtrBge^ Z. 8. Die JalinaaU bei Behimpfirt 1895 (nklit 1845). 



L 8. 821. Monographien. Nachtrftge: Von W. Fr. Meyer, Bericht Aber 

die Fort.si^hritto der proj. Invariantentheorie, ist inzwischen eine polnische 
Ausgabe vou S Dickste in (Warschau 1899) erschienen. H. Andoyer 
hat inzwischen das ausftllirliehere Werk veröffentlicht: Leyons sur ia 
Th^knrie des Formes 1, Paris 1900. (Binire und temAre Formen). Das 
neueste Werk Über Invuriantentheorio ist: A. Gapelli, Lezioni sulla 
Teorica delle Forme algehriehe, litogr., Napoli 1903. (Allgemeine 
Theorie, mit einem Anhange über binäre Formen). 

Königsberg i. Pr. W. Fr, Meykk. 



I. S. 402, Anm. 435. In der vorletzten Zeile ist hinter „eingehend*' der 
Name „G. Kobn'' einzuschalten. 

Königsberg l Pr. E. MAllbb. 

Zu IE: Differensenreolinnng. 

I. S. 930. Formel (49) nnd (53). Daa Glied mit dem Faktor Aa-i ist 
an streicheoBf da Ätk—i^O. 

K5nig8berg i. Pr. W. Fb. Msraa. 




l Pt. 



W. Fb. Mbtu. 



L 8. ISO, Z. 6 T. o. BoU statt ttehen. 
KOBigvbeig i. Pip. 



El MDiiLBB. 



Zn IBS: InTariantentkeorie. 
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Aioke, Bobert, kurzgefaXsie Yorlesangan tber verickieden« 
Gebiete der bOheren Mathematik mit Berfteicttolitigtinff 

di-r An wenil uugen. Aualvtisch-functioDentheoretischcr Teil. Mit 
102 in den Text gedrucktes FigoreiL [,DL u. 520 &.] gr, 8. 
1800. Li LeiBwuid geb. n. JL U.— 

WxkSo^ Bebatrtf vnd Felix Klein, Yorlesungeit Ob«r die Tüeori« 
der automorphqu Fnuktlonen. In 2 Bünden. IT. Bd. 1. Uftlfto. 

Jüt 34 io deu Text gedr. Fig. gr. 8. lüOl. geb. u. JL 10. — 

O&Qf^i, Carl Friedrioli. Werke, berausg. r. d. Kgl. GeBcllschaft d. 

Wißscnscbiiften ia Qottingeu. 10 Bfinde. VIII. Band. [458 8.) 4. 
l'JüO. kait, 11 S4, — (Band VU tmter der Preaso.j 

Heim^ Karl, die kinetischen Probleme der wigseuschaft- 
lichen Technik. Mit 16 Figuren im Text. A. n. d. T.: Jahres- 
bericht der Deotachen ^latheiuiitiker-Vereinigang; IX. Bd. % Btfftb 

flV u. 123 S.j jrr. 8. l'JÜO. gph. u. 4.— 

Hölderj OttOj Anschauung uua I>enken in der Geometrie.' 
Aludemische AntrittsTorlesaug. Mit Zusätzen, Anmerkoilgta. nsd 

einem lieA'istor. [75 P.] pr. h~ inot». geh, n. 2.40. 

und 3D. Biaoke. über angewandte Mathematik und 
hyailt in ilorcr Bedeanmg fBr den üntenielit an li<^«Na Behiikn. 

Vorträgp, gehalteu in Güttingen, Oatcni bei Gelegenheit des 

Ferienkurtteti. Mit einetu Wiederabdruck verscbiedener einschll^iger 
AufeiStze von F. Klsut. fPI «. S5t S^} . Ifit M Testflgin«!!. gr. 8. 
1900. geb. n. Jf; e. — ' 

ILomoitißbmrKny Leo. die Princtpien der Ifechanik. Math^Untn^ 
•Mlumgen. [XII u. 228 S.] gc 8. 1901. In Letaw. geb. JL 0.— 

XOtlar, Srnat, die Bnlwlekelnsg der rvnllietitclieii Geometrie 

von Monge bis auf Staudt (1847). A. u. d. T.: Jabresbericbt 
der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. Y, 8. [XXYm u. 486 S.j 
gr. 8. 1001. gdi. B. Jt, 18.80. 

SNUMOlmr, Ihy Yorlesnagen aber Zahleiitlieorie. I.Band. Heraus- 
gegeben von Eobt Hmn.. [XYIu.009 8.] gr.8. 1901. geb.n. jKIS — 

Iittroih, J., Yorlesungen über numerisches Keeiweii. Mit 
18 Figuren im Text gr. 8. 1900, geh. n. JC 8.— 

Müller, Felix, mathematisches Yokabularinm,- franzOsisch- 
deiitsch und deutscli frrui .ÜHiHch, enthaltend die Kunst- 
ausdrücke aas der reisen uiuL angewandten Mathematik. £XIY o. 
816 ä.j Les.'8. 1001. lo, Leiaw. geb. n. JL 10.~ 

Nafefeo. X., Yorlesungen Ober Algebra. sBde. ILBd. S-^UUnOk) 
Ueferang. [XI u. S. 198— 881.] gr.8. I90a geh. n. 4( 10.— 

Lehrbuch der Combinatorik. [YDI n. 880 8.] 190^ 

gr. 8. In Leinwand geb. o. 9. — 

PasciJ, Emst. Bepertorium der höheren Mathematik (Deüni- 
tionen, Formen, ÜMoreme, Littexatur). Antorisierte deutsebe 
Ausgabe nach einer neuen Bearbeitung des OriginalH von A. Scitepp, 
Oberleutnaut a. D. zu Witabaden. In 2 Teilen: Analyais und 
Geometrie. L Teil: Die Analvsis. (XIIu.688S.] gr.8. 1900. 
In Leinwand geb. n. 10.— (it Gfometrie unter der Presse.) 

jdie Determinanten. Eine Dv^teUung ihrer Theorie and 
Awrandongen mä BAdviebt auf die neueren Forsehmigeii. Dentseb 
▼OB H. Lwtwawr. [XVI «. 888 gr. 8. 1800. geb. n. JL 10.— 

MhiBing, Fr., über die Noinographie TOn V. d'Ocagne. Bine 
Kinfflhnjng in dieses Gebiet Mit 28 Abbüdingen. [47 S.] gr. 8. 
1900. g«h. n. i« 8.— 
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8ohl5miloh| 0.| ÜbaogBbnch «um ^ Ana- 

lysie. II. Teil: A •''• •ben au- .j; iu,<^i.iii r « 
Vierte Auflage. B> r ron Prof Dr. E. HKütmi, 

am Aniieii-Keal(;jmna«iij ':a. Mit Holxer- ic. 

[VIII u. 448 S.] gr. 8. i- . , ^ ;ti. n. JC 9. — ; ^ ' — 

Bohoonflies, fl? Fntwiokelang der Lehre von <1f»fi P tnVt- 
manni^falt; ''D- A, u. d . T. : Jahresbericht <■ len 

Mir ker-Vt rijr. VTH Band. 2. Heft Mu b iigurea 

im [VI u. L . J gr. 8. 1000. geh. n. JL 8.— 

Serref. J.-A., Lohrliiich der Differential- a.Inif^frml-Bechnung. 

des Verfassers deutsch 1 et von Axkl 

ILlanauii. , res. Auflage mit Untere ^ " 

3 Bänden, gr. 8. geh. 

I Dtfrnrrntinlrnehnaof. Mit 86 Viguroa. [Xa.&:06.] 1887. o. ^ 

«..!) u .*< l\ ~- _ 

IL Intsgralraclinnag. Kit U rignna. [Xn u. 4M 8j a. Jtn —. 

ftoh. n. Ji 9 — 

QL; Dlff*r»atl»lgleiohang*a o. VftrlAtiODit«ohnunir. (Unter dar Pr»iin ) 
Simon, Max, Enclid und die s«?' i . • ..• r; v , t) - , i 
A. u. d. T.: Abbandlnncn 

WisBcnichaften n >goti- Beg ' 

Moamc C&irroR. Xi. »i. i> .n.i i .^uica Teit TT' 
gr. 8. 1901. geb. o. JC 6.^ 

Stols, O. und J. A. Omeiner, theoreiisohe Arithmetik. Tn i Ab* 



tci' nff- Zweite umgeti 

AI' it;a 1. Teiles der Vork'^, . .i . 

Ar: vonO.SroLx. A. u d. T.: B. G. Teubner's 8.1 

Tou i ' iithein 

W i8«f - . .. -w, , '<^'^ ^' 

[IV u, 98 S.] gr. 8. 1901. geh. n. JC 2.40; in 

Stady. E., Geometrie der Dynamen. Die Z ^ ron 

Kr"' I ^^andte Gegenstände der Geon 

I. . it in den Text pr»Mlruckt«Ti 

gr. 6. 1901. geh. n. JC 7.80. 



Sturm, Bud., Elemente d' londeu (i 

fiurb. u. erweit Aufi. ... i »ig. im T- . .. 

V u. 167 S.] gr. 8. 1900. In Leinwand JC 5.0< 

Suter, H., die Mathematiker und Astronomen der Ar. nd 

ih' rke. A u. *1 ''" .\bhandlungeD e der 

uiH . lachen Wisseni.^ n. 10. Heft, (i crr. 8 
1900. geh. n. JC 14.— 

Volkm&nn, P.^ Einführung in das Studium 

Physik, 1 '1 ■ V " ■■ !i ri ,• .• (. in r1 1 o ,t .. r 1 n 1 I V • 

Mit einer 

Vorlesungen. .iju ä.j gr. 6. luU' 
geb. n. JC tb - . 

Waasiljef, A., u. N, DeLaonay, P. L. Tschebyschef «mH <*<>\- 

wissensobaftlichen Leistungen. — Die Ts' 

scher ' ' • i r r „ c- ' ' uxvu. 

MitPo. i S.] gr 4 — 

von Weber, Dr. B., Privatdocent an der Gniversität Mfln(»hen 
lesungen fil Problem aud 

der purtiel 1 ' 11 ^ 1 Eichungen ■ ♦ 

A.u.a.T.: Teubners Sammlung ron Leh 

Gebiete der Mathematischen Wissenschatten. Uandii. [^vi 




MCfflV 
MATHEMATIK UND PHYS; 



MIT BESONDERER RÜCKSICHT AUF DIE BEDÜRFNISSE 
DER LEHRER AN HÖHEREN UNTERRICHTS.VNSTALTEN. 

GEORÜNDET 1841 DURCH J. A- GrUNERT. 
DRITTE REIHE. 

HF.KAr.sGF.UEBEN 



von 



E. IiAMFE 



W. FRANZ MEYER E. JAHNKE 



□r KfijriotBitRO L ra. 



1' RA W 3 TTND 4 mOPPEL-)HEPT 



Ar^CrOFHFV AM .T*vrAB 1902. 




LEIPZlü UND BERLIN, 

DRÜCK UND VERLAG VON B. G. TEÜBNEB. 

190?. 



ABOHIV BEB MATHEMATIK UNO PHYSIK. 




All« für die Bedaktion bestimmt«!! B^ndaagon (Bilef!», Msnoakiiptat 
mplara n. ■. w.) aind an den geachäft »führenden Hraaktmirt 

rh-. E. Jahnke, Berlin W 16, Pariser StrafBe Sß 

SU Tichtfn. j;« nnhiiion aber auch Oeheiuipr lUjilcrttngBnt PXofL Dr. B. XiftlUpC tZl 
Berlin W aS, KurfurBten8lrn.Ißo 130 und Prof, Dr. W FrMB M SBBllAiV ^ 

Mittel tragheim 61, Sendungen für dl« HadAktion an. 

Dl« Honen Verfueer eiliatlHl tuaentgeltlich_vo£i. grölaeren 
UnuMhlic renehene 8ond«nbdiAak»i tob klMnma 
tLaaun n. ». w. lo AhzüMe äm b«lr. Btnini «In frtAMn 
.an dm HenteUnac^oMen. 

Jeder Band de« AieliiT» unfidkt 84 Dnekbogm ia. 4 Heften nnd kostet 
IS MMcT JilifUeli eotlea wmUbat «tw» O Hefte «wte. Alto ~ " ~ 

laagwi tmd Poeteaetelten nehmen Beetritoagett ea. 




Dif RedaktiOB enueht die Herren Autoren, in ihren eigenen Interesse Atm 
Uffifang drr fär das ArehiT ^estuunten Manuskripte naclt Müglietikeit eiiuchriiikca 
la woUea, da Bur aelcke giriagea VmÜMgtM Aandebt haben, in Büclister Zeit a^^edmekt 

m 

Berichtigungen zu Band 1. 

8. 984 lies im Nf^-nn.-r Hrr Proton Fomcl r''r'''='V " " ~ 1 statt r" f " ~ ' ~ * . 

8. iüO erseUe das Theorem XÄiX diircii das folgende: Die Verbiadixngglinie der 

Ifitte d«r von ig wgehantoi MitteUini« mit dem rnftpnakt dar BUwJf IT 

geht durch dan Paakt Cf. (T/. Hiport ) 
8. SM ergetse in Tli^nrem XXXTUT durch den Punkt velcher den ABadnok 

hat x^p, Ii, ^ .',p,jB, -4- a^j;^,. (L. Ripert.) ^ 

S. 370 ersetze die recüto Seite ^--f-,^^, in Aufgabe 1 6 durch , (Ij. Saalsohfit«.) 

B. 876 xa S. 186 Falaaote 170 lies SchwexiAg statt s bering. 

Berichtigungen an Baad 2« 

S. 128 lies in Gl. (16} x^u statt o; — a. ^ 
B. S91 «td» Fnfknola lies Theoram 17 statt Theatern TL 



tfoer dm Snt^ mm Mmmim i» Dtfrn mOim MirMt, Von h WaiigaikB in 

Ciiarl Ottenburg * S88 

IJbtr die KonvergaiM der trigOHometruchen Eeihen. Von P. Stäekel m Kiel . . SM 
JWwb dlM De gim^lhm d k t » fikHp,mptiim R im n XL Vau Hlhrtwg in Badin Sd» 
Ane» Briefe «ms C 0. /. /«eoK düs iis dm fstamiwrilliii ITariats tkmihm ntM 

abgedrudct sind. Mitgeteilt von E. Lanpe in Berlin . . ' S6S 

jSnt quelques probUmes didmentatrts de la giomäxie dfscriptive ä3 et4 dimemriom, 

Par M. Gino Loria a Genes. Mit 9 Figuren im Text SftT 

JNn BtUmg mr Frage nath der wwedmäfsigsten Gestalt der OesehofupUaeH. 

Ton Kmmf in Bcriin 9S7 

GttU^MifkUbedingungen für vier Kräfte, de» as n fcw d i t 4» ebner Harms Oentdm 

mrJcen. Ton II. Schnbcrt in Uaraburg VI9 

Vereinfadite Lösung der Kukr$chen Aufgabe: -\- -^^ 0. Von 

K. Sehwering in Köln S80 

(rertMtBBBf aar «er I. MIe HasaMagsJ 



über den Satz vom Mimmom der Deformationsarbeit. 

Von J. Weingarten ia Charlottenburg. 

Ja, dem doreh ordinale Betnchhixigeii hwronageaideii Werke dee 
itatieniBolieii Ingemienn G ästig liano Uber das Glmehgewieht elastischer 
Systeme (Gastigliano^ Theorie des Gleichgewichts elastischer Systeme; 
fiberaetat^) Y<m E. Hauffe, Wien 1886) ist zuerst ein Lehrsak aus- 
gesprochen worden, dm der Autor den Sats von der kleinsten Arbeit 
nennte nnd in folgender Fassung angiebt: 

Bin elastischen Kräfte, welche nach der Deformation des Köipers 
oder Systems zwiscben den Molokülpaaren auftreten, sind jene, welche 
die Defnnriut'onsnrbeit zu einem Minimum macheu, iusofem mau jene 
BediugiiiiLi-^leichuiigen berücksichtigt, welche iiusch-ückeu, dals zwischen 
diesen Kräften um jedes Molekül Gleichtrewickt besteht (1. c. pag. 4G). 

Auf Seite 47 desselben Werkes erscheint dieser Satz in der all- 
gemeineren Weise ausgedrückt: . 

dals, welches auch die nnbekamiten Grolsen sind, in deren Funk- 
tionen mau die Defonuatiuusarbeit eines Systems ausgedrückt hat, die 
Werte, welche dieselben nach der Deformation haben, doraiüge sind, 
dafo sie tmter Berücksichtigung der zwischen ihnen stattfindenden Be- 
dingungägleichungen diese Arbeit zn einem Miniitnim machen. 

Der Inhalt dieser Sätze, die den Ansdiein erwecken, ein Frhuvp 
der ElastiaitStslehre festznsteUen, ist einem präzisen Yerständois nicht 
ohne weiteres zogänglich. Es sei uns daher gestattet, diesen Inhalt 
klar za legen, om so mehr, als die betreffenden Satze eine ausgedehnte 
Anwendung in der technischen Mechanik bei der Behandlung der 
sogenannten Stützaufgaben gefunden haben. Hierbei wird sich heraus- 
stellen, dals der Castiglianosche Satz nicht ein Primip ausspricht^ 
aondeni eine an beschzankende Voran s<^etzangen gebondeoe Yorschrift. 

Wenn an einem ursprfinglich neutralen, homogenen elastischen 
Körper, gleichgiltig, ob das Haterial desselben isotrop oder anisotrop 

1) Nach dem franzdaischen Original: Theorie de l'^quilibre des syateme« 
Aaitiqnes et ass Sfiplicatioiis. Turin 1879. R Negro. 

Ax«Ut Au XMtUmstik uid VbjtOt. in.B«Ui«. XL 16 
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vorausgesetzt wird, änfsere &&fte ins Oleiehgennclit getreten sind, so 
ist das Einb-eten dieses Gleichgewiehfai stets mit einer Venchiebui^^ 
der materiellen Elemente des Kdipers, einer Deformation, verbunden, 
die als verschwindend klein vorausgesetzt wird. Aus dem einzig imd 
allein fQr eine statische Aufgabe gegdtenen System der Gleichgewicht 
haltenden KrilfiP, lüfst Bich oin Schlufs mif die Zeitdanpr und auf die 
Vorgiin^^e der Deformation nicht ziphon. Dies System giebt nur die 
Endiverte der während der Deformationszeit veränderlichen äulseren 
Kräfte an, die srhUcfslich den gechs Gleichgewichts bediugungen, die 
für die Kräfte au einem starren Körper bestehen, genügen müssen. 
Auch die Verrfickungen, welche die Körperpunkte am Schlüsse der 
Deformationszeit erlangt haben, sind nicht vollstimdig durch das ge- 
gebeue Kraftesystem bestimmbar, sondern nur bis auf eine willkürlich 
bleibende imendlicli Udne Dx«hung und FoxtschzeiiDng des brtnMsbtetm 
elastiMhen ESxpers. 

Nidits destoweniger iSbt sich ans dem Umstände^ dab un An&og 
der DofoimstionsBeit Bnlie bestand, am Ibde der Deformationsieit 
Bnhe nnd KnUfeegleicbgewiclit an allen K5rpsMlementNi eingetreten iat, 
ein entMlieid«ider ScUnft ziehen. 

Es mnA^ da nadi Ablauf der DefKomationsbewegiuig die lebendige 
Eraft aller Elemente des Körpers keine Änderung erlitten hat, sondern 
wie am Anfange der Null gleich ist, die Summe aller Arbeiten der 
angreifenden äufseren Kjilfte, die während di^er Bewegung anflrnten, 
mit der Summe aller Arbeiten der mnerm entstandenen, anf die Ele- 
mente wirk^den elastischen Drucke oder Sjpannnngan von gleicher 
Öröfse sein. 

Die rrsferc Arbeits.sumnie lälat sich wegen der Unkenntnis der 
während der DfformationHl)ewegung wirksam r^ewesenen Kräfte, die in 
mannigfaltigBter V\ eise der Zeit und der Uröise uach verändert voraus- 
gesetzt werden kcuineii, nichi direkt berechnen. Für die zweite dieser 
Summen, die innere Arbeit, ergiebt die Tlieorie einen bestimmten 
Wert, der uur durch das (jcycbenc, im (ileichgewicht befindliche System 
der Emlkri^e bedingt wird, dagegen JiielU bedingt wird durch die 
Allsgangslage der Deformation. 

BOienuMsh ist die Arbeit der SuAeren ErSfte wihrend der Deforma- 
tionoi eines elastischen S^rpers, die m einon und demselben System 
der JSndknifb» fOhren, stets eine nnd dieselbe, welches auch die Zeii> 
dauer der Deformation nnd die YesiaderungsweiBe der Snfseren Erafle 
wahrend dieser Daner gewesen seL 

Diese Arbeit wird die an dem betreffniden, daa Qlelehgewidit 
Haltenden, Kj^fbesystem gehdrige Deformationsarbeit genannt 
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Nach diesen Vorbereitungen werden wir am der allgemeinen Theorie 
der ElaatiritSt fester Körper, adser dem Satae^ dab die Deformationa- 
arheü steta doieh eine wesentlich posiHve Gr9£w daigesfcellt wird, noch 
die Kenntnis zweier anderer Sätae Toranasetaen, die, fiJk es sich mn 
Betraehtongan Ton Koipem von Torwi^nd einer Dimension wie Stabe^ 
Balkan handeli> leicht anch durch bekannte Betraohtangen der NaTier* 
sehen nnd ahnlicher Theorien abgdeitet werden. 

Der erste dieser Sat» ist der folgende: Beaeichnet msn dorch 
(X, Y, Z) die auf ein reehtwinkUges Achsensystem bezogenen Komponenten 
der &ifte eines im Oleiehgewicht befindlichen ^äftei^Bkems in irgend 
einem Punkt des angegriffenen Kdrpers, dnreh {u, v, w) die Komponenten 
der Yerschiebnng^ welche dieser Ponkt nach eingetretener Deformation 
erlitten hat> so wird die za diesem Kraftesystem gehörige Deformations- 
arbeit D durch die Formel: 

(I) D^i^(Xu+Yv-^Zw) 

gegeben, in welcher sich das Summenzeicboii auf alle angegrUfenen 
Punkt« (Köiiterelemente) dos elastischen Körpers bezieht. 

Der zweite wird gewonnen durch die Betrachtung eines /.weiten 
jkxäfteajstem^, flössen im GleichirpwMht befindlichen Kräfte in jedem 
Punkte des nämlichen Kr»rpprs diu Komponenten (X', Y', Z') besitzen, 
und mit den Versehiebiingskomponenten (u', t?', w') verbunden sind. 
Die allgemeinen u lrnngen für das Gleichgewicht des Körpors unter 
dem Eiufliiis je eines dieser Kräftesjrsteme ergeben die aügemem giltige 
Gleichung : 

(D) 2 (Z'i* + Tv + Z'w) =2 (Xtt'+ Tif + Zuf) , 

in denen die Summen wiederam fiber alle durch die betreffenden Kriifte 
angegri^nen Ponkte anaaaddmen sind. Betraditet man nnnmehr das 

ans dem gleiditeiiigm Angriff beider Eraflesysteme hervorgehende 
dritte, welches, an dem vorgelegten Körper angebracht, gleichfalls 
Gleichgewicht hervorruft, und bezeichnet durch (X", Y", Z") die in 
einem beliebigen Kdrperpunkt jetzt angebrachten Kraftkomponenten, 
dorch (k", v" vf) die dem Qleidigewicht entsprechenden Verschiebongs- 
komponenten dieses Ponktes, so finden die Beaiehnngen statt: 

x"- x+ X', r"- y+ r, z^^^z^ z\ 

die letzteren gemäl's dem Prinzip der Superposition. 
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Die KOT Herbeütllunmg des OleichgewiehtB dareh daa Sjitem der 
Eomponenton {X*% Y\ Z") au^eweadete DefonnationBarbeit eigiebt 
sich nach (I) aus der Gleicliuiig: 

oder nach B«iuisDiig der Torstehen^n Gleichnngen ans der folgenden: 

z> " » (X» + + ^w) + {x'u' + r + -z'«') 

welche mit Rückaicht auf die Gleichung (II) in die Form 
(in) D''=D + D'-^C 

f^psptzt werden kann, wenn D und D' die den })eiden zuerst gewählten 
Kriiitf'svstpnien rin/fln zni^ehörigen 1 ' ■! i timtiKUsarboiten bezeicbnen, 
während C durch die beiden gleichwertigen i^ormen: 

gegeben wird. 

Von den aufgestellten all<:remeinen Formeln wollen wir eine An- 
weudunp^ auf zwei b^sfinniift: KrüftesysteniH niiicheu, die zunächst einzeln 
und nachher gemeinschaftlich den betraehteten elastischen Körper an- 
greifen. Zu dem Ende werden wir in dem Körper zwei Gruppen von 
Angriflfspunktfii formal unterschiulen. Die erste Gruppe soll als die 
Gruppe df-r Bclasfunifspunklef die zweite als die Gruppe der SUUe- 
puniiie i)ezeiclinet werden. 

Als das erste Xrüfteäjstem mit den Koinpouenteu i^X^ wählen 
wir das in folgender Weise charakteri8ierte: 

In jedem Bdastuwjf^jnmJde seien dn-t (i<<)chmc nnvei iiMdi'rlifhe 
Komponenten X, Y, Z angebracht, deren i{<^sultante wir die Beiastung 
diefies Pnnkteg nennen; in jedem Stnfefmnlin drei Koiuponcnteu, weiche 
tvilikii flieh «gewühlt werden können, bis auf die Bedingung, dnfs ihre 
Gesamtheit den Belastunt^skräften das (ileichgewicht halt. \S ir werden 
die Resultanten dieser Komjtonenten in solchem Punkte die dortige Stütz- 
kraft nennen. Wenn die Anzahl der Stützkräfte oder ihrer Kompo- 
nenten eine derartige ist, daCs die \Verte derselben durch die sechs Be- 
dingungsgleichungen des üleicligowichts zwischen den Belastuugs- und 
Stützkraften allein nicht bestimmt werden können (welchen Fall wir 
für die Folge als eintretend voraussetzen), so existiert eine unendliche 
Mannigfaltigkeit von Stfitzkräften für die gegebenen Stützpunkte, welche 
den hekannten und gegebenen Belastungskräften das Gleichgewicht 
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htltaa, kdnneiL Di» Belaatang des £5rpcn kann abdann in unbegranEt 
▼ielen Weisen Ton den Stütspunktoi ans abffestütgt werden. Aber jedo' 
diieser Abstützimgen oder dem ibr enisprecbenden Gleichgewicbt ist 
eine gewisBe Deformationsarbeit zugehörig, welche im allgemeinen für 
zwei Ton einander Tcrschiedene Abstützungen Ton Terscbiedener GrdJae 
sein wird. Wir wollen nun dio jeiiigo eine besondere Abstützuii^ ins Auge 
haaen, nach deren Eintritt jeder eimselne der Stützpunkte eine gegelmte 
Verschiebung erlitten bat, deren Kompnncnton die (jegebetien Werte a, y 
haben mögen. Es eiacheint unnötig, ttir die verscbiedeuen Stützpunkte 
diese Yerschiebongskoinpnnenten a, ß, y durch Accento oder Indices Ton 
einander zu unterBclieideu. Das besondere System von BehutmigS' and 
Stützkräflen, welches bei dem Eintritt dieser Abstütznng erscheint, m^pe 
als das er^ System der Komponenten (X, Z) aufgefafst werden. 
Für das Bvmki der Kräftesysteme wählen wir das folgende: 
In jedon Stützpunkte des Körpers seien drei uillkürJieh gewählte 
EraftkomponoTitou (X', Y', Z') angebiach<^ jedoch mit der Beschraakimg 
der WiUkQr, dafs diese sämtlichen Komponenten an dem starr gedachten 
Kdiper sich das Gleichgewicht halten. An jedem iMstpunlt sollen die 
Komponenten X\ Y\ Z' der an ihm angebrachton Kraft jede einzeln 
gleich Null sein. 

Die Zusammensetzung der beiden definierten Kräftesjsteme führt 
zu einem dritten mit den Komponenten (A''", Y", Z"), in welchem diese 

Komponenten für jeden Ln^tpHukt mit den Küiiipoiieuten der ^rrfehmen 
Belastung iil)ereiustimmen, für jeden Stützjinnkt aber willkürlich bleiben, 
bis auf die Bedingung, dafs das gesamte Kriiftesysteni den sechs Be- 
dingungen des Gleichgewichts eines staiTen Köq)ers genüge. 

Dieses System (X", Y", Z") stellt daher das alhjnneinste Kräl'te- 
system dar, welches imstande ist, den Bedingimgen der Ahstütsung 
der gegebenen Lasten tür den betrachteten Körper zu genügen, mid 
omfafst sämtliche möglichen A])stüt7Anigsweisen. 

Berechnen wir die zu diesem System gehörige Deformationsarbeit 
nach Formel (QI): 

indem wir C durch die Gleichung 

C-^(X'i*+ Y'v^Z'w) 

bestimmt wählen. Die Elemente der die Grolae C daisteUendML Summe 
sind NuU fOr jeden Lastpnnkt, da X'f T', Z* fSa jeden solchen ver- 
sdiwinden, und die Summation erstreckt sich daher nur Über die StUts- 
ponkte. Die Komponenten der Verschiebung w jedes Stfitepunkte 
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unter dein Einflnfs des ersten <]rv Icidon Kräftesysteme fall'H nach 
der Vorftusst'tzuiig mit den (/cychmen Werten u, ß, y zusammen. Es 
ergiebt sich daher die gesuchte Deformationsarbeit durch die Gleichung 

Weuii man in dieser Gleichung die Werte von X', Y', Z' durch 
die ihnen gleichen Werte: X"— X, Y"— Y, TT — Z ersetzt, und die 
doppelt accentmerten Grölseu auf die linke »Seite überführt, so er- 
giebt sich: 

D "-^iX"u + T'ß + Z"y) -{-D -^\Xa + + Zy), 

in welcher Gleichung der Accent des BonimenzeicheiiB andeutet^ d&Is die 
Snmmation sich nur Qber die Stfltqpimkie erstreckt. Bemerld; num 
noch, dafe die GidJae D' als Werl einer DefonDAÜonsaiTbeii etete eine 
positive iet^ so gelangt man zn dem ein&ehen Beonliat: 

(IV) -^(i"« + + Z"y) > J) -^(X« -^Yß-^ Zy), 

ftUt daher der Wert der anf der linken Seite dieser Ungleichung 
stehenden Ordfse für ißrgt^d etiles der AhstfitEimgssjsteme (fröfser aus 
als fOr dasjenige, mit welchem die gegebenen Yersdiiebangskomponenten 
Uj ß, y Terbnnden sind. Diese Gröfiw nimmt daher itbr das letsteie 
ihren UeinstmÖgliehen Wert an nnter der daaetnden YoraiissetEang, 
dafs etliche ErSfte (Z, Z) und auch (Z", T% den sechs 
Gleichgewichtsbediugungeu des starren Edrpers genügen. 

üm das vorstehende Resultat bequemer aussprechen zu können, 
wollen wir uns der nachfolgenden Ansdracksweise bedienen. 

lUi sei (T der ffeffehene Wert einer unendlich kleinen Verschiebung, 
ttfßff seien die Werte ihrer Komponenten, femer P der Wert einer Kraft, 
X, y, / (iie Werte ihrer Komponenten, 9 sehliefslifli der Winkel 
zwischen der liichtung der Kraft und der Bichtung der Verschiebung. 
AlaHann möge die Grölhie 

Xa -f Yß -\- Zy Perne 6 

die dastiscke Arbeit der Kraft P in Beziehung auf die Verschiebong 
genannt werden, znm Unterschiede von der mechamadim Arbeit, die 
hier nicht in Frage kommt. 

Nach Einführung dieser Sprachweise können wir den Satt auf- 
stellen: 

Für diejenige Abstützun«]^ eine.s belasteten elastischen Körpers, bei 
welcher die Stützpunkte desselben (/rgebene VerHehiebnntjen erleiden, 
fallt der Wert der zugehörigen Defonuatiousarbeit veruuaderi um die 
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elastischen Arbeiten rlor Stnt'/.kraftp in Beziehung auf die gegebonen 
Verschiebungen stets kleiner aus. als flor cntsjirochende Wort dieser 
Differenz für irgend eine andere Abätut^uug aus den nämlichen Stüta^ 

I 

punkten. 

In dem besonderen Falle, dafs die gegebenen Verschiebungen a, ß, y 
für alle Stützpunkte gleich Null wertieu, oder in dem Falle, dafs diese 
Verschiebungen gegen die betreffende Stützkrai't senkrecht gerichtet 
sein sollen, der bei der Beweglichkeit der Stutzpunkte auf reibungs- 
losen F&diai od«r Unien eintritt, verwandelt sieh dieser Sets in d«i 
folgenden: 

Fflr diejenige AbBtQtsiing eines twlflsteten elastiaehen Körpers, welche 
mit einer Unbewegliohkeit der Stfitspnnkte Terbnnden ist, oder bei welcher 
die Stfitspnnkte nur auf reibnngslosen Widerlegem gleiten kdnnen, ist 
die mgehdrige Deformationsarbeit Ideiner als bei jeder anderen Ab- 
stüteung desselben Körpers ans den nämlichen StfltKpnnkten mit su den 
Widerlagem senkrechten StfltKrichtongen. 

Dieser Sats entspricht dem Satse Ton Gastigliano> Iba bemerkt 
«bar, d&b durch ihn nicht ein Prinzip, welches die Defonnationsarbeit 
beherrscht, ausgedrückt wird. Er ist an die Beschränkung des Ver- 
schwindens der Summe der elastischen Arbeiten der StützkrSfte in 
Beziehung auf die Verschiebungen der Stützpunkte gebunden. 

Was die gegebene Herleitung betrifft, so erscheint dieselbe frei 
von den Schwierigkeiten, welche der Beweis der Existenz eines Mini- 
mums herbeiführt, wie auch von denjenigen Schwierigkeiten, welche die 
Disknssion des Vorzeicheng Yon Gliedern höherer Ordnung herbeifiihren 
würde, wenn man den Beweis durch den Nachweis des Ven^chwindenfj 
des Diüereutials oder der ersten Variation des Wertes der Deformations- 
arbeit führen müfste. Für das vorliegende Problem, das nur auf ganze 
Fonktionen zweiten Orades beliebig vieler unabhängigen Veränderlichen 
führt, sind derartige Betrachtungen unnötig. 

Berlin, den 3. Oktober 1901. 
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1. Diricblet hat im Jahre 1820 gezeigt, rlafs jede reelle Funktion 
fU) der reellen Veränderlichen x sich für das Interrall = (Ü . . . 2x) 
durch eine trigonometrische Reihe: 

+ 2*16082« -f i^«Gc»3«H 1- &i,eoBfix + * * * 

+ OiSiiijc-f a|Bm2jV+ OiamS« H h a^mnnx-] 

daratellfiiL lafst, sobald das Interrall x = (0 . . .2n) in eine endliche 
AnzaU Ton Teflintenrallen (0 . . . jtJ, (j:^ ... x^), (.r, . . . x^, . . 
(jp«— 1 2«) aarlegt werden kann, in deren jedem f(x) stetig ist nnd 
entweder niemals sbnimmt oder nionals annimmt; dabei branchen die 
Grenaen der Werte ron f{x)f die man erhall^ indem man sieh Ton links 
oder Ton rechts den Ponkten x^, x^, , . x,-t nähert, oder /'(a^ — 0) 
nnd f(xi + 0), . . , — 0) und f{x,-i + 0) nicht abereinxnstimmeo, 
nnd es braucht andi nicht f{0) = /'(2.t 0) an sein^). 

Im Folgenden soll auf Grund eines von mir an anderer Stelle 
dai^elegten Verfahrens*) die Konvei^enz der trigonometrischen Reihe 
für f(.r) unter Yorauasetznngcn bewiesen werden, die teils enger teils 
weiter als die Diriclil ptscheu sind soH nämlich das Intervall 

a;=(0.,.2;r) wieder in eine endliche Anzahl von Teilintervallen 
(0 . . . x^), (Tj . . . x^)f {Xf ' ' ' 3"s), . . ., (x,-- 1 . . . 2x) zerlegt werden 
können, sodafs f(x) in jedem Teilintervall stetig ist, auTserdem soll 
aber für jeden Tunkt eines suichen IntervaUes der Quotient 

fix + ») - m 

h 

für h — O einen bestiimuteu endlicheti Grenzwf rt haben; dabei darf der 
Grenzprozeis für positive und der &Xr negative Werte von h ver- 

1) Sur la eonverfimee des 96rie$ trigonomäriqueg. Joonud för Uathemattk,- 4 

167—169 = Werke Bd. I. Berlin 1889. 117—182. 
2' Tlicr das l) i r i chh i mhf Tnterjrn} , Bt- richte der mAth. phys. ElasM der 
Köuigl. Sächs. Ucs. d. W. Jahrgang 1901. 147—151. 



Digitized by Google 



über die EonTergeas der trigoiu»iebi8ohe& BeiheiL 



241 



sehiedrae Resultate erg'oben, sodafs f\\r die Kurve y = f(j-) „Kclcen" 

zuliis!«-;^ sind. Es wird also einerseits eine gewisse Voraussetzung über 

das Verimiteu des Quotienten 

fix + h)- m 
h 

gemacht, die bei Dirichlets Beweis nirlit erforderlich ist, andererseits 
aber wird zugi hiasen, daT» f\x) uuendlicii viek' Maxinia und Minima 
besitzt, was dort ausgeschlossen ist. Dafs übrigens eine Funktion /'(./ ) 
der hier betrachteten Art, auch wenn ihre Ableitung überall beHÜmmte 
endliche Werte hat, unendlich viele Alaiima und Minima besitzen kann, 
das folgt aus Untersuchungen, die Herr Kopeke angestellt hat'). 

Dab die Ycmutssctzung der Stetigkeit aUcin nicht geuiigt, um die 
Entwickelbarkeit von f{x) in eine tngonometrische Reibe sa sidieni, 
hat Panl Dnbois-Rejmond') gezeigt; es mufii also zur Stetq^lceit 
noch eine weitere Beacluinkung liinnitreten. Auf die neneroi Arbeiten 
Aber diesen Gegenstand einzugeben, erscheint jedocb niebt «rforderiich, 
da es sieb an dieser Stelle lediglicb darum bsndeln wird, ebenso, wie es 
Diricblet getban bat, unter ausadblielalicber Benutntng demaUarer 
Hilfsmittel den Nachweis der EonTergenz zu fÜbraL 

8. Um zu beweisen, dafs die Reibe 

\ \ + cos x + 6j cos 2a: + . . . + ?;„ cos nx + . . . 
+ ttj sin X f a, sin 2 x + . . . 4- «„ siu »x + . . . , 
wenn man ihre Koeffizienten durch die Gleichungen: 

' tn ia 

bestimmt, immer konvergiert und f&r alle Werte des InterrsUs 
== (0 . . . 2flr) der Funktion f{x) gleich ist, bilde man die Summe 
SJx) ihrer 2» + 1 ersten Glieder. Man findet dalQr sofort den 
Ausdruck 

Snix) - im) U + C08 (4 - ic) + COS 2 U - j:) + • • • + OOS »a - x)\ , 



1) über eine durchmts differentiirbare , stetige Function mit Osciilationen in 
jedem Intermll Math Arm 84 (1880), 101^171; 35 (ISH'J), 101—109. Vergl. auch 
SchoenflieR, Math. Aon. 54 (IdOO). Öö3 und Brod(5n, Vet Ak. Ofv. Sfcockhohn 
1$00. 48S und 748. 

9) Z7fifermMA«M«9eN dter du Comtf^m» umd Dioergmi der Fouritredten 
Dar.<if''Uun(}sförin^. Abhaadlniigeii der Akademie la IfSncbeit, 2. AbteOnag. 18 

(1877). 1—102. 



242 



Paul Srloon.: 



der mit Hilfe der bekannten SunniaiTOnsformel: 

cos 



sin r«» 4- 

cos ^ 4- cos 2d + • -f cos = — i + — ^ , .r 



in 

i -X 



MM 

r Bm(2n+l)i 



2 

Übergeführt wird^ und lui nlndunn m zeigen, dftb der üntersdiied 

zwischen f{x) und diesem Integral, wenn » heetibidig wSchat^ kleiner 

wird als jede gegebene noeh bo Ueine GrÖite. Durdi die Snlwfcitiitiim 

« 

wird abergefOhrt in 

0 *-\* 

o / \ l /V/o I V sin (2n 4- J)m _, , 1 Cnn , ^ »in (2n -f l)u , 
Kanu man daher zeigeu, daT» für 0 < A < sc stets 



ist, wo F{u) eine Funktion bedeutet, die in dem Int<»rv'all u = (O - - ■ x) 
den der Fanktion/'(d;) aoferlegten Bedingungen genügt, ao folgt sofort^ daCa 

- + 0) + /T(^- 0)) 

wird, sobald ein Punkt im Innern des Intervalles x = {0 . . .2x) ist^ 
und ein&ohe Überlegungen leigen, dafs aich £&r die QwamD. des Liter?allea 

lim 5^(0) = Um 5,(2«) « 0) + f(2x 0)) 

ergiebt. 

3. Der folgende Beweis beruht auf dem fundamentalen Theoreme^ 
dafs jede reelle Funktion (p{x) der reellen Veränderlichen die für jeden 
Punkt des InterroUes x^(a...b) stetig in diesem Intervall gleichmäfsig 
sMiig ist^), einem Theoreme^ demen Sinn snn&chat .dargelegt werden solL 

1) Hoinc, Journal f. Math 74 flR72), IHH und l'. Dini, Fondamonti \wr 
la teoria Ueilc i'uDzioni di vanubiii reaii. (Pisa 1878, dotttficbe Ausgabe Leipzig 

169S) t 41, wo rieh em auf O. Cantor sniflelqrelieBder Beweia iodek Vergl. 
auch EnefßäegödH der Ifottw WimnsdwfUn, Bd. n. IB. 
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Die Funktion f{£) hoÜJBi fOr einan Punkt x*^x^ sfeÜg, wenn nun 
bei gegebenem beliebig kleiBem s nm «in Inteimll X'^(x^—d . . .x^-^-d) 
el^prenzen kann^ aodafB die Schwankung yon f(x) in diesem Intervall, 
d. k. der üntersehied dee giOJSrten nnd dea kleinsten Wertes, den f(x) 
darin annimmt, kleiner als f ist. Das Wesen der jßek^mi^igm 
Stetigkeit wird dann aoagedrückt doreh den Lehrsatz: 

Jslt f{x) 9Hx aUe Pnnkte eines Interralles * (a . . . i) stetig^ 
80 laibt sich das Intervall immer in eine endlidie Annhl r von g^eidien 
Teilen zerlegen, aodafo die Schwankung Ton f{x) in jedem Teilintervall 
kleincir als eine gegebene beliebig kleine GtrSüse « ist.'' 

Zum Beweise teile man das Intecrall in » gleidie Teile 

und bilde fOr jedea Teilintenrall die Sohwanknng von f{x). Sind alle 
Sehwankongen kleiner als t, so ist der Sata bewiesen. Es ist also nur 
sn zeigen, dab nicht fflr jeden Wert Ton n ein oder mehrere Teil- 
intemJle Torhanden sein können, für die die Schwankung grölber als 
9 ist Gäbe es jedoeh für unbegrenzt viele Werte Ton n mindestens 
ein solches Teilintervall, so bildeten deren Anfangspunkte eine dem 
Intervall (a . . . 6) angehOrige unendliche Pnnktmenge, die mindestens 
einen Hairfungspunkt Xi besiJse, d. h. es g|be einen Punkt x^^ sodafs 
jedes noch so kleine ihn enthaltende Intervall (d^ — ^ • * • % + d) un- 
endlich viele Punkte der Menge enthielte, es Ilgen also auch in seinem 
Innern unendlich Tide TeilintervaOe^ fSr die die Schwankung grSlser als 
eist. Dannaberwire die Schwankung für das Intervall + 
eist recht grSfiser als e, und das widerspricht der Yoraussetenng^ dafs 
f{x) auch für den Funkt x^ stetig sein solL 

4. Ist die Funktion (m) in dem Intervall ti » • • • A) stetig^ 
so gelten, wenn r irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, fttr die r 
Intervalle: 

(* + il^^---* + (i+l)*7--^, + 
die Darstellungen 

WO eine p'^sitive Konstante bezeichnet, deren Bedeutung Kügl( ich 
angegeben werden wird, und wo die Funktionen ^^(u) den Ungleichheiten 

I »iW I < 1 
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genfigen. AlaJann igt, wenn flQr u zwei Werte «% gewählt werden, 
die dem Intenralle . . » i^-^^^ 1)^- aogehOreDy 

sodafs für *^ tlie Hälfte der i^rcUskn ^Schwankung unter den Schwankungen 
in den r Intervallen gewählt werden darf. 

Hieraus folgt die Uleiebung: 

• r 1 ~ 

J sin (2m 4- 1) « • 9? {i*)du = V y + -~ J sin (2« + l)u Ju 

r - 1 »" 



In der zweiten Summe ist, da der Integrand, abgesehen vom Vor- 
zeicheni niemals grölser als 1 ist, jedes der r Int^pnle kleiner ab 

das Integrationsinterrall, also kleiner als ^ ~ folglich ist der abso* 

lute Betrag (ier zwfnten Summe kleiner als h -- g. Bedeutet femer M 
das Maxiniuai des absoluton Betr^es von <p{u\ in dem Intervall ... 
so ist der absolute Betrag der ersten Summe kleiner ab 

M I J sin (2« + i)udu ^ 



also A fortiori kleiner als 

r— 1 



Demnach besteht fÜLr jeden Wert Ton r die Ungleichheit: 

IJ sin (2n + 1) u . 9 («) du^<M- ^ + ^) . 
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Nuimehr soll, bei gegebenem Wert von 2n+l, für r diejenige 
poBitire ganze Zabl w gefehlt werden, die der Zahl ]/2» + 1 anmitielbar 
Torbexgehty aoda& also 

y2n-i- i -i<,w< y2n -f 1 

wird, Alsdann ist 

Bin i2n + l)tt • q>{u)Uu j < ^^— + • (h -g), 

V 

und (lieae Formel gilt f&r jeden Wert von n. Läfst man jetit n Über 
alle Grenaen waehaen, bo nähert aich der Auadmck 

. + • (Ä — ff) 

der Grenze Noll^ denn ea iat nach dem in Nr. 8 bewieaenen Theorem 

lim = 0 . 

na*« 

Mithin besteht die Gleichung: 

k 

(L) Iii" 1 sin (2w + 1)m • fp{u)du = 0 . 

•J 

5. Es ist nützlich, die vorhergehende Untersnchong geometrisch 
deuten. 

Die zu der Gleichung 

i; » ain (2n + 1)^ 

gehoiige Knire besteht ans Wellenr der Liaige ^ , bei denen Berg 
und Thal auf entgegengesetaten Seiten der «-Achse liegen und immer 

2 

gleich grofs, nümlich gleich ^ ^ ^ , sind. Berg und Thal liefern daher 
bei der Integration zusammen iramor d^n Beitrag Null zur Area, und 
es kann höchstens eine, positiv oder lu^^ativ zu nehmende, Fläche vom 

Inhalte übrig bleiben. Aus diesem Grunde ist 

%mKtn + l)ttrftt I < j^f^TT • 

r 

Was aber das Integral 

»n(2» 

9 
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betrifit, so wird durch die Einteilung dea Interyalles (g . . . /<) in eine 
grofse Anzahl r kleiner Teilintervalle erreicht, dafs die Funktion q>(u) 
in jedem von ihnen höchstens um den Betrag schwankt, also nahezu 
koristant int; der Fehler, dnn mim begeht, wenn man (p{t*) darin als kon- 
stant ansieht, ist mithin kiemer als ejli —tf), kann also durch Vergröfsoning 
von r beliebig klein gemacht werden. Rieht man daher q}{u) für jedos 
Teiliutervall als konstaut an, so erhält man ein Int<>»gral der zuerst 
betrachteten Form. Indem man jetet r so Wiihlt, dafs es zwar absolut 
sehr grofs, aber doch klein gegen 2n -\- 1 ist, bewirkt man, duls auf 
jedes der Teilintervalle, so klein sie auch sind, dennoch sehr viele 
Wellen ftllen, bei denen Berg tmd Thal sich gegenseitig Teniicfaiende 
BtttxSge zum Lit^nJ liefenL So kommt es, dafs jedes TeilintoiniU 
nur einen so Ideinen Beitrag zum Integral liefert^ dafii aneh die Summe 
Ton r solchen Beitragen noch eine sehr Ideine Grdlse, n&mlidi kleiner 

als Jlf- - — , ist. Auf diese Weise gewinnt man eine kliue Einsicht 

in den Prozeik, der zur Folge hat, daXia der Wert des Int^prals 

^sin {2h + 1)« ' 9(t»)dtt 

# 

für wachsende Werte Ton n immer kleiner nnd kleiner wird. 

6. Wenn die Funktion F{u) in dem Intervall u^(0...h) sietig 
ist, so gilt dasselbe ron der Funktion 

VW - 

solange sin« Ton Noll Terschieden ist Mithin gilt die Gleichung 

9 

wenn entweder 0 <C ff < oder — % <ig <.h <0 ist 
Im Besonderen sei — 1. Daun ist 

lim r^"^^*L+^rf^«a, 

9 

folglich wird 

/• .■■.(.,, + .)« ..,, + 1). 

0 u 

wo das Zeichen ± gilt, jenachdem h dem Innern des Interralles 



* - 2 
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(0 . . . «) oder (— x . . . 0) angehört. Knn iat aber nach einer sehon 
benutzten Fonnel: 

^.^^})Jt _ 1 4. 2(co82« + C084« + . . . + coa2nu), 

alio 



am « 2 ' 

aodaüi sich scblielslich die wichtige Gleichung: 

h 

,. /'sin (2n + l)u , , » 
« 

ergiebt. 

7* Nach diesen Yorbereitmigen soll das Integral 

^ ^ unu 



untersuchi werden, wo Ä wieder dem Innern des Intervalles (0 . . . n) 
oder (— :r . , .0; augehört. Da sinu l'ür w 0 verschwiuUet, wird im 
allgemeinen die Stetigkeit von 

an dieser Stelle zerstört, sodafs die Formel (L) nicht mehr anmittelbar 
angewandt werden kann. Deshalb mufs man diiiür sollen, dafs das 
Integral in ein solches umgeformt wird. l)ei dem der Zähler ver- 
schwindet, und das geschieht, indeui Jas betrachtete Integral ersetzt 
wird durch den dumil identischen Ausdruck: 

das Voneiclien :b gilt, j«Dachdem h posdtiT oder negatiT ist Geht 
man jetst zur Grenze für n «■* 00 fiber, so liefert der erste Term 
nach Nr. 6 den Beitrag 

während der zweite nach der Gleichung (L) dm Beitrag Null ergiebt^ 
lobald 

Fju ) — F{± 0} Fju) — F{± 0) tt 
mau u ' tinu 



1 
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in dem Intervall u = (0 . . . A) stetig iet Da der zweite Faktor diese 

EigeaiacliafI bereits iMBitit^ mafs 

F{u) — F(± 0) 
u 

selbst f&r II -= 0 stetig sein, d. h. die Funktion F{u) mnÜB eine be* 
stimmte endliche Mileltung F'(±. 0) besitzen. Ist diese YonnssetiBimg 
erfüllt^ so gilt die Gleichimg: 

(D) lim fF(*)'^^^^<'u.±'jF(^0). 

Q 

8* Nach Nr. 8 war fOr x^(0...2ft): 

0 IT-}* 

Damit man zur Ermittlung von 

lim 5.(0:) 

die 01<'i<1ni?i<4 anweiidt n kami, mui's die Funktion /(2« -f für 
u = 0 eiue bestimmte endliche Ableitung besitzen, d. Ii. es mufs 

r{x ± 0) 

emm bestimnUm endlkhm Wert haben, Ist aber diese Bedingung für 
aUe Punkte des Interralles x^(0... 2x) erfüllt, so gilt fttr jeden von 
ihnen die Gleichung 

lim S^{x) ^ + 0) + fix - 0>), 

sodab die Fouriersdte Beihe tUe lUnkHoti f{x) an aUm Skßen dieses 
JtUervaBeS darsteBtf an denen diese steüg ist, an den Ünstetigkeitsstellen 
aber das aritiunetiBdie Mittel der beiden Fonktionswerte liefert, die 
sich durch Annäherung von links und rechts ergeben. 

Kiel, im Juli IWl. 
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Von H. Hertzeb in Berlin. 

Tktt JaluMberichi des E. Prim Heinridia-Gjiim&BiiiiiiB in Beriin 1896 
enihalt eine Abhandlang ,,perioclisclie Dezimalbrüche" von Herrn Bork, 
in welcher eine Ton Herrn Kefsler in Wiesbaden berechnete Tabelle 
der Petiodenzahlen aller Dezimalbrüche 1/p, wo p eine Primaahly 
für p von 1 bia 100000 mitgeteUt ist. 

Im folgenden wird eine Fortsetzung dieser Tabelle fOr p Ton 
100000 bis 112500 in dersolbon Anordnung gogohon. 

Eb sei p eine Primzahl, c die Periodonzahl für 1 q ein Divisor 
von p — 1. so dafs q ■ c = p — 1 ist, so ergiebt (iie Tal)ello für jedes /) 
den entspi tu beudeii Wert von q. Nicht aufeenonimen sind in der 
Tabelle diejenigen für welche entweder q = 1 l ier </ ^ 2 ist; diese 
sind mit HLlfe der unten angegebenen Sätze I und U zu ermitteln. 
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Für oliitre Tabelle waren die Werte q für 1070 Primzahlen 7n 
berechnen luid zwar 373 für q = l\ 313 für q ^ 2 und 384 für q > 2. 

Da einige der bekannten Satae filr g nicht ganz richtig angegeben 
werden ; so sollen dieselbim hier fibersiebtiiich wiederholt werden. 
I. Die Zakl ist ungerade für 

40« + 7, 11, 17, 19, 21, 23, 29, 33 (eine dieser Formen). 
IL Die Zahl 2 ist ein Faktor Ton q (10 quadratischer Kest Ton p) für 
i» » 40« -f- 1, 8, 9, 13, 27, 31, 37, 39. 

m. Die ZaU 4 ist ein Faktor von q (10 biquadratiseher Best 
▼on p) f&r 

j>-40«+ 1, 9, 13, 37; 

p — a* + 6*; a = 1 (mod, 4), also h = Q (mod. 2), 
wenn eine der folgenden 4 Bedingungen erfUUt ist: 

(1) 6 = 0 (mod. 40), I 

(2) a = 0(mod.5) nnd &-4^0(mod.8)J 

(3) ( + a^0(inod.5) und 6 — 2 = 0 (mod. 8) 

(4) 5 — a = 0(mod.5) und + 2 = 0 (mod.8)| 

IV. Die Zahl 8 ist ein Faktor Von q (10 liest 8ter Potenz 
von p) für 

p =. 40n + 1, 9; 

p^e^-f^cf'; c = l (mod. 4), also d = 0 (mod.2), 

17* 



|p = 40n -i: 1,9. 
ip==40»-i- 13, 37. 
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252 Hutzsb: Periode des Dezimalbruch es för 1/p, wo |) eine Primzahl, 
wenn dne der falgendeu 2 Bedingimgeai ttfttUi iafc: 

(1) anfser Uli noch a • c • (c«- ei*) = (- 1)» (mod.5), 

(2) aufser UI, noch b - c ■ {c* - d") ~ {- ly^^'^^i^' (mod. o). 

y. Die Zahl 3 ist ein Faktor Ton q (10 kabiacber Reet Ton p) für 

^ = 6«+ 1; 

▼esm entweder «c oder ß~0 (mod. 5). 

Beuierkuug 1. Reuse hie giebt in einem Programm dee E. Gym- 
nasiums in Stut%art) 1856 nidit ganz annreichend richtig ao, dala för 
III eine der 4 Bedingungen 

h oder a{h±4) oder {b-^a){b-a) oder (&~a)(6-f-2)=0 (mod.40) 
erfüllt sein rnttsie. 

Bemerkong 2. C. G. J. Jacob i teilt in einem Briefe an Beneehle 
Tom Jahre 1846 — im obigen Programme abgedmckt — die Be- 
dingungen unter IV. mit^ £Qgt aber hinzu, daJa au&erdem die Bedingung 

rf(c«+rf«) = 0 (mod.5) 

erfüllt sein müsse. £r hat übereeheu, da£s dieser Bedingung immer 
genügt wird. 

Berlin, den 11. Februar 1901. 
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Zw0i Briefe Yon G. G. J. Jacobi, die in den gesammelten 
Werken deeaelben nieht abgedrnekt sind. 

Mitgeteilt Yon £. Lampe in Berlin. 

In dem Tonngeheodeii Anftatm ist Ton Herni Hertser «nf 
Jaoobiflcbe Mitteilnngeii an Renachle Bezug genommeiL Da die- 
aelbeii in den geeammelten Werken Jaeobii nicht enthalten sind, eo 
liielt die Redaktion et für aagemeBseify die betreffenden Briefe hier 
Ton neaem abandnieken. Bieaelbcm aind ve riM B w afliebt in dem »Pn- 
gramm zum Schlüsse des Schaljahres 1855/56 am KönigUdien Oynuiaaiiun 
zu Stuttgart, den 22. September 1856^'. Dieses Prognunm bringt auf 
S. 1 — 61 die „Matliematische AbliuntUmip: des Professors Reuschle, 
enthaltend: Neue zablentheoretische Tabellen samt einer dieselben be- 
treffenden Korrespondenz mit dem verewigten C. G. J. Jacobi, Pro- 
fessor an der Universität und Mitglied der Akadomip der Wissenschaften 
zu Berlin, geboren 1804 zu Potsdam, gestorben 1851 zu Berlin'". 

Das mas zur Einsicht überlassene Exemplar in Quartformat ist 
Eigentum des Herrn Hertzer. Für den Hinweis auf diese Schrift 
und die damit gegebene Anregimg zum Abdruck sprechen wir ihm an 
dieser Stelle unseren verbindlichen Dank aus. 

Unter dem 12. November 1846 hatte sich lieuschle au Jacobi 
mit einem längeren Briefe gewandt, der auf S. 4 — 9 der Programm- 
abbandlung auszugsweise abgedrnekt itt Zum VeraÜndma der Ja- 
eobi Beben Antwort laeeen wir folgoide Stelle dieaee Briefes (S. 6 
unter Nr. 5) folgen: 

AnJser dem, was die Theorie der qnadiatiachen, kubischen nnd 
biqnadiatiaohen Beate fiber die Hauptexponanten von 10 naeh den 
anf einander folgenden Primzahlen an die Hand gab, war idi bei 
Berechnung meiner Tafel anf die EntwicUnng der Reste selbst an- 
gewiesen, die flbrig^, da man m dem Behuf keinesw^ ihre Auf- 
einanderfolge zu kennen braucht, mit Hilfe von Tafeln der Quadrat- 
und Kubikzahlen ziemlich rasch von statten geht. Für die weitere 
Fortsetzung waren die Kennzeichen für die 5ten, 7ten, 8ten and 9ten 



biyitizeu by LaOO^^iC 



2Ö4 



£. Lahpb. 



Reite hoelut wünaehfliiswert; denn die Primzahlen ron dm Formen 
10» + 1, 14» +1; 8» + h + 1 machen teils dorch ilir hinfigae 
Vorkommen, teile dareh die holmi Poteiuen Ton 10, bis za welchen 
man redmen mnla, die meiate Mflhe. Daher sehe tch mit Spannung 
der Veröffentlichung Ihrw Ergebnisse über die 5ten und 8ten Reste 
entgegen, worüber Sie im 19. Bande dea Grelleachen Jonnuils einige 
Andeniongeo gegeben haben. 
Anf diesen Brief erfolgte die 

Antwort Jacobis vom 13, Dez. 1840. 

Ich mub Sie schon nm Entschuldigung bitten, dafs ich es so 
lange habe anstehen Ussen, auf Ihren inbaltreichen und sehr interessanten 
Brief zu antworten. Ich habe aber seitdem mich wenig mit ernsthaften 
Dingen beschäftigen können mid insbesondere Sehen getragen, mdne 
arithmetischen Papiere TOnsnkramen, weil diese mich gar zu sehr in 
Ansprach nehmen. Ich wiU nun aber meinen ergebensten Dank nicht 
iSnger aufschieben und Ihnen daa Kriterium, ob 10 Rest öter Potenz 
is^ schicken, welches Sie, wie es scheint, wissen wollen. 

Es sei 1» — aa + 6^ — cc + 2dd, a~€^l (mod.4), so sind diese 
Kriterien 

(i(c«-f ::iÜ(mod. 5), 

ferner: L wemi h durch 8 teilbar ist^ 

h = 0 (mod, 5), ae(ee - rfrf) = (- l)**'^i**~*' {mod. 5); 

U. wenn b — 4 durch 8 teilbar ist, 

O(mod.ö), be(ce -dd) = {- l)8<*-»)-»-i<— *>(mod.ö). 

üm die Kriterien in Bezug anf die 5ten Potensen anzugeben, 
mula man die p in die beiden entspredienden Faktoren zerlegen können, 
die in d«r Ereisteilitng yorkomm«!, nnd von denen Legend re ans- 
f&hilich gehandelt hat Oder noch besser ist es nnd zugleich zn 
anderen Dingen gat, wenn man ji in die entsprechenden 4 komplexen 
Faktoren zerfallen kann. Enmmer hat diese fftr alle p miter 1000 
angegeben. Man kamoi yidb aolelie Zerf&llnngen dnrch Probierm finden, 

indem man versucht, wann - eine Primzahl wird: nennt man f 

die Primzahlen, für welche iVw ZeTfällimg getundpn ist, so kann man 
auch sogleich für eine neue l'rimzahl g die Zertallung tiodeu, wenn 

- 7 ^ aofser g nnr Primzahlen f enthalt» wobei also die Kummerache 

Arbeit sehr zn statten kommen wird. Mit den Resten Oter Ordnmig 
habe ich. mich noch gar nicht beschäftigt; die Beste 7ter Ordnung 
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würden ebenfalls die Zei-f'älluug lu 0 komplexe Faktoren oder in die Funk- 
tionen 4'{a) der Kreisteilunf^ erfordern. Für die Zerfälhmg in 4 komplexe 
Faktoren, die uns den 8tcn oder 12ten Wurzeln bestehen, habe ich 
einige ausef reebjipt*^ Tabellen. Aber für iiie Wurzeln wäre iJirf wpit«>re 
Fortsetzung, als sie vou Kummer gegeben Bind, für die i'rüi'ung der 
allgemeinen Keziprozitätsgeiietze interessant. 

C. Ö. J. Jacobl 

Schreiben Jacobis an den Veriasaer vom 15. Nov. LsöO.') 

Ais ich jetzt mitten unter dem Drange der Tencbiedensten Ar- 
beiten an die Publikation Ihrer Tabellen gehen wollte und deshalb «kiii 
Gegenstand näher inB Auge fafote, sind mir folgende Gedankem ge- 
kommen. 

Mir schien es nämlich zweckmäfsig, dafs Sie selbst so hübsche 
nnd mühevolle Arbeiten mit einer Abhandlung ])pgleitet in die Welt 
.•-eiulen. Was darin zu sagen wäre, würden Sie freilirli selbst am 
besten zu sagen wissen. Es wäre mir aber schon interessant, wenn 
Sie auch nur das, was in der Intrixiuctio zu meinem Canon AritJi- 
metiais auf die Bnrkard tische Tafel bezogen wird, jetzt in Bezug auf 
Ihre Tafel umarbeiten wollten. Dies schien mir selbst so iutereFisant, 
dafs ich einen Augenl)lick daran dachte, die ganze Introduiiio so um- 
gearbeitet Lu Grelle abdrut ken 7a\ lassen. Aber ich sah bald, dafs ich 
bei den zahllosen anderen Arbeiten, die mich bedrängen, nie dazu kommen 
würde. Sie könnten dann noch Ihre WahrscheinUchkeitssätze und 
vielleicht noch einige andere au der Taiel prüfen. 

Sie hätten also zunächst 1) die Tafel noch in einer anderen Ord- 
nimg zu schreiben oder vielmehr in mehrere Tabellen zu zerlegen, 
welche immer kleiner werden, bis sie zuletzt nur einzelne l'rimzalilen 
eniliaheu. Diese Tabelleu beziehen sich auf die einzelnen Werte von 
80 dafs mit n = 1 oder denjenigen Primzahlen augefangeu würde, 
für welche 10 primitive Wurzel ist Es frtige sich aber, ob Sie, wie 

ich es gethan, die Tabellen sondern wollen, für welche gerade 

oder ungerade ist, weil für den letzteren Fall für — 10 sich das n' auf 
aeineil halben Wert reduziert, oder ob Sie vielleicht in einer und dei^ 
selben Tabelle durch ein beigesetztes Sternchen die Primzahlen unter' 

icheiden wollen, für welche ungerade ist. Die Anordnung dieser 

Tabellen, wie sie S. VI der hUroductio gegebeu ist, scheint mir ganz 



1) Nadi meiner Ziuaiiime&kiiiift mit ihm und nicht lange vor aeiner tSdlidiea 
ErkmOtimg geacbrieben. (Reutchle.) 
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anmutig und ilbersiclitlich, uiir] die llaumvprschwendimg ist nicht so 
grols, oh OS gleich bei dem u:i ^Isi ren ünifaug Ihrer Tafel mehr ausmacht 
Die Abzähiuugen würde ich aber kemeswegs auslassen und sie auch 

besonden fOr die falle eioM geradsn odor nngenden notieren.^) 

Ich glaabe, daCs ee ancb 2) Ton Interesse wäre, wenn Sie ans 
Ihrer l^iüel noch andere zogen, aiu welchen sich er^be, Ton welchen 
Primzahlen 10 Best einer gegebenen Xten Potenz ist, auch mit den 
zagdi5rigen Abzlhlnngeny worflb«r wir schon, glaube ich, gesprochen 
haben. FOr A — 3, 4, 8 gaben Sie dann das Veneiehuis in einer ^Iseren 
Ansdehnong. 

Dann aber waie es wohl gut, wenn Sie S) die Tafel innerhalb 
der 10000 auch anf die Potenzen der Primzahlen ausdehnten^ wie ich 
es im Canon geihan. 

Foner ist mir beigefallen, ob Sie nicht mit der Publikation der 
TsM ffir Jl — 8, 4, 8 warten woUen, bu Sie das Zahlenheft von 
Dr. Bosenhain haben^ um dann vor dieser Tafel die betrefibnden 
Bestensatze, so weit dies dazu nötig, Toranzuschicken. Es wira dies für 
Sie zugleich die beste Qelegmheit, sich in diese neue Theorie hineinzu- 
arbeiten. Es wäre gut, wenn Sie noch die Zerfällungen auch f&r die 
Primzahlen hinzufügten, Ton welchen 10 nicht biqnadratischer, aber 
quadratischer Rest ist. 

Um den Nutzen Ilirer grofsen Tafel zu zeig^ können Sie aus 
meiner Introductio noch die Methoden hinzufllgen, wie man dadurch 
in vielen Fällen die Tabellen meines Canon bereclinen kann. Dieser 
Canon Arithmeticus ist fast ganz unbekannt gehliehen, indem aufser 
den 50 Exemplaren, die ich verschenkte, nur 30 abgesetzt worden 
sind; darum eben hielt ich es hauptsächlich für notwendig, dafs durch 
eine vorgesetzte Abhandlung auf den Wert solcher Tafel aufinerksam 
gemacht würde. 

Zeit haben Sie die Fülle; denn das Crellesche Jounial wird teils 
durch die Anfertigimg der Tndices fHr den •}'). liaiid im Druck auf- 
gehiiiteu, teils ist es so besetzt, dal's ich mit meinen notwendigsten 
Sachen wahrscheinlich gm* nicht mehr in den 41. Bund hineinkommen 
werde. 0. ü. J. Jacobi. 

1) Dies iit mUlxlkdi aar venttadlieh durdi Vcrgicichung der ntkartea hi- 
trodactio Bum Cftnon Aritlimetieiu. (Eentchle.) 
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1. Dane la methode de la projection cetürale — qui, entre les proc^d^s 
particuliers de la G(?ometrie descriptive, est iine des plus employeeg, 
apres qne M. Fiedler lui fit atteindre im si haut degre de perfeetion — 
on determme chaque droite r de l'cspace par sa tracc T sur le t/ihlcmt, 
(plan de projection) et son point de fnitc 1' (projection du prnit ii 
l intini de r\ Un point P qui n'est pas ä l'infini, est d'ordinaire 
represente par son ima^e P' et une droite (Tl^ qui le contient; en 
SQpposant par consequence quo T, P soient trnis points d'une 
m^me droite^ on ecrit P~(Ti', P'). Mais li est evident qu'on 
pourrait bien determiner la position dq point P en donnant, en dehors de 
sa projection F', un plun [i i \ qui le coniient; dans ce cas, t et i' etaut 
deux droites paralleles, on ecrirait P~ \t%, P']. Quoique cette seconde 
mauiere de detemmiation se prescnte natiirellement — je dirais m#me 
qu'elle s'impose lorsqu'on a ii faire avec des tip;ure8 composees de 
plußieurs points situea dans un meine plan, par vx. dans la representation 
de pyramides (ou prismes") et cones (ou cylindresj determines par leurs 
bases — , ou a I habitude de n'cn parier ou de n'en faire qu'une men- 
tion tre» rapide dans les cours et les traites de Geometrie descriptive, 
«ans doute en considerant que rien n'est plus facüe que de passer de 
Fime ä Tantre de obb deux manieres de d^ierminer nn point Mais 
comme la «olntioii d'iin probl^e qu'tm obtieiit «n le rMuiiaiifc ä un 
antre, est pretjque toujours (je sends meme tent^ de iapprimerle iresgti«) 
moina simple qne la Solution dizeete et que dans nne science d'appli- 
catioD, oomme est celle qui doit son ezistenoe & Monge, l'epargue d'une 
ligne eonstitue nn avantage et represente un progrls, je suis convain« 
cu qn'il est pr^fi^rable de n'accorder au d^ut la pr^fiftrence ni & Tone 
ni a Vantre de oes manieres, mais de les retenir toutes les deux pour 
les emplojer suiTant les cas. 

Si Ton accepte oes id^, il est indispensable de donner an moins 
deox Solutions pour tont problbme fondamental oft entre les donn^ il se 
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trouve des points, car toat point peat ^tre d^noine de deux manieres 
difTereniet. Or il est remarquable que, an moinB lorsqu'il s'agit de 
qiiesiioiu projectives, les Solutions niüswat en snpposaiit Im points 
d^termines de la maai^re ordinaire, ne sont pas saperieunB en ^%anoe 
et simplioit^ 4 Celles prorenant de l'hjrpoÜi^se contraire. 

Une preave est Offerte par le probl^me de «d^tenniner la droite 
qni joint deax points». Le lecteur en oonnait la Solution ordinaixe^ 
un peu artificieuse dans le concept et (relativement) compliqu^ dans 
son ez^tion sur r^me. Or si les points dumies sont an contraire 
t determin^s comme il soit 



I\ ; les droites P, Jet I\ I ont oomme tmces les points 7\ et on et 
sont ooupees resp. par P 'J' et Pj /' ; elles d^tenninent un plan dont 7, 
est la trace et dont la droits de Mte est la parall^ %' tir^ par 1' ^ t 
Conune ce plan passe par la droite Pj P^, les points eherehä ei J« 
ne sont que les intersectionB de t et t' avec x'-^\e proU^me est ainsi r&olu. 

II arriTe quelqnefois qu'on doit tronver la droite qui joint denx 
points d^Stermin^s de mani^rBS d]|ßSrentes; c*est le cas lorsqu'on Yeut 
rspr^senter une pyramide on un cone d^termiue par sa base = [U\ ^Z*] 
et son sonunet V= [TT, F^. Si par ez. les deuz points sont 
P=(rJ', P*) et ^ = [ti', Q'\ (Fig. 2% pour tronver la traoe T, 
et le point de ftiite de la droite x^PQ, sans r^uire le Pro- 
bleme & un antre, on eommence par d^terminer — k l'aide d'un 
plan auziliaire passant par la droite (TI'} — le point i*^ oü se 
coupent la droite {TT) et le plan [N']. La droite NQ aura ponr 
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^iMmeuts deseriptift Im mterMctions T| et Z| de N'P* avec i et t' et 
arec U dioite P nn plan dont k txaee eit TT, = ^ et 
la dioite de fiiite est 
Tli = H'^ les intenee- 
tions de ces droites st€C 
]» dfoiie F'Q' seroni leg 
points chercli&i T, et Xt> 
II n'eet pas pIns 
difficüe de trourw le 
plan qui pMse par la 
droite r=={Tr) et le 
point P = [ti, P'J _ 
(Fig. 3«). O'est le plaa ' 
qni passe pw r et par 
la droite qni joint P an 
point oü ße coupent la droite [TV) et le plan (/*'). Or P^ se 
determine fncilement a Taide d'un plan auxiliaire \t^i[\ passant par 
(Ti'); en fciruit apres la droite P'Pj on aara, dans eee intersectioiui 




ot 7, avec / et lea eieuients ilesrri])tifH de la droito i'P^ Alors 
les droites T 1\ et / T[, qui re'suUent parulieles ontre eiles*), sout 
resp. la trace tx et la droite de iuite i'x du plan demande. 

1) Si, en effet, on appelle T, le point tt^ et le point on iroave: 

P[T _ P[T^ _ P{Tj 
Pil' - Pili - P,!,* 
dooe Tr et T^I^ 8ont denz droitM parattilei. 
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Le nonveau moyen pour d(?terminer la position des points, dont nous 
ATOna parle, doime ime Solution directt' et faoilf (f'nnr 'iu( '?tioii qu'on 
rwodfc d'ordinaire saus el^aace et sjmetrie eu combiuaat la oonatrao- 
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tion de la droite qui Joint deux points a celle du plan qui i>',i^^e par 
im point et une droite, c'est-a-ilire da problkne: «coustruiro le plan 
paesaili par trois points donnes». Stipposons, en pffet, qu'ü s'agisse de 
trouver la trace et la droite de fuite du plan qni paRso par les 
trois points Ät = [tkik, Am] (Je » 1, 2^ 3) (Fig. 4."). Determinous les 
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droitea rk = (TkI^ oü se coupent deux ä deui les plana f^n]; ^eurs 
projections passent dvidemmcnt par un memc point S\ qui est la pro- 
jection do riutcrseotion S de ces trois plans. Soit l'intorsection du 
plan rs que Von cherche iivec la droifce r^. Si nons consid^rons les trois 
poijits Xj, Xj, ils aj)jiartioniiPnt a rintersection du plan 6=:A^A^A^ 
avoc 1p plan [^i*,]; douc ils se trouvent sur une meme droite, et la meme 
chose arrive anx points , X,, X3. Tour des raisous semblables Ai^ Xj, X^ 
se trouvent sur une secoiide droite et A^, Xj, X, sur une troisi^me. 
n s'extsuit que le tariangle X^X^X, est circonacrii an triangle A'^A'^A'^ 
et qne mm sommetB waA Bita^ rar Im droites r'^. Qr on sait que 
gl HB triangle P^P^P, se dtfonne de Bumi^re qne ses sommete paiv 
eooreat des droites rj, r,, passant par nn mime point 8% tandis qae 
denz de aea edt^ P^Pg et P|P, paaaent par deux points fixea et 
ton troiai^me odt^ tofumera aatour d*im troiuhne point fixe 0 de la 
droite A[A^ Ponr trouTer ce point il anffit de conaid^rer une position 
qndconqne da trian^ Tuiable. Celaprovre que si Tonln^e la droite 0 A '^ 
ses intersections avec r[ et r, seront les points inconnus Xi et X:l; le 
troisieme Xs est celui par leqnel passent les droites XiA^^ XzA'\, r't. La 
droite XsXs conpe et \ anx points et J\y trace et point de fuite 
de la droite XjX,. D'une maniere analogue on ddteniiino les points et Jjj, 
et J3. Mors U^, LI,, fZ, appartiennent a la trace t^, tandis que J,', .7J, se 
trouvent yui la droite de fuite il du plau 6 f'hf»rche. Ce plan est i)ur 
Consequent deternjiae. La (i Instruction que nous veuons d'exposer 
donne lien a uu assez grand uombre de verifications: ear, non seulement 
Ulf U^, L\ doiveut tomber sur une droite et la meme chose doit 
arriver pour les jjuinta Ji^ t/j J%, mais cea deux droites doiyent rdsulter 
paralleles cntre elles. 

2. Les remarques que j'ai faites au dehnt de cetarticlo, peuvcnts'appli- 
quer, avec des uioditicutions convenables, a l'espace ä quatre (ou a n) 
dimeosions, lorsqu'on applique lu methode de la projection centrale 
gMralis^, teile qn'elle a ^t^ imagmee et de?elopp^ par M. Veronese 
il 7 a Tingt ans.^) Ponr en r&romer les eoneepts fondamentanz noua 
indiqnenms respaee ä quatre dimenaions conaid^r^ par la lettre % par 
lee letties latines m^piacolea aes 00* ftwtutB et par les lettres grecquoa 
majnscolea aea 00* e^^am ^ trois dimensioiia, par les letlres latinea 
minuacnles ses 00* äircUm et par les lettiee grecqnea minnsenles ses co* 
pifw». ün espaee (sona^tendn «i troia dimmsiona») £ de € est 
repr&ent^ par sa trace x (aar notre espaee, oonsid6f^ oomme espace de 



1) 5u0a geometria detarUHva a gvattro di'aMnsM (Atti del B. bt Veaeto, 
6» Sezie, ViU, 18S2). 
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rf'prcsoitatiofi ou Uihlcnu) et sou pliiri de fuite t', t ei i' etant denx 
plauB paralleles; on ecrit en cünse(|ueii('e JS'f^ I^^*')- P^'^^ ^ ^^t 
d'une maniore semblable represt-nte i)Kr sa tracc t et sa droito de iuite 
i', < et etaiit deux droites pHrnllMfs: on exprime cela en eerivant 
srB^[^»"]. Eufin ujie droite r est deteriuiiioe par sa trace 7' et snn 
point de fuite; oii a de la sorte r (T/'Y Ponr deterniiner la Posi- 
tion d'un point F il ne suf'tit pas de doiiner sa projection P', mais il 
laut eucore connaitre un espace, un plan ou une ilroite qui le contient. 
Suivaut que l'on se sert de ces trois elemeutt» auxiliaires ou ecrit 
P^- (re/, P'}, P P'] ou bien Pz^ {TJ\ P'u en sapposanfc 

([ue Uaus le second cua P' se trouve sur le plan des droites paralleles 
t et i' et dans le troisifeme que P' soieut trois points d'une meme 

droite. M. Veronese a domie la pre'ferenee ii cette troisieme mauiere 
de deteriuiualiuu; uous alloüs employer la premi^re, en laissant a nos 
lecteurs de d^velopper la deuxiifme, dont les droits a etre consider^ 
ne peuvent etre meconnus.^) 

Dans la g^omefciie descriptive de Tespaoe k quatre dimensions hnii 
pToblteoes de poaitioa jcmeni le rdle de fmdameii^mx\ il eont par 
Gonplee covr^tifb, oomme il resnlte du tableaa suiTant: 

1. Trouver la droite qui passe par deux points donnes. 

2. Trouver le plan oü se conpent denx espaces doun^. 

3. TrooTer le plan qui passe par un point et nne droito d(nm^ 

4. TrouTer U droite oü se ooupent tin espace et im plan donn^ 

5. TronTer l'eeimee qui passe par un point et an plan donn^. 

6. TronTer le point oü ae conpent nn eepace et nne droite donn^. 

7. Tronrer Teapace d^tennin^ par denx droitoa. 

8. TronTer le point oü ae conpent denx plana. 

Nous allona aTant tout exposer lea aolntiona de ceux entre ces 
probl^mes oü ü y a des points entre les donnees, en snpposant de les 
d^terminer par le prämier des trois moyens indiqn^ plns hani 

a) Deierminer la trace Tg et le point de fuite de la droite x qui 
jcint les deux points: P, ^ {^1^1» P^] »'t P, {r, tj, 

Solution. Pour l'acilifcer la täche du lecteur qui nous suit uous 
nous servirons, dans cette question et dans les Huivantes, de figures 
sch^matiqiies; dans la Fig. 5* on trouvera indiqu^s les lionn^cs et les 
couötructiojis relatives au i)rol)leme qui nous occupe niaiiitonant. 

Couime limage x' de la droite chercbee nest (jue la droite fjui 
passe par PI et Pj, pour rcsoudre le probleme il sufüt de trouver un 

1) II Ta Saas dize que lien n*eat pliu facile que de paaser d^ine qaeloon- 
qne anx antte« de ees manitees. 
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espaee qiDd oontient la droite Pj /\ : on peui, pw ex., avoir lecours a oelui 
qiii passe par la droite ä rinfini du plan 9( = oü se eoupent les 




Vi«. 6-. 

denz espaoes donn^s ) et {r^il). Pom* le d^lerminer; remarqnons 
que eet eipaoe anxiliaim paece par le plan «| ™ P|t; or ce plan, dont 




iPig.y. 

la projection est le plan paaeant par le point Pj ei par la droite i 
de Teepaoe {ti»^ ), appartient oet espaoe, aa trace ee tronre en con- 
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sequenee 8ur r, et sa Hroitc de fuite »\\r P, »,: sa droit« fiiite est 
daüc i' et sa tracc t^ I mtersection des plaus Tj et Pj*'- L'espace 
auxiliaire passe aussi par le plan st^ = P, dont la droite de fuite est t 
^ doBl ]ft tnoe eet TiiitonMeliicnL des plant et Pit; cet eepace a donc 
eomme trace le plan d^tonnm4 par les droites (tontes les deax 




parallMos n i'] /, et et conime plan de l'uito le plan mene par t" 
parallelcment a r^. Alors TV et T'z ne sont quc les iatersecüons des 
deux plans et avec la droite P,'Pj- 

b) Ddermimr Ui truce et la droit/ <!( fuite i'^ du jüan ^ t^ui passe 
par //■ }x>int P~ {rt', P'\ et par la druitr >■ = ff/') (Fig. 6.«). 

Solution. Commeuyouü par trouver le poiut oü se coupent la 
droite {TI') et l'espace |ti').^) A cet effet menons par cettc droite 

1) C'est le Co de» problemes dont ci-desBiu je üs 1 tioumi'raiion. 
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un plan arbilraire :r; il aura corame cl^nieiits descriptifa deux droites / 
et r paralleles entre ellos et passant lesp. par T et 7'j ce plau et 
Tespace {tif\ se conpent daus une droitc^) qui a comme trace le 
point = tx et comme point de fuite J[ = i\'] Q' est alora Tinter- 
sectiion des droites TT et T^I[. Le plan cherche, passaut par r etP, 
contient auüsi la droite PQ, dont 1a traoe et le point de foite ne soni 
«lae Im intenections et de !• dxüite P'Q' aree Im plani t ei t\ 
Lm deoz droitM 77, ei 7/^ soni Im droiiM obereh^ ei t^; ellM 
r^Boltent («mm» U derui uriTer) parallMM entre ellM, car on e 

QJ\ 

^ Q'li Q'Ii 

e) Däermüier la traee ei le pUat de fuUe de Veapaee S gut 
passe par le pomi [tt', P*] et par le phn n= [tiT] (Big. 7«). 

Solniiou. DWe 
mani^ enal<^e ä eelle 
emi^y^e dane le pro- 
blime inreoMenl^ commen- 
^ns par trourer la droiie 
r oü le plan [ii'l eoape 
respeoe { t a ' } ; eile a comme 
inee le point T^tv et 
comme point de fiiite 
7 = ü'. Cette droite et 
le point P determinent 
im plan 0 appartenant k 
Tespace cherche; ce plan 
contient aussi la parallMe 
menee de P a r, dont le 
point de fuitc pst /' et dont la traee est Tintersection T, do la droite 
P' r et du pliin r ] 6 a, douc comme trace TT^ ' t et comme droite 
de foite la parallele menee de J' a f^. Coranin i'espace cherche 
contient les deux plans ix [ti'\ et o = [t^ trace r^. est 1© plan 

tt^ et sou plan de fuite est i'!^; et le problemr est resolu. 

Heniar(|nons enfin que uous venons de re.soudre les probl^mes 
fondam« iitnii's de position qui, dans notre liste, portent los n**' 1, 3, 5; 
Icurs conelatifs ne presentent aucuiie diiticulte; comme les Solutions 
des n"* 4 et 6 ont ete deja sigualees incidemment, il nous reste, pour 
^puiser notre sujet, a dixe quelques niuU aur les deux derniers. 

Trouver Ja trace Tx ft U plan de fuite de I'espace determme jpar 
les droites r, _: et r, (T,!^) (Fig. 8«). 

1) Voir lo le des meines problöme«. 
Archiv der MattaamMik nod Physik. III. Beihe. IL 18 
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Les deax plans cherches doivent §tre porall^B et passer, Tun par 
1a droite T^T^ et l'autre par la droite ij/^; le premier est donc ie plan 
men^ par la droite T^T^ paraU^ement a la droite III',, tandis que le 

second est le plan mene 
par la droite I^I^ pa- 
raUeieiiient a 2\ T^. 

Troiifwr le point X 
OH sc coupcid ks ileux 
plans jtj = [t^ tj] ei 

Par le plan sTj 
meuons rm espaoe arbi- 
traite il coape 

le plan daos la droite 
dont ks A^meiitB de- 
seriptifa aont et 
r^«'tr La droite TI' 
ooupe le plan datu 
le point X\ de sorte qne 
l'on a X = {wV JC'J. 
Le lecteur verra facilement que la construction de l'eepace passant 
par qtiatre points peut etre fuite d'une mani^ro analogue a Celle du 
plan passant par trois points, e^^osee 4 la fin du Nr. 1. 

adnes, Aoüt 1901. 
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Ein Beitrag zur Frage 
nach der zwecimäTsigsten Gestalt der Gescholsspitzen. 

Von Adolf Kiibseb in Beilm. 

Eins der aliesten Probleme der Variationsrechnung, dasjenige 
nämlich, welches man als das Problem der Fläche kleinsten Wider- 
standes KU bezeichnen pflegt, findet eine interessante praktische Anwendung 
bei der Frafi^e nach der zweckmäfsigsten Gestalt der Geschofsspitzen. 
Die gewöhnlich in der Variationsreclmung behandelte Aufgabe verlangt, 
den Meridian «ler Rotationsfläche zu finden, welelie iu einer Flüssigkeit 
fortschreitend bei gewissen Annahmen nht^r die Druckwirkung den 
kleijisten Widerstand erleidet. Wenn ( h sich aber um die Geschofs- 
spitzen handelt, mufs man, wie vun neueren Autoren') hervorgehoben 
wird, den Widerstand der Stirnfiäclie, d. h. einer das Geschofs nach 
vom begrouzeudeu Kreisfläche mit berücksichtigen, und die ])rak.ti8ch 
intereeaante Frage ist folgende: wie muis bei gegebener Länge und 
gegebener hinterer Gnmsfl&che der GeeehobepitEe der Mecidittn ilirer 
Muitelflaehe angenommen werden, damit diese zusammen mit der 
Stimflfidie den Ueinstmöglichen Widerstand erleide; dabei ist der 
Badina der Stimfliche nicht rorgeschrieben. 

Ein widitigee auf diese Frage beaQglidies Resultat hat Armanini 
al^eleitei; er zeigt^ dafsy wenn das gesuchte Minimum Torhanden sein 
soll, die MantelflSelie, dmen Meridian die seit Newton bekannte Kurve 
ist, sich unter einem Winkel von 45*^ an die Stirnfläche ansetzen muJe; 
damit wird eine irrtümliche Angabe in der flbr^|;enB Terdienstvollen 
Arbeit von August berichtigt. Es bleibt aber noch zu untersuchen, 
ob die nach der fiegel von Armanini konstruierte Gescholsspitze 
wirklich ein Minimum des Widerstandes liefert; um diese Frage zu 
beantworten, benutze ich die Methode '/ur A)»lciti:n'fr liinreicheuder 
Bedingungen des Extremums bei Problemen der Variationsrechnung 
mit veränderlichen Integraiionsgrenzen, welche ich an die Grundgedanken 

1) August, Grelle*» Joenml 108 (1B88). Anaanini, Auuali di mat. (3) 4 
(1900). Lampe, Verb. d. dentadiea phy». Oee. 9 (1901). 

18» 
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Ton Weiert traf 8 tnbittpfeiid in meinem Lebflnich der Veriatioiu- 
reelnnnig entwickelt babe. 

1. Die SymmetrieadiM dee OeiehoBMB eei die «-Adue eines 
leolitwinkligen KoonUnatensyitenw; die StumflSche enMdie dnnsh 
Botetion einee Stftckee der pontireu ir-Adm; der GeediobkSrper liege 
nach der Seite der poeitiTea AbniMen hin und bewege neb dnrdi 
die Luft in der Biebtimg der negstiTen df-Acbse. Es sei femer 0 der 
Koordinatenanfanfflpnnkt , Ol der Radius der Stirnfläche, 1 also ein 
Pankt der positiven Ordinatenadise; 12 sei das krummlinige Stfiek 
des Meridians der Gescholjwpitzei sodafs der Punkt 2 auf der hinteren 
Begrenzungsfläche derselben liegt. Wenn dann die Eurre 12 stetig 
gekrümmt sein und das gesuchte Minimum liefern soll, so ergeben 
die gewöhnlichen Methoden der Variationsrechnung als erste notwendige 
Bedingung des Minimums, dals die Kurve 12 durch Qleichox^en von 
folgender Gestalt darstellbar sein mufs: 



dabei bedeutet t einen Parameter, für den ofifenbar die Gleichuug 




gilt; a nnd h smd Konstante. Die Kurven, welche dnreh die Glei- 
chnngen (1) bei wülkfirlicher Wahl der GröÜMn a nnd h definiert 
werdei^ sind naeb der BeBeiehnnngswejse meines Lebrbnchs die Exfa«> 
malen der vorgelegten Minimumsanfgabe. 

Beaeicbnen wir nun hier wie anoh fernerhin die Koordinaten der 
Punkte 1, 2f... durch Xi, f^, y,, . . *, die Werte des Parametera I 
in diesen Punkten dnreh ^, . . so ist nach Armanini zu setaen 



sodafs o ebenso wiö ?/, ])Ositiv ist; da ferner ^- U, so folgt aus der 
ersten Gleichung (1); wenn man t ^ l setzt, 



sodab die Gleichungen der zu untersuchenden £ztremiden in folgende 
Form gebracht werden können: 






6 + l« = 0. 
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Von jeder der hierduzeli dazgertdlten Knireu beirAohten wir nur 
denjenigen Teil, der dem Wertgobtet 

(3) l>t>0 

entspricht; da olfenbar die Grofse 

bei der Voraussetznng (3) negativ ist, so erhalt man, wenn t vom 
Werte -f 1 beginnend abnimmt, die poutiven Werte Ton x, die bei 
der festgesetzten Lage des Qeachowes zum Koordinatensystem zu be* 
trachten sind. 

2, Der Widerstand, den eine in der Richtung ihrer Symmetrie- 
achse dureli eiue Flüssigkeit fortsobreitende Rotationsfläche erleidet^ 
wird bei der Newtonsohen VonHUBetBung ttber die Dmckwirkong 
durch den Ausdruck 

dargestellt, in welchem C eine Konstante bedeutet und längs des 
Heridtans der Rotationsfläche, einschliefslich der die Stirnfläche er- 
aengenden geraden Strecke, zu integrieren ist; sind x und y längs des 
Meridians Funktionen eines Parameters und werden die Ableitungen 
nach diesem durch Accente beseichnet, so kenn man filr den Aus» 
druck (4) schreiben 

wobei gesstsil ist 

Die Bedeutung der KouBtaiite C ist leicht lu erkennen, wenn maa 
— 0 setst, also längs einer Ordinat^ s. B. des Stflckes Ol, integriert; 
man erhalt dann 



cfy 



C ist also das 2««fache des Widerstandes, den eine auf der Bewegungs- 
richtuag senkrechte Kreisffiüshe erleidet, diridiert durdi das Areal 
deraelben. 

Die Besiehung swisdien der Funktion F und dm Eztremalen be* 
steht darin, dals die Gleichungen 

dF dF 

(6) ^.--df-^' 
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in welehen F = ~ f J*,. « — u, 8. f. g^trt ist^ gelten, ireim mm 

für Xf y die Ausdrücke (1) oder (2) einBeirt; man kann nch daron, 
obne eWas ana der Yariationnreduiung zu «itiehnen, durcJi einfiMhe 
AuBreehnung leicht fibenseugen. 

3. Um nun unaerem Ziel näher zn kommen, betrachten wir den 
Exbremalenbogen 12 als epeaidlen Fall «nes yeranderlichen Bogena 
34, der in folgender Weise konstruiert wird. Es sei yt>Oy und es 
werde die Sxtremale 



4t» 



f&r das Interrall 1 ^ 0 betrachtet, and der Widerstand, dividiert 
dnreh die Konatante C, allgemein durch J beaeichnet; spezieller sei 
Jgg4 das ISngs des Unienzages 034 gebildete Litegml, und werde 
stets der Integrationsweg durch die d«n Bndutaben J ai^eh^teten 
Zahlen angededtet. Dana ist 

wobei der Strich darauf hinweisen soll, dafs längs einer Extremale 
int ediert wird, und nach Nr. 2 ist, da längs der Geraden 03 die 
üröise x' verschwindet^ 



(8) 



femer erf^iebt sich, da den Gleichungen (7) zufolge dem Werte t 
der Punkt '6 entspricht^ 



wobei für x, y die Werte (7) substituiert 2u denken sind. Zur Veiv 
einÜAchung der Formeln wollen wir festsetzen, da(s 

sei, d. b. wir wollen die (iröfsen x, t ohne Index auf den Funkt 4 
beziehen und schreiben demgemäß 
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Dipse Grölse kann ab Fanktion von und t augeseheu werden; mau 
erhält uumittieibar 



'S4 



di 

oder, da F nach der DeÜDition f n) in Bezug auf die Argumente x'^ y' 
homogen Ton der ersten Dimension lai, 

ndor endlich, indem man zum Aoadrack bringt, dafs x und y den 
Gleichungen (7) anfolge Funktionen Ton ||^ und t nmä, 

Dft feiner die IntegistionagreiiBen Ton tmibbingig sind, findet man 

r 9F(x,y,x',y') j^_ //„ ^x , dx' dy „ dy'\,. 

Dieser Ausdruck kann durch partielle Integration umgeformt werdeUi 
indem von den Gleichungen 

cvt cy,\dtl dt\difj' dy^" dy^VdV ¥t\dyj 

Mugeht; man erhalt z. B. 

t t 

f ^^'^dt^F^.^l-fl- -.f dt 

^ ' oVt ' 0 y, Ii j/ dVt dt 

und findet schlielfllidi 



Ii 1 

also den Gleichungen (6) zufolge, die bei den Voraussetzungen (7) 
offenbar ebenso gelten^ wie wenn mau iür x, y die Werte {2) einsetzt^ 

^<^»« -p ^x i jp cy ' 
Kombiniert man dieses Besultat mit der Gleichung (8) und setzt 

so ei^eht sich in etwas geänderter Anordnung 



1 
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Nim ersieht man uxa den GlmcEtmgen (7) unmittelbar 



(10) 

(in 

da femer ofieubar 



-0, 



1, 



V («'•H-y'V"'» 



also nach (11) 
80 folgt 

und mit Berücksicliiiguug der Gleichungen (10) erhält mau 

1 



-0, 



Sodann eigiebt die Oleiehnng (9), d» offenbar 



das Beraltat 



aefatt man also 



dt 



80 folgt die für die fonieire üntersnchnng fimdamentale Fonnel 

4. Der ein&che analytische Kunstgriff, durch welchen, beilSnfig be- 
merkt, die Jacobi-Hamiltonsche Methode mit den Gnindgedankm 
von Weiers trafs über die Herleitong hinreichender Bedingungen des 
Extremnms in Verbindung gesetzt wird*), besteht mm darin, dafs in 
der Gröfse u, die zunächst als Funktion von und i erscheint, die 
Argumente x imd ?/ als im.ibhänpif?e Variable eingeflllirt werden. Um 
/,u entHcheiden, ol) und in welchem Umfange dies möglich ist, mufs 
die Fimktionaldeienuinante der durch die Gleichungen (7) als Fonktionen 



1) Kaeser, Lehrbadi der Yariatbairacbmisg (Brannseliwdg 1900), §§ 16, 
16 und 10. 
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▼Ott ^3 und t bestimmten Ausdrücke y nach den Argumenten und 
t gebildet werden. Schreibt man jene Uleickungen kurz 

so findet min unmittelbar 

Ferner gilt die schon in der Gleichuig (11) znm Anedrack gekommene 
IdentUät 

Bonut folgt 

Da nun die Werte von t, fär welche 1 ^ f > 0, betrachtet werden, 
80 ist In/ niclit positiv, die ganze rechte Seite der letzten Gleichung und 

damit die Funktionaldeterminante aUo positiT, und dies gilt 

ftr alle Wertsysteme (y,, t), für welche > 0, 1 ^ < > 0. 

In der Umgebung jedes dieser Wertsysteme können also die 
GröÜBea und i als Funktionen der unabhängigen Variabein x, y an- 
geBehen werden, und habeu stetige erste Ableitungen nach diesen. Es 
erscheint damit auch die Grofse m als Funktion von X und y, und das 
in der Formel (12) auftretende System von Differentialen dx, dy kann 
jedes beliebige vom Punkte 4 ausgehende Linienelement darstellen. 

5. Eine weitere Thatsache, von der wir Gebrauch zu machen 

haben, besteht darin, dafs jeder belip>>![r gegebene Punkt 4, <1»"JS('n Ko- 
ordinaton positiv sind, mit finom auf der positiven Ordinatenachse 
liegenden, nicht vorgeschriebenen Punkte ?> durch eine der Schar (7) 
angehörige Extrennde verbunden werden kann. Um dies nachzuweisen, 
gehen wir von irgend einer speziellen Eitremale jener Schar, etwa der 
ursprünglich betrachteten Kui-ve 12 aus, deren Gleichungen lauten: 

(13) «-yi9(0» tß-vM^' 

I4hig8 dieser Kurve durdüauft das Verhältnis y : x, wenn man t toq 
+ 1 bis znm Werte 0 abnehmen läfst, bestendig abnehmend das Inter- 
vall Ton + 00 bis 0; denn man hat 
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und der Zähler dieses Ausdruckes ist nach Nr. 4 für alle positiven, 
echt gebrochieuen Werte you / positiv; da nun t abimimit, da femer 

lim thkt^O 

und dflnmach 

00 ändert «ieh der Quotient ff:x in der That auf die angegebene Weiie. 
Eb giebt daher auf dem der Ungleichung 

(14) 1 > <> 0 

entsprechenden Teil der Kurve (13) einen einzigen Punkt, in welchem 
der Quotient y : x einen gegebenen positiven Wert, z. R. denselben wie 
iur den gegebeneu Punkt 4 annimmt Ist 6 der zugehörige Wert 
Yoa t, HO findet man demnach 

indem man die Gröfsen a:, y wieder auf den Punkt 4 bezieht, und bei 
der voransL'esetzten T-at^e dieses Punktes hat die letzte Gleichung eine 
einzige Lösung t/, weiche, für t gesetzt, der Ungleichung (14) genügt. 
Setzen wir nun 

so geht die Eztremale 

welche der Schar (7) augultört, durch den Punkt (x, y) oder 4, da man 
ffkt t^0 offenbar die Gleichungen 

X = x, Y=y 

erhalt Damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen. 

Läfst mau den Punkt {x, y) sich dem Koordinatenanfangspunkt 
unbegrenzt annähern, Pf) folgt aus den Formeln (15), dafo unendlich 
klein wlrd^ deim die (iröfge 

*(')-i',. + ^ + T 

bleibt bei positiven, die Einheit nirht uberschreitenden Werten TOn t 
oberhalb einer festen positiven Grenze. 

6. Nach diesen Vorbereitungen kann die ]''r;i<:e nach der Mini- 
mumseigenschaft des Integrals J|„j betmtwortet werden. Vom Punkte 2, 
also vom Rande der gegebenen hinteren Grenzfläche der (ieschofsspitze 
tiuti, sei in der xy-Ehane eine beliebige, die j:-Achse nicht schneidende 
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Kurve, welche nicht Extremale zu soiu braucht, nach einem Fnnkte 5 
hin gezogen, welcher wie 1 der positiven llält"t(> der Ordinatenaclise an- 
gehört; 052 ist diuiu der Meridian einer neuen Si)it2e, und es ist zu 
untersuchen, ob wirklich, wie wir wünschen, das Widerstandsintegral 
«^002 grofser als J^^^ ist. Zu diesem Zwecke lasse man den Punkt 4 
die Kurve 52 in der llichtung vun 5 nach 2 hin durchlaufen und kon- 
struiere, was nach Nr. 5 möglich ist, in jeder Lage des Punktes 4 den 
dort definierten Extnmalenbogen 34. FalloL die Punkte 4 ood 5 wa- 
sammen, so ist «nch der Punkt 3 mit Smen identisch; f illlt der Punkt 4 
in die Lage 2, so geht 
der Funkt 3 in die 
Lage 1 fiber. Darnns 
folgt, dals das Aggregat 

bei der bezeichneten 
Bewegung des Punktes 

4 mit dem Anfang^s- 
wert Null beginnt, 
wahrend sein Endwert 
die Diä'erenz 

~ J«i — Jm 

ist, deren Yoneielien 
ontenocht werden soll 
Diraes Toneichen ist 
bestinunt und damit das 
Ziel der Untenaehiing erreicht^ wenn es gdingt, über das Wachsen 
oder Abnehmen der Gröfse W bei der angegebenen Bewegung des 
Punktes 4 bestimmte Einsichten zn gewinnen. 

Es seien nun die Koordinaten des Punktes 4 als stetige, mit 
stetigen ersten Ableitungen Tersehene Funktionen eines Parameters t 
gegeben, der in den Punkten 5, 4, 2 die Werte t^, t, annimmt und 
in der Richtung 52 wichst; dann ist 

r 




und da nach Nr. 4 die Gröfse u in der Umgebung jeder Lage deq 
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Punktes 4 als Funktion von Xy y angesehen werden kann und stetige 
erste Ableitungen besitzt, so kann mau der Formel {12) zufolge setzen 

" ^rfr dif dt ~ *'dt f'dt ' 



nlsii erhält mit diesen Werten 

dW t:,/ . . dx dy 



dW r;,/ dx dy\ , , n^dx T-y . , ,.dy 

oder in der Bezeichiumg von VVeieratrafs 

Führt man in dieser Formel den expliziten Ausdruck (5) für die 
Fanldäon ein, und berücksichtigt die fielation 

80 ergiebt eine kurze Heckuung 



dt 



Da nun t positiv und 1 —t' nicht negativ ist, so ist dieser Ausdruck 

positiv oder NnU, wenn wir voranssetaen, dafo ^ und ^ längs der 

Kurve 52 nirgends zugleidi verschwinden und nicht negativ werden. 
Der zweite FUrtor des Zählers ist dann, abgesehen vom Punkte 5, von 
Null verschieden, da dies von 1 ^ gilt; versehwinden kdnnte somit 

die Gfröüäe -^^ iäugs der ganzen Kurve 52 nur, wenn überall die 
Gleichung 

oder 
(16) 



dt dt 



X 



dx 
dx 

37 ^ 



»0 



bestfindo. Nun kann man nach Nr. 4 auch t uud ij^ in jeder Lage 
des Punktes 4 ah Funktionen von x und y und damit von r betrachten; 
dann ist offenbar 

, dy _ ,dt , dy dy^^ 

dt ^ dv'^ dyt dx ' dt~~^ dt^ cy^ dx > 
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und die Oleielrang (IG) wflrde ergeben 



dr 
,dt 



c y dy. 



dx dift dx 





dx 


x' 






dt 




y 







0, 



miiliio, da die neben Btehende Fnnktionaldetenninante nacli Kr. 4 



vuu Null Teräcliieden ist, 



dt 



Oy B> consk 



Das würde bedenteni dab der Punkt 4 bei Miner Bewegung immer 
auf derulben ISxtiemale 34 ISge; da mm die Endlage dieser Enrre 
die nrsprflnglic^ betraehtete E^xemale 12 ie^ eo mtüate die Enrre 52 
in ihrem ganzen Verlaufe mit der Exlremale 12 zusammenüidlett. Ab- 
gesehen Ton diesem Falle ist aleo unter d«r eingeftlhrten YoraaBSetEong 

die Orolbe nicht negativ, Tersehwindet aber nieht tiberall, und da 



lo folgt 

(17) 



Jon — t/flij > 0. 



Diese Ungleichong gilt auch noch^ wenn die Punkte 5 und 0 za- 
aammenfaUen, d. h. wenn die dem Menden 052 entsprechende Geschofe» 
form keine Stirnflache hat, sondern yorne in eine scharfe oder ab- 
gerundete Spitae aualauft. Dann kann der Punkt 4, dessen Ordinate 
positiv sein mufste, zwar nicht in die Lage 5 oder 0 hineinrücken, ihr 
aber doch beliebig nahe kommen. Labt man demgemäls den Wert t 
Ton T| aus abnehmend g6geu die Grenze T5 konvergieren, 80 nimmt 
nach Kr. 6 die Grölse unendlich ab, das Integral <^g| nähert sidi 
also ebenso wie und unb^renxt dem Werte Null, und dasselbe 
gilt demnach von dnn ganzen Aggregate W. Nun lehrt aber die 
durchgeführte Argumentation auch jetzt noch, daGi, so lange r nicht 

mit Ts susannnenge&llen iat, die Qröfse nicht negativ ist und m'eht 

überall verBeh\\ uHlet; denn ist offenbar nicht längs der ganzen 
Kurve 52 konstant. VV äre also der Wert von W für x ^ Null oder 
negativ, so müTste diese (iröfno bei der angegebenen Bewegung der 
Varmbien r gegen eine negative Grenze konvergieren, was dem soeben 
erhaltenen Resultate widerspricht. Damit lut wiederum die Ungleichung 
(17) bewiesen. 
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7, Das Minimum des Widerstandes wird also von der Extremale 12 
geliefert, wenn mau sie mit deiyenigeii Kurven 52 vergleicht, längs 

deren ^ und nidit sngleidi Tenchwindai und sieht negatiT werden. 

Diese Beschränkung der verglicheneai Kuryen. ist aber dem ursprüng- 
lichen Sinne des Problems durehaus angemessen; denn irSxe die GrÖliNi 

stellenweise negativ, so müfsto sie in gewissen Punkten von posi- 
tiven zvi nej^atiren Werten überdrehen, und dio durch Rotation dt-r 
Kurve Ö2 eutstaudeue Flache hätte eine nach der Bewegungshcbtung 

offene, ringfOiiiuge Vertiefung. Ebenso hätte diese Flache^ wenn ^ 

das Yoneichen wechselte, wulstfÖrmige Auswüchse oder Vertiefongen, 
welche sieh seokredit aar Bewegungsrichtong erhoben oder 5fiiieteii, und 
würde nieht in ihrer gaaa^ Ausdehnung da* Bew^^aagsriditung m- 

gewandt sein. Ein wechselndes Vorzeichen einer der Gröfsen , 

würde also auf solche (ieschorsfnrnien fiilircii, Ix'i denen, wie schon 
August hervorgehoben hat, das Newtousche Uesetz der Druckwirkung 
nicht mehr angewandt werden kann. 

Zum Schill fs sei noch darauf hingewieseu, dafs die in Nr. 6 vor- 
ausgesetzte Stetigkeit der Gröfsen f^^, ^ Ktutc 52 die prak- 
tisch wohl immer zdassige Beschiinknng auferlegt, lAerall eine sieh 
stetig ändernde Tangente an besitzen. Aber die abgeleiteten Differential- 
formeln und die an sie geknfipften Schlüsse bleiben auch fOr Kurven 
mit beliebig vielen Ecken gültig, wenn die übrigen Vorauasetaangen 

der Nr. 6 festgehalten werden, und die Grölsen nur, ohne 

überall stetig zu sein, gewisse leicht augebbure Eigenschaften besitzen, 
die in § 17 meines Lehrbuchs genauer besprochen sind. 

Berlin, deu 5. August lUOl. 
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Gleichgewichtsbedingungeii für vier Kräfte, 

die senkreclit zu einer starreu Geradeu wirken. 

Von U. SCHUBEBT in Hamboig. 

Es beaeiehnen: 1) jp,, p^f jp,, di« Intensitilten der vier Eiifte; 
2) €iff a^f a^ die Winkel, die ihre Richtungen mit einer beliebig 
ge^blten Anfimgariditaiig bilden; 3) i'^, l^, l^, die Entfernungen, 
die ihre auf einer starren Geraden ff befintlliclien vier Angriffoponkte 
von einem beliebig auf fj gewählten Anfangspunkte haben. 
Daun sind die Bedingungen des Gleichgewichts: 

cos tti + j)j cos ß, + cos Kj -f }l^ cos = 0 , 
j\ sin f. j + JK sin «j -{- sin «j + p^ sin aj 0 , 
p, ?j cos ffj + 2>2^e ^'<*s f^j 4" jPs/s cos er, -f j)^ cos = 0 , 
pjj^ sin Oj + 2hh ^ + Ihh + J>4^4 8in «4 — 0 . 

Diese vier Gleirhnngcn bestellen zwischen nur acht wesentlich 
verschiedenen nröl'sen, niinilich drei Winkeln, da drei den vierten be- 
stimmen miiiiseu, drei Inteusitätsverhältnissen und zwei Al>stan(lsver- 
haltnisseu. Eliminiert mau daher die Winkel, so mufs eine lielatiou 
«ntsttthen, die allein Ewischen den bteoflitiiten der KriUte und den 
Abstaoden ihrar AngrifiBpunkte beefeehi Diese bratet: 

Pl ih - h) ih - 's) (h - h) + Pl (l. - h) (l. - h) (/, - ^4) 

+ Pl - h) (^3 - h) (h - ) + Pl (h - h) ih - h) ih - ^3) - 0. 

Wenn die vier Angriöspunkte symmetrisch liegeii, so dafs 
— ^ = — ^4 und h — h'^h ~ h ^^^} spezialisiert sich diese 
Relation (pj - pj) (l, -1^ = (pl - p^) («, - /,) . 

Anderers^ts mnfs aber dnrcb Elimination der Kraft- Intensitäten 

eine Relation entstehen, die nur zwischen den Winkeln und den Ab- 
ständen der Angriffspunkte beHteht. Diese Relation, die man durch Eli- 
mination von PifPf, Pt,P4 aus den vier Bedingungsgleichungen erhält^ lautet: 

sin (a, — a,) _ sin (cf, — «,) Zj — 1^,1% — 's 

ein (cf^ — ffj) ' sin (a^ — a,) — 's * ^ — h 

Diese lielatiou sagt aber nichts anderes aus, als dals die Winkel, 
unter denen die Kraftrichtungen zu einander geneigt sind, dasselbe 
Doppelverhaitnis haben, wie die Strecken zwischen den Angrifispunkten 
der entsprechenden Erifte. ffierans folgt der Sats: 

Warn vier Eräße, dU saikredU jtu emer skuren Geraden «wrfte», 
sidi das Gleichgemdit lullten^ und man zieJit in einer zu ifircn Richtiu^en 
parallelen Utcne durch einen Punkt vier Parallele zu diesen Itiehiungcti, 
so n-häJt man vier Strahlen, die projektiv e» den vier Angriffspunkten 
auf der stamm Geranien sind. 

Hamburg, den 24 AprU 1901. 



Vereinfiaclite L^ung dar Eulerschen Aufgabe: 
«• + »• + «• + »»«^0. 

Von K, ScHWEBiNG itt Köln. 

Diese Au%abe ist Ton Euler in seiner Algebra^) gelöst worden. 
Die gegebene LÖBiing Ist ettrae nmstSadlieh und lifiH; niekt leidii «ay 
kamen, ob die azuclieiimid wQlkfirlidieii GrSJlswii bei Abiudenmg ihr» 
Werte zo neuen Lösungm fUireiL oder nidit. An diese LSning knüpft 
Binet*) an (G. B. 12, 248, 1841)} mit dieser Note werden wir uns 
weiter unten soseinsnderseteen. Ich glaube eine von nur gefundene 
Losung TeiSffentlichen su sollen, weil ich sie für eine wesenüiche 
yereinfiMdmiig der Bulersehen Lösung hälfe und die Au^be an sich 
höchst elegant ist, 

loh behaupte, dals die ellgemeinste Lösux^ in folgenden Glei- 
ehongen enthalten ist: 

(1) x^ma — H*f ym — mß-^n*, f » — ««c -|- m*, © — «/J — m» 

Die Zahlen a, ß, n sind nur durch eine Gleichung verbunden : 

(2) + /3«-3»»n. 

Zunächst überzeugen wir uns durch Ausrechnung, dafii (I) und (2) 
wirklich die Au^abe lösen. Wir finden: 

+ + + tJ» -(«»-«•)(«• -/l^ + (3«n*-3m*»)(«-/S), oder 

as» + y» + *« + «» = (m» - n»)(a - /3)(a» + aß ß* -Bmn). 

Damit ist dirso Rchauptunfif bewiesen. 

Jetzt liubeii wu noch zu zeigen, dafs die Aufgabe auch in allge- 
meinster Weise durch unsere Lösung erledigt wird. Angenommen, es 
existiere irgend dne Lösung x, y, z, v. Wir werden zeigen, dab sie 
in den Gleichungen (1) und (2) enthalten ist> d. h. wir weisen Werte 
a, ß, m, n angeben, welche die vorgelegte Lösung hcarorbringen. 

1} Deflgl. in Kuleri opera minora ooUecte. Fetrop. 1B49. Tom. I. p. IWW. 
8) £aojklop. d, matbem. Wiauaach. 1, 67S. 
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Wir finden leicht: 



(») 

Folglich 
(4) 




nx + me — ny — mv =• m 



also 



(5) 



Setzen wir nun 



so folgt ans (4) 

-i- y)- x(ff + = (j' + yY + (t? + jer)») . 
Oder mit Bücksiclit auf de* + ^ + + 0: 



9xff{x + y) + öü«(v + j) 



Diese Gleichung ist aber immer rational lösbar. Denn mau braucht 
den Zahlen y, z, v nur einen bestimmten gemeinsamen Faktor X so 
geben^ um für d- sogar den Wert Sini nt erhalten. Ist 9^ gefondaiiy 
so liefem m => -\- y), n » — + ') ftlr m « Bogar, wenn 
es Terlangt wird, ganssslilige Werte, und dann erhSlt man « nnd ß 



Bieimit ist bewiesen, dab jede rationale L5snng in der Ton nns 
gegebenen enthalten ist Wenn m, m nicht gsnie Zahlen sind, 
so kOnnra sie dnreb Multiplikation mit einer bestimmten ganzen Zahl, 
dem Hanptnenner, ganzzahlig gemacht werden. Dadurch wird den 
Werten y, /, v nach (1) ein gemeinsamer Eaktor, das Quadrat des 
vorgenannten Neoners beigefügt. Dieser kann zum Schlufs wieder ab- 
getrennt werden. Folglich erhält man alle ganzzahligon Lösungen, 
wenn man m, n alle /AilIlsBigen ganzen Zahlen durchlaufen lälst. 
Wegen (2) kann man für m und » aufser 3 nur Zahlen wählon, welche 
PriinzuhU'n von der Form ü|> — 1 nnd eine ungerade Potenz von 2 
ak Jbaktoren nicht enthalten. Für m und n sind also nur zulässig: 

1, 8, 4, 7, 9, 12, 18, 16, 19, 21 n. s. w. 

Bäspide: m=l, a« + a/J + = 

Dann sind folgende Annahmen möglich: 

«==3,-3,0,0,3,-8; /I - 0, 0, 3, - 3, - 3, 3u 

AvaMv da« MMlMMatik osA Phgriik. m. 1Mb*. IL 19 



ans (8). 
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Muu tiiidet folgende Lösungen: 

««- — 6,-12,-9,- 9,- 6,-12, 
jf-. 9, 9, 6, 12, 12, 6, 
f--8^ 10, 1, 1,- 8, 10, 

V — — 1, - 1, 8, - 10, - 10, 8. 

Unter diesen sind 3 Terschieden: 

9«-8»+6«+l» 12» + l«-.9>+10» 6«-5»+4» + 3» 

Pör m « 1, n = 4; u ^ -~ 4, ß ^ 2 wird: 20» = 17' + 14' 4 7'. 
Fflrm-%n-4; «-6, /J--6 und «--6, ^ = ü wird 

34» + 2»-38» + 16», 54» + 9»- 33* +16» 

Far« = 6, /? = 0: 16» + 2»- lö'-f 0». 

Um auch ein BeisjM' 1 ler Zurückfühiruiig einer gegebenfu Ijösuug 
auf die hier gefundene Korni zu haben, wählen wir das von Euler 
op. min. coli. Petrop. 1849 mitgeteilte x= — 12, f/=.'i9, ;r r 34. 

Mau ündet ^* = 151 : 33- • 2ö. Folglich erteilen wir den jc, y, i' 
den gemeinsamen Faktor k — 151 • 26, woraus ^ » 1 : 33 • 26 wird. 
Dann folgt 

m-- jg^.l51.26 . 33.--löl, «--3101. 
Nun ergiebt sicli 

— 161. 26 -72 + 9 . 161* « - 9 • 161» — 26 151 39 « tiit 

« --^^j 9. 67, ß 3.116. 

Die AoBreehiumg ergiebt richtig + «/3 + 3mn. 

Yon liohem Interesse ist die Frage, wie unsere Lösung sich 
umformen wird, wenn eine der Unbekannten verschwindet Defs die 
entstehende Gleichung or» -f jer" rational nicht lösbar 8«n kann, 
sagt der berühmte Fermatsche Satz. 

Setzen wir also eine der Unbekannten gleich Null, etwa y — 0, 
so folgt ^ ^ I daher 

a* + — « =- 3i»» — ^ • 



Damit diese Gleichung rational Bei, muXs 3»(4»n' — »') ein Quadrat 
sein. Dies ist f(ir m » » 1 der Fall, was aber zu einer nichts- 
sagenden Lösung führi Nehmen wir aber e. B. in««>l, n^2f so 

wird ^ = 4, a = - 2 + 1^6. Wenn man also Zahlen von der Form 
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a + 6f y6 xnlSbi^ kann man die Gleiehimg + ü* rational Ifiaen. 

Eine aolcbe LOsong iat s. B. 

(♦y6)» + (l-.-]/6y=^(l-fi|/ö)'. 

Wir bemerken, dafa die ünmdgliehkeit iE* «- y* + rational an 
Ideen, genau Ton denelben Tragweite iat wie die UnmSgUclikeit^ 
3ii(4m''-«*) an einem lationalen, Quadrate an machen, also naeh 
Diriaion mit «*: 

(7) ^-12a!«-3 

in rationalen Zalilen zu lösen. Ersetzen wir y durcii so kommen 
wir auf 

(8) 4«» - 1 + 3yl 

Die einfiielien Angaben (7) und (8) sind alao in rationalen Zahlen 
niekt iSabar, abgesehen Ten den LSeuiqpen \, y ond x^l, 
y — 1, welehe den Charakter der Singularität keineBwega auf den eraten 
Blick an erkennen geben. 

Die von Einet gegebenen Formeln, — ieh Terdanke dieae Be- 
merkung Herrn E. Lampe — gaheiL in die obigen (1) fiber, wenn 
man m « 1, » — a* + 3ft*, « — « — 36, /5 = a + 36 setzt und die Vor- 
aeichen Ton x und y ändert. Wesentlich ist hier allein die Annahme 
m = 1] denn, dafs n in der Form -{- 36* dai^tellbur ist, folgt ans 
bekannten Sätzen der quadratischen Formen, da + aj3 + /?' »= 3», 
(2k + + 3/3' ^ 12» ist, also 12« keinen Teiler von der Form 
dn b haben kaun. Es fragt sich nim, ob die Binetsche Lnaung 
the allgemeine ist. Wird die (iaiizzahligkeit') verlangt, so ist dies von 
vornherein nicht sehr wahrsclicinUch, da aus Gleichung (ö) sich er- 

giebt ^ mtUaten alao die 4 Zahlen x, ff, ß, v aich 

mindeatena anf eine Weiae immer ao in Gmppen von je Ewei ordnen 
laaaen, daTa die Snmme der einen, e + 'y ^m genanea ^elfiudiea der 
anderen, a^ + ff» wBre. MerkwUrdigerweiae trifit diea^ ao ikA ich aehe, 

hei den Eulerschen Beispielen zu, z. B. 3, 4, 5, — 6: 4 -f 5 iat 
teilbar dundi 3 — 6; 3 -f 4 dnrch 5 — 6; 3 + 5 durch 4 — 6. Ebenao 
fax 1, 6, 8, — 9. 



t) Hinet (C. R. 12, '240; sapt nur: iiinsi ifs dernitTes vulcurä de .r, 

y, x\ y'tlüuueea par Euler couuue particuiieres peuvcut daiiä tou» ie« caa teuir lieu 
de» ezfneiBiena qni xenfennent qnsbe lettres, ik xm faeienr prt« eominiui anx quin 
Ttlenrs, facteur qui peut toujour« etre dcartÄ ou rfintroduit ;\ vulont«' quand il 
a'agii de satiafiBii« a ane ^aation homogene teile qae + ^'^ + y '-" 

19* 
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Indes genügt ein einziges Beispiel, für welches eine solche Chrap- 
piernng nieht möglicli iai, sur Widerlegung. £m solches ist 

411.7, /l-ll; x^ — nS, #--65, 9-d4 

u i !/--21; x-^e 168; a; + r = - 19, 

r-i-Ä- 39jy + »= 186; y + « - 37. 
Folgefade Gleidumgen mögen noch erwShni werden: 

Trier, im Jannor 1901. 
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Anwendnng des AbeUoheii Tlieorems auf die Lösung der 

diophantischeii Gleichungen 
aj* + ^1/» = und a?* -f- 1/* = ä*. 

Von K. SCHWEBCffa in Köln. 

lu^ einer Programmabhandlung Düren 1898 habe ich den schon 
Ton C. 6. J. Jacob i bemerkten Zusammenhang zwischen dem Abel- 
schpn Theorem und gewissen diophanti^olien nipiVliungen näher er- 
forscht und durch einige Beispielf» erläutert. In der folgenden Mit- 
teilung sollen zwei weitere interessant*^ I^pispiele gegeben werden Die 
Gleichung ar* + i/* = s-' behandelt Legen dre iu seiner Zahlentheorie 
(Deutäch«' Ausg. 2. Teil § 13 S. 110^ und zwar in der anscheinend 
allgemeineren Form .i^ -f a\f ^ hz^. Er nimmt an, dals eine Lösung 
der Gleichung bekannt sei, und leitet dann aus dieser Lösung eine 
neue ab. Das ist nun auch bei der Anwendung des Abelscfaen Sftfases 
nicLt SU niogeheii; dar Yorieil bwlebt bei dieser BebandlimgBfreiBe 
darin, dafii auf den ZusammenliaDg d«r abgeleiteien LOsoogeii mit der 
ursprünglichen helles Licht fällt 

Wir aetun 

(l) {mx-\-nf-3^-\=^ (»»- l)(x - a){x - /8)(ar - y). 
Dann wird 

ma + H»» 1, m/l + « = Vi^+T. 

Hieraus bestimmt man die Werte Ton m und n. Bildet mau nun in 
(1) die Koeffizienten von x- und x und nimmt ihren (Quotienten, %q 
folgt: 

Setzt man in diese Gleichung die fiOr m und n gefundenen Werte ein, 
80 findet mau 



286 K. Scmuiio: 

HieraaB wird Gii ß 

y — vv + 1 -,-+,.. Vi + 

Bereclmet man aus (1) my + n, so folgt 

(KS V 3 . r - ßv^'^)' + i)* . 
W > + 1 -= — >^ rrj — 

Hieraus ergiebt sich, dafs chic Lösung der Gleichung + 1 = y* in 
ganzen Zahlen sofort durch (4) und (5) unzählige neue Lösungen der- 
selben Art liefern würde. Aber damit würden wir nur auf eine lisgBt 
ab uuUtebarea Problem erwieeene Aufgabe gefühlt werden. Nim Imm 
aber oneere Gleicbang 

(6) + 
in die Form 

treten. Setzen wir a-»^yj4, so ist zwar a hul dvi Irnitiuuaiität \ A 

behaftet^ aber Vm- «' ~ - isfc wie rational Die Gleiehong (4) 

zeigt, dafin dasselbe für y gill^ und die Gleicbuiigen (3) und (5) zeigen, 
dafs ans nvei Lösungen si<di eine weitere abnlicher Art znsammensetsen 
lälst. — Nehmen wir das Legendresche Beispiel 

so finden wir die erste Losung: x \, y 1, ir — 2, aus welcher sich 
af=— 4^ y^S, 5 und dann durch die Annahmen «=v^, ^ = — |.y7 
sofort X ^ llf ff^dSfg^ 73 eigiebi Die YerrierfEU^ung deo Argu- 
ments ergiebt 

1256» -h 7 . 183» « 126Ö». 

Dieselben ZaUwerte hat Legendre. Es sei noeh bemerkt^ dab Le- 
gendre die Gleidiung a;* + ^ ^ 6«* fior unmögliidi halt (art 334). 
Dies ist ein Irrtum. Die kleinete Losung ist 17,, 37, 21. Encykl. d. 
Math. I G 1 8. 572. 

Schreiten wir jetzt zur Losung der zweiten Au^be, welche TOn 
Euler Comm. ar. 1. pag. 207 bdiandelt ist. Wir setzen: 

(7) i;» + 1 — (iHX 4- ny = {x - a^){x — a^){x — a,). - 
Die Kechnung ergiebt 
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Daher für Oi » «: 

Bereclutet mun ma, + so finde! man 

(XO) _ y'jjj _|_ j _^ " i^j + «i + + ^ ''i '^»Jli + «t* - ^ 

also für 0^ « 

(11) ^y;^-:^r,_«'+^o«»-8^ 

^ ' 8(ft»+l)|/«»+ 1 

Dip Wurzelzeichon haben positive Werte. Wenn cfj und «, stetige 
Variable sind, ist dag negative Zeichen links in (10) und (11) nicht 
wiDkürlich. Nach Quadrierung ergiebt sich aus (11) mit liilfe von (9) 

(12) (a« - 8)»a» + 64^«' + I f - («« + 20a' - 8)«. 
Hierin liegt die Losung der Gleichung 

(13) + = ^, 

ar — o* — 8«, y-4(a»+ 1), # — «« + 20«» — 8. 
a^l, 1, ff^ 8^ f«> 13; 

3, 57, 112, 1261; 

4, 56, 65, 671; 

5, 65, 56 , 671; 

6, 312, 217, 6371. 

Es ist bemerkenswert, dafs nnsere Methode ohne den mindesten Kunst- 
griff direkt auf die Lösung führt 

Wir bemerken noch, dafs z sich folgendermafsen daratelleu läJiit: 

IT - («» + (1 - y^y)(^ + (1 + vä)») ; 

jr bat also den FUrtor (« + 1 - + 1 +yS) » «*+ ^«-2, und 
x-^-ff^t^-^ 4«* » 8« + 4 ist das Quadrat dieses Fakten. 

Wenn wir uns nach den Tnnasendenten umsehen, deien Additions- 
theoreme wir entwickelt haben, so ist diese fVage fOr die zweite Auf- 
gabe keiner weiteren Brdrterang bedflxftig. Wir haben die Umkehrung 
des Integrals tot uns: 

Für die erste Aufgabe setzen wir 

Mix)^ix-a)(x-ß)(x-y), 
(w* + »)»-«»- 1 - (m» - 1)Ä{«), 

also 

3(wx + nfm - 3^:- = (m» - 1)-R'(*)- 
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Dagegm fttf « — «i wenn wir nach « differentiieren: 

w« + « = y -\- 1, 
«dm + — — 

V(mo4-n/ / ' 

oder 

iV-l)Ä'(«)""(ma + n)>" 

Dieselbe Glfichnng hostobt für ß und Addieren wir die 3 Gleichuil> 
gen und beachten, daSa in leicht ventandlicher Bezeichnung 

so folgt: 
Setmn wir abo 

J V(a?»+I)« 

so haben wir die gesuchte Transzendente Tor uns. 
Trier, im Januar 1901. 
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über eine einfache konstruktive Ennittelnng der i^Uieclieii 
Ebenen für Kegel nnd Oy linder. 

Von ti£0B6 Majcen in Agram (Kroatien). 

Nicht ohne Grund hatte R. Sturm in seinen Elementen der dar- 
etellendeu Geometrie'' auf die Wichtigkeit der kotierten Projektion hin- 
gewiesen. Es treten bei dieser Projektionsmethode Verhältnisse auf, 
die andenwo unbemerkt bleiben. 

Im folgenden will ich eine ein&che, ens elementuen OpenttioneiL 
BoeammengeBtellte Eonstniktion der cykUechen Iibene% eowofal denn Be- 
gründung, als anch einige dannB gezogene Folgerungen in Kflise dar- 
stellen. Diese Konatnüction irt in der kotierten Ftojektion durehgeftthrt» 
kann aber auch fUr den Fall der Annahme SEweier Projektionsebenen 
angewendet werden. Es ist dann hierbei keine Tnauformation der 
F^ojekfcioneebene notwendt|^ wie es meietena geaehieht^ wenn der Kegol 
nicht gegen jene eine speziene Lage einnimmt 

Die Basis eines geraden, elliptischen Kegels (x) sei e mit den 
Achsen ÄA' und BB', seine Höhe KO == (F)0. Wir wollen die Lage 
jener Kreissehuittebene (y) dieses Kegels feststellen, welche durch den 
Scheitelpunkt (B) der Basisellipse hindurchgeht. Aus bekannten 
Symmetrieverhältnissen folgt die Trace y' der Kreisschnittebene {y) 
auf der Basisebene als eine Tanc*ento in 7? an e. 

Den Kreisscliüitt (k) in y und die Ellipse u fassen wir als zentrisch- 
kollint iire Kurven auf. Die Tangenten an diese in ihren entsprochenden 
Punkten, d. h. in iliren Schnittpunkten mit derselljcu Kcgelerzeugenden 
schneiden sich in der Schnittlinie y' beider Kurvenebenen. 

Die Erzeugende VA des Kegels schneidet die Basis in A, den 
gesuchten Kreisschuitt in einem Punkte (t. Es wirtl also dm Tangente 
{g) au den Kreis k im Punkte G die Tracc y' in einem Punkte T 
schneiden, welcher offenbar In der Tangente r' der Ellipse in Ä liegen 
mnfs. Die vom Punkte T an den Kreis k gezogenen Tsngcuben TB 
nnd TG haben gleiche LSngen. Es handelt sich sonadi am die Er* 
mittelung dee Panktes G nnd setner Hdbe Uber der Basisebene, 
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Wir legen die Erzeugende (^iK) dfis Kegels um die Bildflächentracev' 
der Tangpntialoboue länj^ dieser Erzeugenden in die Projektionsebene 
um. Die uni<^ele^e Erzeugende (i^) TAWt mit der jj^rofsen Achse der 
Ellipse zugammeu. Den gesuchten Punkt iO\ auf { finden wir also, 
indem wir TB -= T{ (i) nmehen. Aus {(r) bekommen wir die Pro- 
jektion dieses Punktes in (t^, wenn wir die Erzeugende i abernials 
umlegen und zwar um die Trace ÄO der Symmetrieebene des Kegels. 
Hierbei gelangt der Mittelpunkt desselben nach (F), wenn (F)0 die 
gegebene Höhe des Kegels darsteUi 

Der Punkt {G] kommt in der neuen Uralegung Ä{V) der Er- 
zeugenden i nach (Cr'). Man erhalt sonach seine Projektion im Punkte 
G| dar Gendeii eia«r PMgektiou der Eneogend«! t. 

Die Ereietuigeaite g 'm G hat 
man daher am y' uiundege&. Ea 
geschieht dies auf bekannte Weise 
mittelst Übertragung der Stracke 
^1(^0 von bis Q'^ auf die im 
Punkte auf {Q^8 errichtete 
Senkrechte. Man macht weiter 
.SYfV und hat in der Ver- 
bindungslinie TGq die gesuchte 
umgelegte Tangente g^. Es sind 
also vom Kreisschnitte (Ar) zwei 
Tangenten g^^ und y' nebst dem 
Berflhnmgspunkte B in dieser be- 
kamit; somit ist die Umlegung 1:^ 
bestimmt. Die Höhe des Punktes G über der Basisebene stellt die 
Länge G\, «iar. Zur Kontrolle eignet sich auch der Punkt P des 
Kreises K für die Bestimmung der Kreisscbnittebene y. 

Läfst mau die hier zur Begründung der Konstruktion heran- 
gezogenen Nebenkuustruktionen weg, so vereinfacht sich jene Kon- 
struktion folgendermafsen. 

Maoi beschreibe aus T mit dem Halbmesser Tß einen Bugeu BGq, 
welcher die groHse Achse der Ellipse in {G) schneidet, und aus A mit 
dem Halbmesmr A{G) eian Bogen {G){G') bis sum Dnnshsfllmitie 
mit der am AO umgelegten Erzeugenden A{V) des Eegela. Man falle 
eine Senkrechte ans {G') auf y', welche den Bogm BG^ in Gq und 
die grofse Achse der Ellipse in schneidet De r Ponkt G^ ist die 
Projektion eines Punktes der Ereisschnittebene und Gi{G*) seine Kote. 

Ist die <^klische Ebene für einen Gylinder m bestimme, so ver^ 
fthre man auf dieselbe Weise. Die Konstruktion Tereinfacht sich in- 
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soweit, als die Taii^^te g bei der Umlegung um y' mit t' zusammen- 
fallt Der Pimkt G bat hierbei seine Projektion in A, und seine Kote 
findet man als die Yon dem Bogen (fiyiß") auf %' eingesclmitteue 
8traeke 

Wie sehon oben erwibnt, bleibt dieee Konstraktion ftlr beliebige 
Lagen einer zweiten Projoiktionsebene unTeriüidert. 

Da der Punkt G in einer SjmmeMeebene liegt, za wddier 
aacb die beiden Scharen eyldiscber Ebenen y symmetrisch sind, so 
wild man die durch den Funkt G gehende cyklische Ebene der zweiten 
Schar als die dar eben bestimmten Ebene y symmetrisdie Ebene in 
Besag auf die Ebene ^OF erhalten. — Die Bogen BG^ und {ß){G') 
bleiben für alle geraden Kegel Aber derselben Basisellipse e konstant 
Denkt man sich daher das Dreieck AOiV) um J.0 in die raomliehe 
Lage aarttckgedreht, so kommt der Punkt {G') nach (r, und man kann 
sagen: 

Tifigt man Tom Sdieitelpnnkte {A) der grolsen Ellipsenachse auf 

die Erzeagende VA des Kegels (F, e) die Strecke AGj welche man als 
eine f^nrmM* Kathete im rechtwinkligen Dreiecke erhmty dessen eine 
Kathete die halbe kleine (AT) und dessen Hjpotmuse die halbe 
grofse Ellipsenachse T{G) ist, so bestimmt der Endpunkt G dieser 
Strecke mit den beiden an die Ellipse in den Scheitelpunkten der 
kleinen Achse gezogenen Tangenten die beiden Stellungen der ejklischen 
Ebenen des Kegels. 

Jene ,,zweite^ Kathete ist aber gleicb der linearen Exzentrizität 
der Ellipse, es folgt demnach: „Trägt man vom ScheUdpmkk (A) der 
grofsm Ett^psmatAae m4 die Erteugende VA des Kegeb^) die JSx- 
McniriMUäi der BasisiXlipee auf, so besHmmt ihr End^pyrnkt mit den beiden 
Tangenten in den Scheitetpimk^ der Meinen Adw heide Slälimgen der 
egidisikm Ebenen jenes Kegeis (V, e).** 

Wir bemerkten, dafo der umgelegte Kreis die Gerade im 
Punkte Gq berOhrt, so dafs die Lange der Senkrechten in Go auf 
bis zu ihzem Durchschnitte mit OB den ^dbmesser des Kreises 
darstellt Dieser Halbmesser wird ein Maximum, wenn G^ die grSbt^ 
mögliche Entfernung Ton OB einnimmt Es geschieht dies, wenn 
Gq in v' hßg^, d. h. wenn (F) unendlich weit entfernt ist Da G^ 
immer auf dem Bogen BG^ liegt, so wird fSr diesen Fall der Hslb« 

messer des Sjewes gleich TB, oder gleich der halben grolsen Adise 
der Ellipse. 

1) Oder Cjlindets, siehe oben. 
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Kimmi dagegen die Höhe des Kegels etetig ab, so wird die Eni- 
fenrang ((?') Gi dee Pnnktee G Ton der Projektiooeebene immer kleiner 
und wird schliefslicli den Wert Null annehmen, sobald die Höhe des 
Kegels Null wird. Für diesen Fall haben wir den Punkt {G") im 
Punkte (G), als in dem Durchschnittspunkte beider Bogea BG^ und 
(G)(6r') zu Buchen. Im Punkte {G) ist dann auch der zugehSrige 
Berührungspunkt Gq der Tangente r/^, zu suchen. Diese erhalten wir 
in der Verbindungslinie T{G). Die in (G) auf T{G) errichtete 
Senkrechte Bclineidet OB im Mittelpunkte tles /ugehörigeu umgelegten 
Kreises. Es ist dies der kleinste unter den Kreisseimitten durch y' für 
dieselbe Basisellipse c. 

Setzt Her Mittelpunkt (V) des Kegels seine Hewegiing auf VO 
aiikr der iVojelctionsebenc fort, so resultieren verschiedene in Bezug 
auf die Projektionsebene gegen die vorherigen symmetrische Lagen 
von cyklischen Ebenen. 

Bei dem Durchgange des Mittelpunktes V von der einen auf die 
andere Seite der Projektionsebene (also fOr einen Kegel, dessen Hohe 
{^idi KuU ist) ist der lEreissdinitt ib ein reeller Kreis mit einem 
Minimum des Ibilbmesseis. Itfaa erhSlt diesen, wenn man von A aus 
die Exientrüul^ bis ((ij auf die grolse Achse auftragl^ den erhaltenen 
Endpunkt (6) mit T yerbindet und auf dieser Verbindungslinie in (6) 
eine Senkrechte bis som Durchschnitte mit BO «richtet. 

Es stimmt dies mit der obigen Regel ttberein. 

Agram, dm 15. Januar 1901. 
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über die arithmetisclieii Eigenscliafteii der ^aktorielleiL 

Von K. Hknsbl in Berlin. 

Wenn mm die gansen Zahlen naeli steigenden Potenzen einer 
gegebenen Prinusaiü p entwickelt^ eo kann man sehr etnÜMfa die höchste 
Potens bestimmen, welche in dem Produkte 

(1) m\^l-2'Z*'*m 

enthalten ist^ nnd zngleieh die Zahl 

finden, der m\f dividiert dmndi die höchste in jenem Produkte «ddoltene 
Potenz T<m j), modnlo p kongment ist Die erste Aufgabe hat schon 
Legend re, die aweite auf einem anderen Wege Henr Stickelberger 
(Ifath. Annalen 87, 342—343) gelost. 
Es sei f&r die Zahl mi 

die SntwickeluLig uacb Potenzen von p, so dala: 
(2*) m - 1 (p - 1) + (p - 1) p + . . . + (p - 

die Darstellung der uUclist niedrigeren Zahl m — 1 ist. ESbenso seien 
für die Produkte (m — 1)1 und ml 

(3) im - 1)1 - » H- . . 

mt — Xp*^ H 

die bezfiglichen Entwickelungen nach Potenam von p. Dann folgt aus 
der Gleichung «i'(if»^ 1)1 » ml unter Benutaong Ton (2) und (3): 

(a,;/ + • •) (^m- 1 + •••) = -^m/"* + • • 

aläo ergeben sich durcli Vergleicliuiig der Aufaugsglieder auf beiden 
Seiten die Belatiouen: 

(4) An = a,. • v4« _ 1 (mod. p) , 

l^m — — l — * > 

durch die in Verbindung mit den üil'eubar richtigen Anfangsgieichuugeu; 
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jene beiden Zahlen A,„ iitkI u„, eiudeutig bestimmt sind. Uierwui er* 
giebt sich aber ohne weiteres, dafs für jedes m: 



(5^ t^^ 



p-1 



= 1)^ 0^1014. il ... (inod.p) 

ist Emmal nSnilidi gehen jene Oteichnngen flr m 1 in (4*) Aber. 
Berechnet man aber zweitens di^ beiden Zahlen nach (5) fttr die in 
(2*) betrachtete nSdutvorhergehende Zahl m — l,80 wird: 

(>«-l)-((|,-l)«4-(a,-l)^a .^ ,+ --) 
I« — (a . -f «, j. 1 + • • •) 

p— 1 

und xweitens miter Benuhrang des Wilsonschen Satses: 

(5»-) (- l)''m-i((p - Ij!)' ^fl,. - l)!a,+ il- . . 

= (- l)"-.-i + '(a,- l)lo,+,l... 

und die so bestimmten Zahlen Am, Äm-t, ftm, ertttUen offenbar 
wirUidt die Gleichungen (4). 

Es ergiebt sich also der Sats: 

Ist 

m — Oo + OiPH (-»rP^ ifi<'f^*p) 

die Entwichelnng einer beliehigen Zahl m nseh Potensen y<m so ist: 

(6) « ! - (- p)^ ■ («0 1 o, I . • . ö^I) + . . 

wenn iu dieser Eutwickelung der Exponent ^a, des Anfangsgiiedes 
durch die Gleichung: 

«—('«• + «1 + + 

M Ilm —t 

bestimmt ist. 

Beachtet man endlich, dab offenbar: 

[^] — «» + a»+i 1» H h Orj»^-* 

ist, wenn \u], wie gowohnlich, die gröfste in dem Hruch«^ a oiitlialtfiie 
gauze Zahl bedeutet, ho ergieht mch leicht für die in (ü) angegebene 
Zalil /tm die gewöhnliche Darstellung: 

wo die Summation beliebig weit fortgesetzt werden kann, da alle auf 
[^J folgenden Zahlen von selbst Noll sind. 

Berlin, den 6. April 1901. 
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On the Potential of a Single elieet 

By T. J. Va, Bbomwicb (Gambridg«^ £iigUuid.) 

In ortlfr to find the discontiuuities in the first derivativf"^ of the 
potential of a double sheet, Poiiicare discusses') tho secoiid derivatives 
of the potential of a siiigle siieet; so far as I kiiow it has not heen 
remarkrd that these dis(X)ntinuitie8 can he easily found by the sinijde 
process used hy Weingarten in the determiiiation of the diseontmuities 
of the second derivatives of the jioteutiai of a solid niaas.-j Wein- 
garten lias applied the saine method to other physioal problems.') 

For simplicitj, take the axis of 2 as normal to the surface with 
which the Single sheet coincides, and the origiu in the surface. The 
positive tlirection of z is supposed to be froni the inside towards the 
outside of the surface.*) Then, if the origin is an ordiuarj point of 
ihe surface, the equation to the surface takes the form 

in ihe Bdighboiirhood of tbe origiiC Let 6 he the sm&MHlenflity of 
the theet at (x, m) and let (^^^^, ^y)o ^ Talnes of 6 and ita 
first deriTatiTea at the origin. We denote by Vq, V^, the valnes of 
the potenÜal of the aheet, outaide and inaide the mahcej respectiTely. 
Also we write for hrerity 

"» T ex T« ' *» " ~ Bf ' dt di * 

«. « _ lir». _ iin etc. 

the tbIhm of all these qaaatitiea bemg esthnated et tiie origin. Then 
cur Problem is to lind u,«, u«, ... in terms of a, 6, A, 9^ \^q* (^)s* 

1; Potentiel Netvtonien, pp. 232—262. 
S) Aeta Maäiem0iiea, 10, SOS, 1887. 
8) Ardth der Math. u. Phys. (3) 1, 87, 1901. 

4) If tbc surfaoo U not closed, the temiR „inside" aad „Quttide" msy he 
ued arbitrarilj to diBÜnguliili ihe two sides of the surface. 
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At a poiut {Zf z) the quanütj 

1^ - ». + a?i*,* + y»,» + + + + y«»», 

if the pumt is on the surface aud if \x\y \ y\ are so small that J*, ary, y* . . . 
can bo n^ected. We find similar expressioiu for: 

^ _ ^ g^i cV^ 
dy df * dB d* ' 

But, at imy puiut ou tlie surface 

^-^^±«4*1,«, ^_^-4-Ä« 

according to the gouenJ theoxy of the potontial of a Single slieet*), 
whara /, mj » an tiie dineüon-eonnM of tiie normal (dmwn ontwards) 
at the poini and <r ia the aor&ce-denaitjr theie. Now on onr surface 

I — — (aof + Äy), w — — (Äar 4- 6«/), « « 1, 

where, as beföre, x^y xy,.,, hanre heen neglected. We are thna led to 
the equationa 

Ab these huld ior iill valuoK of r. ?/, subject only to the couditious 
that 1^', 1^1 »huU be small, it iullows that 

Ug —0, u^ — Of tt, » ^^(^0, 

— 4«atfoy — - 4xÄtf«, — ~ 4»dtfo, 

Till' valaea of u^t «y, agree with what is known from the 

gmeral theorem jnat quoted. We still have to find u,g\ to do thia, 
we note that 

^'J. . , c'''v^ _ 0 _ r-v, c^v, ^»r„ 

CS* ay« «Jif» " ÖÄ* dy' ^r» 

so that 

Mir« + «irr + «"-0. 

1) This theorem appcars in all the text-books; see for instance Poincar^, 
Potentiel Newtonien, chap. 3; Weingarteu 8 proof, in the tirst of the papera quo- 
ied aheady, ia perbapa the limpleBt 
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Hence 

Umm — — (ks« + Uff) = 4« (a + tfa- • 

Since a -\- b = ^ -\- where pj, (>, are the principal raUii of currature 
of the sm&oe at the origin, it follows ihat^) 

w„ = 4»tf,(a + 6) = u, (~ + ^) • 

We have thuB fonnd the Talues of tiie diacontmiiitiee in ihe mx 
second deriTfttiTes of the poteEtial ai Ihe origin; iheae valtiea agree 
with Poincare's*), with ihe exception of Um», u,^' Bat the differenoe 
in the caee of theso two deriyatiyes is apparent only; for the qnmtity 
denoted bj y' in Poiucar^'s work is the coeine of the angle between 
Oä and the nomal. Hence, at the origin: 

y ^' a« ay 

for at (x, ff, f) near the origin: 

y' = 1 — J [[ax -i- hy)- + {hx -f 6i^)-J -j- • • • 

üsizig theee valnes of y, -J^ , , Poincar^'a expreaiona rednoe 
io ttioae fouid above. 



Addition, I tahe the «^portiinitj of remarkmg that the aame 
nuChod cea be naed to obtain. Korn'a eipreaaions fbr the diaeonti> 
nnitiea in the seoond deriTatiTes of the potential of a donhle sheet 
(ZeMweft der PotenUaUheorie, Bd. 1, 8. 62). 11*^ Kor. 1901. 

Cambridge, Englaud, 20'^ June 1901. 



1} Thif eqimtiOD Moms to haye b«en gircn fint "bj Green in iiaenanng ihe 
theosy of Ihe Lejdm jir fÜSnoy an ffo appUeatio» of MaOtemaiiet to mttrit^jf 
mmi Magnetism Art. 8^. 

S) See the table, BiUnM iVeiotoiMm, p. 261} where it is to be obterved that 

Tgl. ni dieaer Arbeit: Fad, CHonale da Battaglini SSQ-^-MS, 1877; 

r. Neumann y Math. Ann. 16, 432—436, 1880; E. Bdtrami, Ann. di Mat (I) 10, 
46-63, /7i Horn, Zeitschr. f. Math, n, Fhjw. 26, 146, 1881; O. A. Magfi, 

Lomb. Kend. (2j 22, 786, 1891. Anm. d. Ked. 
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Die Bedeutung des D'Alembertschen Prinzipes für starre 
Systeme imd QelenkmecluuüBiiLeiL 

Von Eabl Heun in Berlin. 
(FortaetBong.) 

16. Die EulerstAm BmeifmigtgUiidiimgm fSr dm mUermdm 
ESrper, — Nach den Gleichungeiii (3) und (S*) doi Sehema V sind die 
Unettdehen ChrandgUtehnngen dei lotierandan stureii Systems 

M« = und '^J^* f 

denn die ganzen Momente der Eeaktionen verschwinden. In der Formel 

M« SS Smxx 

hai man jetzt nur für x den Ausdruck Wx einnuetsen und die Sum- 
mation über eile Massenpunkte des ESipevB zu antrecken, um die 
ImpulägleiGhungen in expliziter Form zu erkaltea Nun ist aber (Tgl die 

ISnleitung): 

z(6x) — (x6) • X. 

Gewöhnlich zerlegt mau x nach drei rechtwinkligen Achsen, welche mit 
dem System lest verbunden sind, indem man 

X = 4- fl^ + 0» 

setzt. Auf diese Weise folgen die entspreehenden Komponenten des 
Vektors M«| nSmlieb: 

M,,i 2?w(a| 4- a|) • tf^ — SmaiO^ • 6^ — Sma^a^ • 6^, 

worin man noch zur Abkürzung 

27«i(a| + c©-Ai, Z»(a| + a;)-A„ -Sm (aj + aj) « 

und 

setzt und diese Grolsen als TrSgheitsmomente und Deviationsmomente 
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bezeichnet. Die kiiietisdieii Impalsgleieliaiigeii erhalten demnach 
die übliche Fom: 

[«,1 = Aj • tf, — Dl • tfj — D, • 
M»,$ p- A, • tf, — D, • tf, ^ Dj • tf,. 

Zar Uerstellimg der Euierschen Gleichungen haben wir nur den 

DiffiBrentialqnotienteii zu bilden. Statt dessen kann man aueh den 

Elementarrektor _ 

Jf» mm (zx) ' 0 — (xi) • X 

nach der Zeit differeutiieren und erhalt 



dt 



2 (xx) ' 5 + Q^x) ' — (xo) • 5 — • x — (j:5) • «. 



Nun ist aber offenbar xx — 0 nnd i-<7 = 0, da die betreffenden 
Vektoran anf einander senkrecht stehen. Folglieh wird 

= {xx) * i — {x6)x — (xa) ' X — (ijc) • er — (iä)a; -f <fJtf, 
und dementsprecheiid: 

(19) 

wo die Klauiiuem um die Derivierte von M, andeuten, cLafs man bei 
dieser Differentiation nur die Gröfse d als veränderlich zu betniciiten 
hat. Die Eulerschen Gleichungen heilsen also in unserer Bezeich- 
nungsweise: 

(20) B» « (^•) + oM., 

Sie WLiiüeii in dieser Fonn (nftiOrlifli ulme die Symbolik der Voktor- 
analysis) zuerst von Lagrange in seiner „Meciui. anal." 2. ed. Bd. 2, 
p. 239 miigeteilt, wo er dieselben aus dem kinetischen Prinzip 
(vgl. Nr. 1$ dieser Arbeit) der Tirtaellen Yenchiehnngm abgeleitet hat 
Lagrange benatzt dort die kinetische Energie E des rotierenden 
Systems, welche wegen der Oleichnng « ü die Form hat: 

E ={2:m(ffä-<y^) = i(A,ffJ + A^öJ-l-AjöJ)— D^ffjö,— D^tf,ef, — D.tfjff,. 

ünek den Qleichnngen (18) ist dann 

Infolgedessen (oder eigenÜicb wegen der prinzipiell versdiiedaien 

80* 
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Uerleitimg) stehen bei Lagrange statt der Komponenten der r^tiren 
Qesofawixidig^eit {^ff) die Giol^ -f^ ~, und //^ 

He/!i }it uian den Vektor a auf die Hauptachsen, so verschwinden 
die Devuitiousiiionieiite in dem Ausdrucke für M^, und man erhält ans 
der Gleichung (20) die gewöhnlichen £uler8chen Gleichungen: 



{21) 



-^1 dt 
. de. 



I dt 



Die Gleichimg (19) hatte man sofort hinschreiben können, da sie 
nnmittolbar ans dem Prinaip der relaÜTen Bewegung folgt (-^y') 

ist (»tl'enlKii- (If^r Vektor der relativen Andeningsgeschwindigkcit von 

in Bezug auf das rotierende Öjatem, <TMr ist der Vektor der zugehörigen 
Fühningsgeschwindigkeit. Genau genonanen, hat schon Euler zur 
Ableitung semer Gleichungen denselben Gedanken benutzt, ohne ihn 
jedoch in eine bestimmte analytische Form ^u kleiden. 

17. Lagranges Transiimtäta^eichimgm für tku siarre System. — 
Das D'Alembertsche Pnntip in der Ton Lagrange nnd Hamilton 
benntaten IntegraUbim: 

(22) [^'-^i^ + 

Temnacht bei der Yerwendong eines Oeschwindic^eiissystemSy welches 
dnreh kinematische Parsmefcer ansgedrOckt ist, die nicht ^eichnitig 
die ZeitderiTierten von Koordinaten sind, eine bemerkenswerte Schwierig- 
keit, diis Ton Lagrange suwst Uar erkannt und — flir den Fall des 
rotieranden starren Systems — mit dem Üun eigenen Geediick Über- 
wunden wurde. In dem Ausdrucke 

(23) «- 

liiiissen nämlich die Variationen da, so transformiert werden, dafs sie 
nur die dö,- und die vidlständigon /eitderivierten dieser Grölsen ent- 
halten. Lagrange (Mecan. anal. '2. ed. Bd. 2, p. 229) hat dies «liireh 
Benutzung <h'r Relationen, welche zwischen den 9 Achsenkosinus bestehen, 
erreicht. Wir achlagen statt dessen einen direkteren und bequemeren 
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Weg ein, indem wir uunittelW Ton der Kotneption deB_ Sjiteiiis 
möglicher GeBchwindigkeiten anegehen. Infolge der Gleichung ^ $2 ist 



dx — (10 • X uml dx = dO X. 
Hieraus eriiält man durch Variieren und Diiferentiieren 



ddx ^ dtf 6 'X + d$'dx und dÖx — ddß ^x + iB-dx, 

Da nun offenbar ddx ^ ddx ist, so folgt aus den TorstehenUeu 
Gleichnngen durch Subtraktion: 



ißdB - däff) x^deiße-x)- ä0(de • x) - {dd 'de)'X 
oder, da x ganz beliebig ist. 



(24) ödO - ddO = dO . de. 

Dies ist die Lagrangesehe TramitkitäLsf/lcirJtunff ftir oiu rotieren- 
«fHrrog .System. Sie ist eine unmittelbare Folgerung aus dem kiue- 
matL'-i-hen Ausdruck des Gescliwindigkeitssv^teni?. Wir schliei'sen 
hieraus, dal's jeder cliarakteristisclieii l'unii eines üeschwindigkeita- 
syst^ms als Funktion wcmiUuh kitiemdtischer Parameter eine besondere — 
für das materielle System ebenso diaraktenstische — Trausitiritäts- 
gleichnng entsprechen mufs. 

Aus der Gleichung (24) folgen die Beziehungen zwischen den 
AdiBenkomponenten : 

^de^ - dde^ + dO, ■ ÖB^ - dO^ ■ ÖÜ^, 

dde^ - dde, + dfy^ • öö, - do, ■ do^, 

ddö, - däO^ + dO^ dO^-ddf ÖO^, 

wie sie Lagrange a. a. 0. mitgeteilt hat. 

Dieee Werte, in Verbindung mit der Gleichung (23), setzen wir 
in den iutegralausdmck 



(26) 



t 



(26) [d ' A,];^= J(dE + Ö A,) dt 

ein. Nun besteht die Belatton: 

woiin nach der Gleichung (24) 

dt 

SB setien isi Folglich wird: 

dB = M,- ~ de + Ü,' 0 d& = (M, • dö; - - tfM, de. 



(27) dtf = ^dÖ + tf.dÖ 
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Die Gleichnng (26) geht also Uber in 

denn es ist 60 d'A, und M^dd — d'At, da Translatioueu aus- 
gmchlossen sind. Mithin moTs 

sein, woraiis mnn dnrch die Zorlegong iu Komponenten die Lagrangesche 
Fonu der Bewegungsgleichungeu: 



(28) 



gewinnt. 

18. Die hmetia^im GfUuSinimsm von Lagrangt in aOgememm 
PosiHonskoordinaten. — Wir aelseii zimachst ein beliebiges System 
möglicher Cfeechwindigkeiten Toxanfl, welches wir durch die symboliache 
Gleichiing 

(29) X — fiinkt. («„ . . ., i„ j„ . . g,) 

andeuten. Hierin süUeu die J Vektoren im gewÖhnlic iicu Sinne, die q 
dagegen reelle von einander nnabhängige Positionäkoardinateu Bein. 
Die Anzahl der leteteren wird gleich der Anzahl der Freiheitsgrade 
angenommen, so dab die Bewegung des Systems dmch keine Be- 
dingnngsgleichimgen beach^kb iat Die Ydctoren i aind im all- 
gemeinen eindeniige Fmoktionen dieeer Koordinaten. Ans der aym- 
holiflohen Gleidrang (29) folgt: 

Für einen firekn matMieUen Punkt ist immer 

^ = «1 • 2i + «I • ä> + f a • 2i 

und dementsprechend 

di » ii • dffi + fj, • dg, + ■ dq^. 

Folglicih 

— xöx = g Cfi; • dg,, 
1^1 
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oder, wenn wir in üblicher Weise zur Abkürsong 

— pi 

«=«8 

Die GrSfeen p und Uneam FonktioBeii der Grolaen q. Die 
fimkkiomde Besiehimg in 01«clumg (29) oder die damit ttberein' 
stimmende in Okichimg (30) ontorwwfen wir nun flir Sjfsieme der 
Bedingung, dab die darans al^^mtete skalare GrSTse d'A^ die Form 

(31) *'A.-'Sl>«*^2' 

erhalten mnls und dafe die p Uneofe Fnnktionen der q werden. 

ünter dieeer VoraussetKiuig kann man immer ä'At'^^ht dqt 
setsen, wodordi die Gnmdgleiehitiig der mpuibkm Wirknng: 

(I) d'Ap-d'A* 
die einfiiche Form 

(32) p.«Ä. 

(i-i, I. »....,<) 

erhält. 

In der Int^algleicliung für Zeitkräfte: 

ist nach der ilurcli die Qleiehmig (31) aosgedr&ckten VoraiiBsetzung die 
kinetische Energie £ des ganaen Systems eine quadratische Funktion 
der ^; denn diese Gleichung mnfs auch giltig bleiben, wenn dq durch 
dq ersetat wird. Folglick wird 

(33) 2E ■ i- 

1=1 * 

Ohnedies ist: 

Wir setzen femer, ganz analog der Gleichujig d'A^^ ghi-d^, auch 

1—1 

ftr die Zeitbifte 

(34) d ' A* = . = g k. . dg. 

1—1 
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nw\ ii'm;im M nach dem Vorgange von Hertz (Prinzipien, p. 21^) die 
finiiH-tu h|, kj, . . ., ki die Kompoueuteu der Lagrangesciien Kraft, 
welt he wir symbolisch mit k bezeichnen wollen. Das Symbol k nennt 
Hertz bekanntlich einen „Vektor in Bezug auf das ganze System". 
Da nun die 7 Koordinaten, d. h. die q rollstänäiyc Derivierte nach 
der Zeit Bind, so besteht immer die Gleichung: 

und die Qnindgleiohimg (II) geht über in 

Diete Gleichung kann für beliebige Werte der dq nur identisch effUlt 
sein, wenn 

(») ft-^ 

nnd 

ist. Dies sind die Gleichungen von Lagrange. Ausdrücklich be- 
merken möchte ich noch, dals auch die Impulsgleichungen, welche sich 
durch Kombination der Formeln (32) und (35) ergeben, uämlich 

w i - ». 

▼on Lagrange (Mec. anal. 2. ed. Bd. 2, ji. 183) und nicht von 
NiTen herrühren, wie Boath in seinen '„Rigid Dynamics" bemerkt, 
und zwar stehen sie an der zitierten Stelle genau in der Form, welche 
Koaih gebraucht. Es ist nämlich dort die Ezisteos einer Funktion ü 
voiauigeBetKt, welche die Komponenten 

, da 

ergiebt. 

Clifford hat in seinen Elements of Dynamic" {2. Bd. der post- 
humen Veröffentli hiinir. j». '^1 nn«» Alileitnng der Lagrangeschen 
Gleichungen gegeben, (Incn < i rund ge danken wir hier wiederholen. Das 
GeschwindigkeitsHVKteni sei nur von zwei Koordinaten und ab- 
hängig. Unter dieser V oraussetzung ist 

Clifford eetst zunichst = 1 und = 0, darauf ^| » 0 und » 1. 
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Di« entiprechenden Werte von ö sind: Vi^ii und v^^i^. Nun 
beweiti er, dafs = i>i Die Energie des Syetems Iwt den Woi: 

Daniu folgt 

ai!? 

Nun giebt es — ohne weitere Betlingungeu — die Gleichungen: 



"1 — 

< V 



e. m di dt. 

. - und 3— « -37- 
Ans der Energiegleichong 

folgert er dann 

oder 



de, - j dJ? d«. - 
df, dt 9 9, dl 

Hnn ist aber: 

d cE dl. - , - dv j ddE dl, - , - dv 
4<I99, dt ^ *<f< dt elf, di ' *dt 

HieraoB erUUt man unmittelbar die Lagrangeschot Gleidrasgan 

d dE dE -dv d dE dE - de 

Man karm die Lagrangescheu Gleichungen für einen jßreien Punkt 
sireiig kiminatisch ableiten. Denn in diesem einlachen Falle hat v die 
Form 

Hieraus folgt c«» = pt und durch Differentiation nach der Zeit 

^ dv dpi df't - 

Da r eine vnllstrindigc Derivierte nach der Zeit iat^ so bestehen, wegen 
der Int^prabilitätsbediugimgen, die Gleichongen 

Mithin ist: 

^S« dV 
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Hienus erhält man sofort die GleichungBii von Lagrsnge in der 
kinematiacheik Form 

_ dp _ dp, d E 
dt ~ ~dt ~ 

Die „botp-ißliclio Bedeutung^' der Lagrangeschen Qleidiongeu ist 
sdlOB wiederkolt Gegenstand von Untersuchungeii geweecEO. Doch 
seheinen diese noch kein befriedigendes Refoltai ergeben EU haben. 
Es handi 1t sich dabei wesentlich um die Frage, wie dieselben ans den 
ImpuJsgleichnngen p, = h, herroi^ehen, Differentüeren wir diese nadi 
der Zeit, so müssen die so erhaltenen Gleichungen 

mit dem Gletdinngsn 
identisch sein. Nun ist 

i>.= S«.x i«, 
Jf 

also 

» in 

oder dureh Berücksichtigung des zweiten Termes — ^— • dii 



dp. - s «...21. • rf< + ö S y^M' • 

Das erste Glied der rechten Seite dif.ser Gleichung kSnnen wir, wie bei 
der Ableitung der Eulerschen Gleicbuugen, mit [ilji,) ■ df bezeichnen, 
indem wir durch die Klammern eine reine ImpulHdiffereiitiatiou an- 
deuten, bei welcher die Koordinaten — dem Begriff des Impulses 
entsprechend — unverändert bleiben. Wir erhalten also 

^P, = (dp,) -f ^ k, . dt. 

Die ganze Schwierigkeit ist jetzt auf die Intezpretation der Funktionen 

reduziert. Alle Wahrscheinlichkeit spricht dafttr, dafs diese Funktionen 

€,, in dfnon die Koeffizienten yj'^ mit den Christoffeischen Syni- 
bük'u '^'J' j idtMiiisch sind, Komponenten — oder doch einfaobo Kom- 
binationen der Komponenten — einer ZentrifiigalbesclilounipniriL'^ sind. 
Doch ist CS mir bisher nicht ifohmgen, dies nachzuweiton uinl liimit 
den speziellen Sachverhalt vollstäudig klarzulegen. Vielleicht dienen 
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diese Bemerkui^eQ snr Anreguig weiterer UntenadraiigeiL fiber diesen 
fBr die Kinetik dordbans niefai nnweeentiiehen Gegenstand. 

lÜ. Ea^iBtte Form der LafirangeK^m Olekkmffm. — Hamilton 

benutzt bekanntlich neben der Fuuktiou = ^ ^^^i^ÜiÜk die 

i K 

renproke Funktion JS-«iSS^«,«P(jiWy weldte mit der ersten dnreli 

1 K 

die linearen Beziehungen i,» yerbandeu ist. Wir verwenden nun 
die Gleichungen 

dE_ BF , _ _ M 

zu einer expliziten Darstellung der Lagran gesehen Bewegimgs- 
gleichtmgen, die wir den Untersuchungen über die Jtünet<NBtatik der 
(ieleoksjsteme zu Grande I^en. Zunächst iat 

AuB der gewöhnlichen Form der Lagran gesehen Gleichungen folgt: 
Hierdurch geht die vorige Gleichung fiber in: 

Dae erste Glied der rechten Seite diesw Gleidhnng ist dne komogene 
Funktion zweiten Grades der Grdisen p^, j»,, . . pi, also andi dar GiöAen 
9it itf'ti*' nachfolgende Glied emtliSlt anÜMV den Lagran gesehen 
allgemeinen Eraftkomponenten k^, k^, . . h mu die Koordinaten 
9ti 9t9 ' - 't 9t' Wir können deshalb die Gleiehnng (38) aneh nodi in 
der folgenden Form schreiben: 

Hierin sind die Koeffizienten ai'\x und i/,,» bekannte Funktionen der 
Koordinaten. Die Groisen «i'^« lassen sich unmittelbar dnrch die 

Christof fei sehen Symbole Kweiter Art, welche durch 1^*^*) beaeiclmet 

werden, ausdrücken. Duck seheint es nicht nötig, jetzt schon auf 
diese Beziehungen weiter einzugehen. Die t^,,„ sind die Koeffizienten 
in der reziproken Funktion F, 
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(40) 



20. Die Hodrigues-Cayley sehen Posilirmskoordinatcii für das 
sUtrre System. — Hier knüpfe ich, um die Ableitungen möglichst ab- 
zukürzen, an die Theorie des Krcisols von F. Klein und A. Sommer- 
feld an. In diesem Worke (S. 21 nnä 43) sind die Komponpnton 
tfj, ^j, cTj des Vektors der Rotationsgesch windigkeit dnrch 4 Quater- 
moneukomponenteu Ä, Bf C, D in der folgenden Weise ausgedrückt: 

- J)2 - iii) - {BÖ - CJS), 
\6, ^DB-BD- (CA ^ ÄÖ), 

\6^ = DC- CD-(AB-Bä). 

Eigentlich stehen dort auf Ö. 43 komplexe Verbindungen der 6, aber 
die Gleichungen (40) ei^eben sieh ohne weiteres daraua. Wir nehmen 
nun Bf C seien die Komponoiteii eines Vektors A. Dann laaaen 

Bich die Gleichungen (40) in eine einzige Vektoigleickang insammen- 
ziehen, namlioh: 

wo zur Abkürzung 

gesetzt iit. FOhren wir noch eben zweiten Vektor % dnreh die 



ein, dann wird /** + /t'x' = 1 und 



(42) 



1 4- X 



Diese schöne Gleichnng, welche die d durch die hinreichende und not- 
wendige Anzahl von Koordinaten ausdrückt, hat Gaylej (Cambr. and 
Dublin J. voL 1. 1846) mitgeteilt und darauf eine sehr elegante 
Theorie der Rotation starrer Korper aufgebaut. Obwohl in Somoffs 
Kinematik auf diese Arbeit verwiesen ist, so .'-rhcint sie doch nicht 
diejenige Beachtung gefunden zu haben, die sie jiarh unserer Ansicht 
verdient. Aus der Gleichung (42) ""rieben sich die Komponenten der 
Rotationsgeschwindigkeii in der übersichtlichen und symmetrischen 
Form: 



(4S\ 





9 




2 


ö, = 


i + 




1 + »' 
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Setzt man diese Gröfsen in den Wert für die kinetische Energie E 
ein, so kann man ans dem 8o erlialtenon Ausdrnekf ohne weiteres die Be- 
wegungsgleicluingen von Lagrange ableiten, da die Xj, X|| onab- 
hangige i^osltionskoordinaten sind. 

31. Der Vfl'tor Ii. — Ebenso wie wir die Energie B eines Systems 
mit einer endlichen Anzalü Ton Freiheitsgraden in den allgemeinen 
Lagrangescben Koordinaten q^, q^, . . qi darstellen konnten, ist 

dies aaeh für den S jstemTektor B ausführbar. Wir woltoi uns jedoch 

hier auf den Elementarrflklior B für einen freien matorieUen Punkt 
(m — 1) beschiinkeD. Dann ist in der Definitionsgleiehiiiig 

J5 — XX 

2U setzen 

and dementsprechend 

Die Aosführimg dieser Substitution ergiebt umuittelbar: 

Bedenkt man nun, dalk die Gleichnngsn » 

bestehen, so erkennt mau olme weitereii, daCs in die folgende Form 
gebracht werden kann: 

worin H eine homogene Funktion dritten Gradee der Geschwindig- 
keitskomponenten 9|, g,, g, bedeutet Setrt man noch 

SO ist 

so dals man B auch durch die Gröfsen q^, jg, ^3 und P|, /»^ aus- 
«A«k«». Di. «^«taid«. 0*6« ^ «nd I «»1 
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Als System vfktor wuUen wir B nur für den rotierenden starren 
Körper bestimmen. Wir setzen hierzu in 

B ^ Smxx 

die Werte von x uud x ein, nämlich 

x^itx und x^<fx-\- (fix) • — * « 
und erhalten nach einigen Reduktionen: 

B »= 2;»» {6x •ö)-x — £m{aiy + • tf. 

Nun iet aber 

IGthm wird 

B»2E-94-Ä^ 

wenn wir zur Abkürzung 

Ö — £m{(fa ' x)x 

setzen. 

Die Komponenten dieses Vektors sind: 



worin 

Ti^ = Smxxx^ 

bedeutet. 

Ist die Winkelbeschleunigung Null, oder fällt der Vektor derselben in 
die Richtung der Winkelgeschwindigkeit, so yerschwindet der Vektor Ö, 
und B erhält alsdann die Richtung der Momentanachse. B ist dann so- 
wohl der kmetiacheii Energie als anch der Winkelgeeehwindigkeit des 

Syeteme proportionaL Die Komponenten Ton B sind also in dieflem 

besonderen Falle homogene Funktion^ dritten Grades der Komponenten 
der Winkelgesohwindigkeit 

Di0 Euler sdim GU^dmngm für QMkkeUen. — Im eisten 
Hefte der i^Theorie des lüreUiels^ von F. Klein und A. Sommerfeld 
auf S. 154 finden wir den folgenden Gesichtspunkt von allgemeinerem 
kinetischen Interesse dargelegt: „Die Eulerechoi Gleichungen nehmen 
in dem System der Mechanik eine ganz singulare Stellung ein und 
ordnen sich dem allgemeinen Typus der mechanischen Differential- 
gleichungen, wie er von Lagrange aufgestellt ist, nicht unter. Auch 
ist es nicht möglich, bei beliebigen mechanischen Systemen Gleichungen 
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aufeustellen , welche ähnliche Vorteile darbieten, wie die Eulerscben 
Gleichimgeu bei dem starren Körper.** 

Die Frage, ob für ein gegebenes System kinetische Gleichungen 
in der typischen Eulerschen Form aufgestellt werden können, ist für 
ans im Anseliliii« an die bisherige allgemeine Auseinandersetzung in 
bestimmter Weise beantwortbar. Ist es nämlich gelungen, die für das 
System charakteristischen analytischen AnwbQeke des Qeschwindigkeits- 
Bystoms dnieh die hisreiehende und notwendige Ansalil rein kinema- 
Uai^ Vektoren (Parameter) anfaufiwden und auAerdem die erfordeiv 
Kdun TnaaitiTitilisi^iehungen fUr die letstofren anfinuteQen, so ergiebt 
das D^Alembertsohe Piüunp in der Integralform 

oder für Impulse in der einfacheren Form 

stets die notwendige Anzahl von Yektoi^u^nngen, welche zur 
Gattnng der Eulerschen Bewegnngs^eidinngen resp. hnpulsgleidinngen 
gehören. 

Die Lagrangesehen Gleichnngen — im engeren Sinne des Wortes 
— hann man im allgemeinen nur aufstellen, wenn das Geschwindigkeits- 
system durch die hinreichende und notwendiixe Anzahl von Koordi'' 
naten und ihrer ersten Derivirten nach der Zeit darstellbar ist. 

Gelingen also für ein bestimmtes materielles System beide Dar- 
stellungen: die kinematische und die geometrische, so stellt nichts im 
Wege, die kinetischen Grundgkichuiigen in beiderlei ]''orm aufzustellen, 
vorausgesetzt, dafs nötigenfalls die Transitivitätsgloichungen bekannt 
sind Für die Impulsgleichungen ist natürlich die letzte Forderung 
überliüssig. 

Eine besonders wichtige Klasse von Systemen, für welche zunächst 
Gleichungen von dem Ty])us der Eulerschen existieren, sind die Ge- 
lenkkettcti, da sich ihnen die techuischeu Maschinen — im allgemeinen 
Sinne - unterordnen. Die Gelenkrerbindungen starrer Teilsysteme sind 
allerdings in der Praxis sehr beschränkt. Sie reduzieren sich im 
weeentiiehen auf Kugelgelenke, zylindrische ZapfenfQhnmgen und ebene 
GemdfBhrnngen. Wir betrachten im folgenden nur Kugelgelenke, weil 
die anderen FSlle leicht auf diesen Fall znrackfOhrbar amd, oder doch 
jedenlUla anf kinetiflche Gleiöbiingen fShieu, welche von den hier zu 
behandelnden prinzipiell nicht abweichen. 

Wir denken uns^ um die Yoistellung des Systems zu präzisietian, 
als Ausgangspunkt ein festes Engelgelenk (oder auch mehrere solcher 
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— wodurch die Behandlimg nicht orschwert wirdY In dieses möcro 
ein belichif^ gestalteter fester Körper mit einem Kugelzapfeu dauernd 
eingreifen. Dieser erste Körper stützt in (^Ipicher Weise einen zweiten 
oder aadereu und so weiter. Die.se mehrghedrige Gelenkkette kann 
offen sein, d. h. das letzte Glied int nicht weiter gestützt; oder es 
kann geschlossen sein, indem mnn es noch zwingt^ sich in einer 
vorgeschriebenen Führung zu bewegen. 

Der Einfachheit wegen wollen wir für die nHohiolgeiide Reclmung 
eine am Ende offene Gelenkkette aus zwei starren Gliedern bestehend 
betrachten, da dieser Fall echon hinreicht, um das Charakteristische 
der kinetischen Gi uudglcichungen zur Anschauung zu bringen. 

Das erste Glied der Kette kann also nur Rotationen ausführen, 
welche durch einen Drehvektor 0 liai stellbar sind. Das entsprcchendo 
Geschwindigkeitssystem ist demnach ./ = (}'a\ wenn wir den orts- 
bestimmeuden Vektor eines beliebigen materiellen Punktes dieses Teil- 
systems mit a' bezeichnen. Der Bezugspunkt des a' ist selbstverständ- 
lich der Mittelpunkt des festen Kugelgelenkes. Von demselben Punkte 
ziehen wir einen Vektor c' nach dem Mittelpunkte des beweglichen 
Kugelgelenkes und nennen den Vektor der Geschwindigkeit dieses 
zweiten Punktes c\ Dami ist c' = 6'c\ Die Punkte des zweiten 
Systemteiles mögen durch die Gleichung 

X « ß + a 

im Räume festgelegt sein. Die relativen Vektoren a" sind also auf 
den Mittelpunkt des beweglichen Kug* Igelenkes bezogen. Bezeichnen 
wir noch den zugehörigen Drehvektor mit a so besteht die Gleichung: 

und mia erhalt die rogehSrigen Elementarhewegiiiigeii in der Foim: 

Mit Hilfe dieeer Beaiehimgeii lassen rioh die IdBetiachen Impuls- 
gleichungen fttr das gnHanunwigeaetate Sjstsm anfttellen. Für einoi 
materiellen Ponkt des ersten Teilsystems (mit der Ifasse » Eins) ist 

d'A^ «■ x'Öx' — a'a • 66' • a' 

oder 

d X « (ö'dö')(a'a') - (fl'de')ia'a'). 
Nun ist aber das Moment der Qesdiwindij^eit dieses Systempunktes 

Mä =^ u\a'a') ^ 0' • {a'a ) — a' ■ (a'ö'). 
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FoIgUdi wizd 
(45) 

Für einen Punkt (m" = 1) des zweiten Teüsjrstems haben wir: 

* 

oder eaitwickeli: 

Das erste nnd das vierte Glied dieses Ausdruckes für ö A, lassen sich 
■ich schreiben: 

ö- a dÖ"u " - {o"dO"){u"a") - {a"Öd"){ö"a") 

worin If« und If« hbtteichemd definierte GesdiwmdigkeitBmomaite bümL 
Wenigw einfadi ist die Auffiunung der beiden mittleren Glieder des 
AiisdmckeB fttr dAÜ, Hier wollen wir swei neue Vektoren A" nnd C* 
ainAhren, deren GrÖfee und Richtung wm den Oleichnngen 

6^c- W'a" « ^"dö ", 0^" Wc' - C " f$' 

zu ermitteln sind. Auf diose Weise erhalten wir den Ausdruck: 

(46) d"^;' - ItM' + Ä'dT' + C"äB* + Ä"d$\ 

Von deri Gleichungen (45) und (4i)) ist jetzt zu den entsprechenden 
STsteuigleichungen durch Sunuuatiou der ElemeDtargrölseu überzugehen. 

ir setzen 

und erhalten 

(47) d' A. = M" . Je' + iC' + A" . dö". 

Fem(>r ist mit Berücksichtigung des Goschwmdigkeitssjstems fUr 
die eingeprägten Impulse: 

6' Ai' =^ h" Wc' -\- h"~dO"7i" 

ArcblT der M»theinatik nnd Pbriik. Ul. Keih* II. Sl 
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und durch Übergang zu den Teilsystemen: 

wo £"h" = h" gesetzt ist 

Führt man diese Weite in die Oleichnng 

ein, 80 erhalt man die Impulsfonneln: 



Aua diesen Gleichungen können die Ü Grüläen fj', ()^, <jg und ff,", tf;', tf,' 
bestimmt werden, sobald die wirkenden Impulse gegeben sind. Die 
Vektoren Mä, M',', A" und C" sind natürlich von den Trägheits- 
momeuteu uud Deviationsmomenteu der Teilsysteme abhängig. 

Der Übergang zu den Eulerschen Bewegungsgleichungen 
isfc nun TeriilltMisniafeig ein&ch. Denn wir haben nnr in der 
Oleiohung 

■ 

Book den Anadraek fttr die Grö&e ni bilden. Ntm ist fllr elnaeliie 
materielle Punkte (mit den Hassen 1 ond m" 

i(ff'a')(ff'a') und ÖE' '=M'a ' 

sowie 

E" -\[spc')-^ ^6"a')] [ya'c') + (ff"«!]. 

Mithin wird 

d^ Jtf.dtf 'f J/:dtf "+ C'dö'-^Ä'de'. 

Daraus folgt dordi Einführung der Massen uid Summation Uber die 
Teilsysteme: 

dE - Ät; + m; hTc"- d*' + m; + Ä"- d*'. 

Die TransitiYitätsgleichunf^ aind 

dS'-^*'^dfl' + tf"dd', 

i*'tthrt man diese Werte in die Integralgleichung ein, und berück- 
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siehtigt man, dsb die Bednkiioii der Zeitkräfte h' und dieaelbe ial^ 
wie in dem Falle der Impulse, so erliUt man die Eul ersehen Be- 
wegongsgleiGiinngen fttr das sw^gliedrige Gelenksystem in derVektorfoim: 

woW noch rar Abkfirrang geseist ist: 

+ M; + C" - It', K' + A" = R", £k" = k". 

nnd \—ff-j baben eine gewisse Analogie 

zu der jrasamiiien^p^etztcn ZentripetwUje.sciik'iiüiguug, welche Coriolis 
bei der Betracluang der relativen Bewegung einee eiuzeinen Massen- 
pimktes eingeführt hat. 

Fflr unsere ans starren Gliedern bestehenden Gelenkketten lassen 
sich natürlich auch Lagraiigesche Gleichuiigeti in allgemeinen Koor- 
dmaten aufstellen. Man könnte dazu die Kodrigue s-(>ay le yschen 
Ausdrücke für jedes Teilsystem aufstellen, die kinetische Energie E 
des ganzen Systems bilden nnd würde nach den bekannten Vorschriften 
die expliziten Beweguugsgleichangen gewinnen. In don oben dorch- 
gdllluten q^eUen Beiipiele wflrden 6 Lagrangesobe Gleidmagen 
resnltiefen, die rar Bestimmnxig der Bewegung des Systems Tollstandig 
wuroifsliflii. 

Die Gleiehongen (49) sind immer TonnsiebeD, wenn die Bewegung 
obne Einwirkimg iaberer Exifte erfolgt Für die ieebiUBehe Medumik 
ist dieser tfaeoretiBch intereesante Fall obne Bedentang, denn hier 
fdilen die trnbenden Kxifte nionals. Doch wird man bei der Be- 
handlnng kinetischer Masehinenprobleme aneh ebensowmiig TeranlaJsti 
•0 aUgemwne Geachwindigkeitssysfeeme ra betraditeai wie wir sie in 
der obigen Anseinandersetsnttg Toransgesetet haben. Jedenfalls aber 
ist die bestimmte Anffassung allgemeinerer Bew^gungsvorginge andi 
dann von einer gewissen Bedeutung^ wenn ihre praktisdie Bealisienmg 
ftmliegt 

E. Die Bestinmiung der Reaktionen. 

33. Emßhmng än Schmtbcaktionm, — Wenn ein einfacher starrer 
Korper sieh in seiner allgemeinsten Bewegongtform befindet^ so wird die 
Kohasion seiner Teile in Teiunderlicher Weise in Anspruch genommen. 
Diese inneren Kräfte können hei den idealen Gebilden, welche wir starre 
Systeme nennen, jeden beliebigen Wert annehmen, da wir die Widerstands- 
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fahigkeit derselben stiÜBchweigend nU eine unhegreuzte nTinehraen. 
Der Wirklichkeit entfspricht aber diese Systemliypothese keiaebwegs. 
Wird vielmehr ein fester Körper in eine allgemeine Bewegung (Trans- 
lation und Rotation) versetzt, so küunen die inneren Sjiannungen so 
grofse Werte erreiclu u, duls die Koh8«ionBkriilte au einzelnen btelleu 
oder in beötimmteu Fläthengebieten nicht mehr ausreichen, um das 
Zasammenhalten der Teile aufrecht zu erhaltoo. Der Körper zerspringt, 
und es mtetdit «ine oflne Bewcgungsersdiemnng. Abfor selbst, wton 
wir bei wirklichen — ab stanr TonmsgeBetBten — Syitemen von diefor 
Kataetrophe absehen, welche einem bestimmten Gesehwindigkeltssustande 
entspricht, so wird doch bei wachsender Geschwindigkeit eine Yer- 
mehrong der Spannongen eintreten, die es nicht mehr gestattet, die 
Hypothese der |,Starrheit^ des Systems aufirecht sn erhalten, indem 
elastische oder plastische Defonnationen von merkUcher Qr5lse eintrstesi. 
Dasselbe fßk in noch höherem Halse Ar Qelenksysteme, welche ans 
i^tarren'', d. h. in erster Annäherang als starr vorausgesetzten Gliedern 
bestehen. In diesem Sinne hat auch die Kinetik der Maschinen, und 
insbesondere der Kraftmasdunen mit hin- und hergehenden Teilen 
Anlafs gegeben, den Spammnffm eine gesonderte Auönerksamkeit neben 
den Bewegnngsbegriffen einzuräumen. Die quantitative Bestimmung der 
Reaktionen bewegter Massensvsteme ist also ein wichtiges Kapitel der tech- 
nischen Mechanik imd verdient als solche eine systematische Bearbeitung. 

Um die Vorstellung der Systemreaktiouea zu fixieren, denken wir 
uns das ganze zusammenhängende materielle System durch einen 
Flächenschnitt geometrisch in zwei Teile zerlegt, ohne an dem Krafte- 
system und dem bestehenden GtbcLwindigkeitszustande irgend etwas zu 
ündeni. Wird der physiöche Zusammenhang längs der trennenden 
Schnittfläche plötzlich aufgehoben, su mul's im aUgemeiueu jedes Teil- 
system von diesem Augenblicke an eine neue Bewegungsform beginnen. 
Alle Reaktionen dee einen Stückes setsen sieh su einem Resaltanten- 
System losammeu, das nach dem D'Alembertsehen Prinzip oder dem 
Newtonschen Gmndsatse der Gleichheit von Wirkung nnd Gegen- 
wirkung, dem Besultantensystem der Beaktionen des anderen Stflckes 
äquivalent im entgegengesetsten Sinne ist Der Systunsrnrlegung in 
Bwei Stttcke entspricht die Zerlegnng der Genmteneigie E in zwei 
Teile E* nnd mMis 

JSr- JB'+ JE?" 

wird. Wir wollen fenier annehmen, das ganze System sei dnrdi Koordinaten 
so feslgd^gt^ dafis fBr die Impulswirkung die Lagrangesehen Gleichungen 

S E 

p, «= u « 1, S, 5, . . ., ») 
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bestellen. Ans den Energieteilen JE" und E" leiten wir ebenfalla 
6röi«ea ?on dem kmetischen Charakter der p, ah, indem wir setsen 

f dE' I, dE" 

Ana dem D'Alembertsohen Prinzip folgt dann onmitteLbar 

pl = Ä»' — r,' , p" — h" — r", 

wo die Grofsen r',, r" Komponenten der Kesultentensysteme der Reak- 
tionen nach den allgemeinen Koordinaten q^ bedeuten. Da r" = — r', 
sein rnnfs, so geii%t zur Beetimmung dieser Reaktioiiakomponenten 
eines der TonAehtDden GHeiehimgssjsteme, ehm 

(öo) r; = h: - pi 

Die zur Berechnnng der r, exfoideriichen Impolakomponenten h! 
bestimmt man m der Formel 

indem man darin die dx durch die q, und dq, ausdrückt^ wodurch man 
die Gleichung 

erhftli 

Ist des System der Wirkung seitlielier Kräfte (h) ontenroiliBn, so 
benntst man aar Bestimmung der Komponenten sl die gewöhnKdk«! 
Lagrangesehen Gleiehnngen 

ond gewinnt dnrdi die erwähnte Sjstemspaltong die Reaktionsfoimdn 
wo wieder 

t BM* % M ÖE" 

sn setaen ist. 

In ganz Ümlidier Weise kann man snch die Sulerschen 6e> 
wegongj^eiehongen snr Bestimmung der entspieehenden Komponoiten 
der Siihnittreaktionen verwenden. Im fVJIe eines ein&ehen starren 
KöEpsni^ der nidit unter dem Binflnls Sulsever KrSfte stehl^ ist dies« 
Weg entschieden der einÜMihere. 

24. EgepUnie DarMiung der iSekntlllreaÜibfisik — Bei Impuls- 
proUttnen hSngen die Schnitfamktionen nur Ton den Positionskoordinaten 
und den auf das materielle Sjstem einwirkenden äulserra Lmpnlsen ab. 
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Wirken aber auf das Svstem Zeitkräfte, so ist auch noch (ier Ue- 
achwindigkeitszust^ud uui die Schiüttreaktioucu mafsgebend. Es können 
also in den Reaktionsgleichungen, welche wir oben durch allgemein© 
Koordinaten auspredrilekt haben, im ersten Falle die allgemeinen 
Geschwindigkeittikoutponenten 7, mittelst der Gleichungen p,=r^h,, im 
zweiten Falle die Beschlciini^un^skomponenten q, durch Benutzimg der 
Lagrangcschen Bewegungsgleichuugen eliminiert werden, wodurch mau 
zu expliziten Darstellungen der SchnittreiJdiionskompouenten gelaugt. 
FOr die Impulsreaktionen 

ist dies aoJserordeiLtlich eb&eh. Tnosformiereii wir die kinetisclie 
Energie E dureh EiafllliniBg der ht^p, an Stelle der g« in die 
Hamilton sehe restproke Funktion j^, die nun eine homogene E>anküon 
«weiten Grsdes der K wird, so ist 

Diese Werte setzt man in die nach den lineare Gleichung 

ein und eiliält die Endgleichtmgen 

(61) '.■-».•-"Sv..|ä 

Html 

nur eiplixiten Darstellung der Seimittreaktionen fttr Impulse. Die 
Koeffizienten sind bekannte Funktionen der Positionakoordinaten 

Die analoge Betraditang für Zeitkrüfte yerein&bht sich sehr, wenn 
wir die Bew€^nngi^eiehiuigen von Lagrange in der ezplisiten Form 
annehmen I die in Nr. 19 durch die Gleichungen (38) oder (39) dar- 
gestellt ist Diese gestattet, die Grdlsen q^, q, . . qt unmittelbar in 
die Beaktionrformel 

(52) + 

einzusetzen. Denn es ist 

pl — g n't* • i« 
« 

und infolgedessen 

Ml « 
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Durch Substitution diesps Ausdruckes in die Gleichung (52) 
und durch Zusammenfassen der Glieder gleiebier Art erbalt man für 
die Keaktiomkompoueuten die Eudi'ormeln 

(53) »; - t; - g + g ' S ja , 

WO die Koeffizienten t/^^ und nur von den l'ositionskoordmaten 
iir Qiy '-iQ.' abhängig sind. Dieses liesultat lautet in Worten: 

Dk Lagrangcscheti Komponente der SchniUreakiion für ein 

GcJmhsijstem , auf welches heliehige äufscre Kräfte einmrkm, sdzen sieh 
am je zwei Teilm mmmmn} Der erste Teil )iängt nur von den be- 
wrifoulen Kräftm und den Fositionäioord inatm ab, während der zweite — 
efif-nsn wie die linetische Knrrqie des ganzen Systems — durch eine 
liotuofjtne FmtltioH zweiten Grades der oüffemeineH Geschwitidigkeiis- 
hmponmten dargestellt wird. 

Über die Gestalt des Systemschnittes haben wir bisher licme 
besonderen Voraussetzungen gemacht. Hind einzelne Glieder des 
Gelenksystemes cylindrisch gestreckte Kör|)er, wie is bei Maschinen 
häufig ist, so wird man zur Erforschung der Querschnittsspannungen, 
welche in diesen Gliedern auftreten, meistens ebene Schnitte senkrecht 
zur Längsachse wählen. Will man dagegen die Drucke in den beweg- 
lioheii Gelfflikcai finden, dertn Kenntnis fOr die Technik äufserst wichtig 
vA, so ftthrt man den Systemsohnitt Ifinga der bebreffenden Lagerfllche. 
Die Drileke in den nnbewegUehen Lagern mileeen besonders beredmet 
werden. 

Hier kam es nnr darauf an, die allgemeinen Ansitae m geben, 
naeh weleben anf Onmd des D'Alembert sehen Prinaips die System- 
reaktionen bestimmbar sind, und damit an aeigen, dafsdieLagrangesdieii 
Ideen nur Lösung soleher Anij|;abai Tollsündig anandeben. Jedenfidls 
wird die rationelle Medianik dureh Aofiiabme allgnneiner kinetosta*- 
tischer Probleme neben den speaifiscb statischen und kinetischen ibr 
Gebiet in fruchtbarer Weise erweitem können und damit dorebans 
berechtigten Anforderungen der Technik enig^genkoramen. 

25. Die I^mäBmmiinoMofmt einfach oder mehrfach ^gUSMar 
Qeknksjfsieme, — Ans der B'Alembertscben Grundgleichnng für 
Impulse- 

r — Ä — mx 

leiten wir aunächst mit Berncksiohtigttng des ganxen Gelenksyatems 
die Ausdrucke 
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und 

£xr = Sxh — ümxx 
ab und achreiben dieselben in der Fom 



(54) 



M.-M*-M. 



Dm efcane und nnbeweglidiie Fandament bildet mit dem Gdenksystem 
ttnen gröiimien matariellw Komplex. Folglidi werdra nach dem 
D*Alembertscfaen Frinaip die reenltieraiden Beaktionakomponenten 

r nud welche äch nur auf die beweglichen Teile becidieny im 
aUgemeinai nicht Tenehwinden. Sie werden Ton dem ruhenden 
Fandament als Druck und TirtueUes dreihendee Moment au^graLommeiL 

Hierbei ist au beachten, daTs der Vektor Mp eich auf einen beetimmten 
statischen Beduktionspunkt besieht und Semen Wert und seine Bich* 
tung ändert, sobald dieser Bezugspunkt seine Lage zum F^dament 
wechselt MisB wird aber wie bei jedem statischen Problem» welche« 
den starren Körper betrifft, auch hier die Zentralaehse bestimmen 

können und dadurch die Vektoren r und 1^ in ehier Bichtang ei^ 
halten. 

Stdtct das starre Fundament das bewe|^ehe Sjatem mit mehr 
als einem Anflagegelenk, so kann man die Frage stellen, wie sidi in 
diesem Falle die Fundamentreaktionen auf die einzelnen Stützen ver- 
teilen. Man zerteilt jetzt die gemeinsame Unterlage in so viele 
Stücke, als Stütaen vorhanden sind, giebt jedem Teile die entsprechenden 
virtuellen BeweL^mgen in Bezug auf das absolute Koordinaten^stem 
und wendet zur Bestimmung der Einzelreaktionen das Lagrangesdie 
Prinzip der virtuellen Arbeiten an 

Ffir die totalen Fundament Traktionen bei zeitlich wirkenden 
Kräften treten an Stelle der Qleiciiungen (54) die folgenden: 

(65) [}- ' - "h. 

^ ' lM.-M.-M;. 

Dieser Fall ist in der Mascliinentheorie in einem speziellen Beispiele 
(parallele Kurbelgetriebe, welche auf eine gemeinsame Welle wirken) 
eingebender untersucht worden, weshalb wir im folgenden etwas näher 
üaraul eingehen wollen. 

26. Dm Problem der Ausgleichung der Massenwirkutiyeti bei Gelenk- 
mßtfimen. - - Die Gröfsen s und M, in den Gleichungen (55) bestehen 
aus je zwei Gliedern. Die ersten werden aus den auf das System 
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wirkenden iiiberea Kräften abgeloitet and hängen deshalb von der 
MasseaTerteilnng des guusen Systems nicht ab. Die zweiten Glieder 
liat man durch pMMWilde Anordnung des Systems in dem Falle der 
mehrknrbeligenDampfinaschinc bis auf yerschwindend kleine Restbetrage 
^eich Null gemacht und dadurch die MaaMnwirkmig auf das Fundament 
praktisch eliminiert. Wir wollen nun m dem aUgemeinen Falle die 
Bedingungen für das Versehwinden der Vektoren m z nnd Mji hei 6e- 
ienkketten untersuchen. Zu diesem Zwecke bestimmen wir in jedem 
starren Teilsystem den Schwerpunkt. Die Ton dem absoluten Bezugs- 
punkte (0) gerechneten Vektoren der einzelnen Schwerpunkte seien 
der Keihe mch, 

Wililen_wir_ dieselben als r«btiTe Beangaponkto (0% 0", etc.) für Yek- 
toren a*, a'\ etc., welche die eiaaelnen materiellen Punkte der Teü- 
Bjateme festtegen, dann sind die absoluten Vektoren diesor Punkte: 

Der Vdctor des Schwerpunktes des ganien Systems sei x». Dann ist 
also 

£mx -« mit 

und 

mx — m^. 

Folglich Tersehirindet die Reaktion mx nur, wenn die Oesdiwindigkeit 
des gemeinsamen Schwerpunktes aOer Teilsysteme wahrend der Be- 
wi^nng unTeri&ndert bleibt 

Zur Untersadtmig der Momente bilden wir die Gleichung 

= (a;(*) + o<'))(^;) + ö(')) 

- + + ^')^> + Wm*^ . 

und «rbalten durch Summation 
da die GrOlisiea 

für den stanen Körper Terschwinden. Demnach wird 

WO zur Abkürzung I^'hn » tti(v) gesetzt ist Bei mehrzjündrigen 
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Dampfmaschinen bleibt der Wert des zweiten Gliedes dieser Gleichung 
hlcts miicrh'ilb enger Grenzen, weil sie die Gröfsen Ordnung der Ko- 
tatio7i.slM'srliieumgungen hat. In diesem speziellen haWe sind aber die 
Bedingungen für den Ausgleich der Massenwirkiing auf ein starres 
Fundament darstellbar lu der Form 

(66) ^' - U uua ± ö '«,^)^ - 0. 

Die weitere DiekoMion dieaer Gleichungen ist Au%abe der tedmiaeken 
Medumik. Eine amfiOizliebe DinteUung des FroUems der 'hbrnat- 
siugkiehnng giebt H. Loren e in «einer jfijiuaiak der Kurbelgetriebe 
mit beeonderer BerflcJoiehtigimg der Sdufibmaechinen'' (1901)u 

F« Die kinetoatatiselien fieansprnobiingeii. 

27* Niimaltpammffen und StM^^aimui^ — Die Theorie der 
stettMslien Beanepnieliiuigen wurde inert an eUaschen priematiBcbeD 

Stäben (Balken) entwickelt. Im einfeeluten Falle wirken nur Kräfte 
in der Richtung der LingeachM, welche man als Zi^ nnd Druckkräfte 
nnterscheidet. Sie erzeugen einen inneren SpenuangBOBtand, indem 
elastische Kräfte längs dieser Axe hervorgerufen werden. In einem 
sweiten Falle reduzieren sich die änfseren Krllfte auf ein Eräftepaar, 
dessen Ebene den Querschnitt in einer der beiden Hauptachsen senkrecht 
durchdringt. Die elastische Wirkung äufsert sich in einer Bietning 
des Balkens. Ztitr- vind Biegungsppannung werden gemeinsam als 
„Normals|ianTTmiL;en" bezeichnet. Li* !j;t du» Achse d^s Krüftej)aare;* in 
der Längsachse des Stabes, so treten neben den Delinuugeu in den als 
rechtwinklige Parallelepipeda vorausgesetzten Körpereleraenten Winkel- 
Teranderungen ein, die mau Schiebung oder Gleitung nennt. Es ent- 
steht eine Torsionsapannung, welche mit dem deformierenden Kräft«- 
paar statisch gleichwertig ist. Endlich können wir uns auch vorstelleu, 
dafs die wirkenden Kräfte ganz in die Ebene eines Stabquerschnittes 
fallen nnd das Bestreben haben, den erneu Körperteil Ton dem 
anderen Ungs der Schnittebene mm Abgleiten ixl bringeiL Eä ent- 
steht jetat eine scheersnde Spannung in dem betrachteten Qncnehnitte. 
Torsionsapannnng nnd Scheenmgsspannung wwden gemeinsam als 
Sehubepaonnngen beeeidmet Diese elementaren Begriffe dar Festig- 
keitslelun wenden wir jetat anf den stairen Koiper nnd die Gelenk- 
ketten mit starren Gliedern an. Obwohl hierbei die DefSonnationen 
ansgBschloasen sind, so kann man doch die Redaktion der innsrai 
Reaktionskzäfta in einer solchen Weise dniehfiUirea, dab die Kompo- 
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Hauten den üblichen Beansprnchangskaiegorien entsprechen. Man ge- 
winnt hierdurch gleichzeitig eine anschauliche Übersicht der Beealtate, 
welche den allgemeinen Reduktionen mit Benntning der Lagrangeadien 
Koordinaten nioht eigen ist 

28. Die BesÜmmm^ der Beamprutiiimiffshmponeidm, — kxu der 
D'Alembertidiett Onrnd^ichnng lllr seitlidi wirkende Erftfle: 

k » mx -f i 

folgt 

(57) £'8 - r* - £'mx 
und 

(58) Z'xi = 2rxk - ITmxx, 

woW alle Snnunationen über demjenigen Teil eines starren Körpers 
m erstrecken sind, welcher (Uirch eine Schnittebene virtuell abgetrennt 
wird. Nnn ist aber filr jedes starre System (ohne Translation): 

X = 0Xf 

nnd hierans folgt dnrdi Diffiwentiation naeb der Zeit 

i — ff« ^('^^)f 
oder nack Aasfttbrang des tem&ren Vektoxprodnktes: 

X « Ära; + (ex) ■ e — (ße) - x. 

Diese Besehlennigung zerlegen wir nach drn reehtwinUigen Aehsen 
wekbe mit dem atazren KSiper feat Terbnnden sind, nnd beselidmen 
die betreffionden Projektionen des Vektors x mit a^, et^, a^. Dami 
wird 

«1 - *i«s - Äfsa, + (el + 6l)n, -f tf,<y,a, + e,6^a^, 
= cr.aj — ffirtj 4- (ög + 6\)a^ + ö,<f,a, -f- o^e^a^^, 

In diesen Auy<lrücken müssen nun die Komponenten oFj, ö„ tf^ 
mit Hilfe der Eulerschen Rotationsgleichungen (21): 

^1 *i « (^ - ^)*»*t + Äli, I, 

jgtf, - (A - AK^'i + i<i,t 
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eliminieri werden. Dies giebt: 

+ ^, (--1, - ^1 + -4j)ö,<Ji • + AiMM,t ' — A^Mi,i' o,, 
A^Af • « A^A^{€l + 4)0, + --^^(J, — + -4)^1^1 ' «i 

+ Af{Ai — A^'\r Af)a^^ai + J,Jf»,i* a| — ^Jlft,t-a«* 

Setzen wir noch zur Abkürzung 

— a', £'k = k', £'m = m', 

80 eigeben die GleicJmngw (57) die Komponenten der ResoltaDtknifb 
der inneren SpanniiDgen in der explisiten Form: 

A^A, -8,' — A^Askj -f- m'(AjMi ;i iC - AjM^.sa*) 
+ m' { A,(Ai - A, - A,)«!«, • a; -f A^i A^ ^ Aj ~ A,)tfj0, • 

-A,A,(«r| + tf|)a;}, 

und zwei analoge Ausdrücke für s,, s^, welche durch zyklische Ver- 
tAQSchnng clor Indices hieraus folgen. 

Der besseren Übersicht wegen schreiben wir 

(09) i' « k' + m' . n +m'w. 

Dum bedentet ü ein«i Vektor, welcher im wesentlichen tob . den 
Totalmomenten der drehenden KriUfce abhiagt and w einen zweiten 
Vektor, der hauptsichlich doreh den Gesehwindigkeitszustend des 
Systeme bestimmt ist In den Komponenten ▼on n ond w treten 
nnfiierdem noch die Komponenten a^, aj, a^ des SdiwerpnnktrfAtore 
i* de« ▼irtaeU abgetrennten Kdrp e rs tfl eke« grdlhe&bestimmend auf. Geht 
nun von einer Tkennungsebene zu einer anderen Ober, so Sndert dieser 
Sdhwstpimkt seine Lage^ nnd die Komponenten von z' werden in leicht 
Ubersehbarer Weise bemnflnlst 

Nadi nnserer Bezeichnongsweise können wir die Gleidrang (58), 
welche des Moment der Reaktionskfifte in Bezug auf den festen Punkt 
bestimmt, schreiben: _ 

oder _ 

Nun ist aber nach Nr. 16 Gleichung (19) 

dM' fdM'\ . 
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Demnach wird 

(60; M; = M, ^ öif, - [^f ) 

oder in Komponenten zerlegl;: 

Mir ^ Mit - {As - Ai)6ta3 - A'tdi, 
Mt^i ^ Mk^i - {Ai — Aa)ü^6i — Aidi, 
JiC,t -= Mk,t — (Äi — Ai)ai6t — Aiäz, 

Alf Äif A^ dnd die Haupttmgheitemomenl» des Tutoell abgetramten 
Köiperatttokes. 

Dnrdh Elimination der Komponenten der WinkeLbesehleunigung 
mit Hilfe der Enlerachen 3Bewegiuig>gleielrangeiiy welche ffkr das ganse 
System gdteiiy erhalten wir ohne weiteres: 
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A,Mi, A,Mi, - A{AU,i + D{ ■ 6,6,, 
AiMi ,i AiMit^i ~ A»Mii i \ /)j • fja^i, 
AtM^i = AiM^,i - AiMk,3 -l- Di dtStf 

Dl - (A,a: - ä;a,) - {a,a:, - a;a^), 

^- (A^A^ A^ä^) — (A^Al — A!,A^), 
D; = {A^A, - A,A,) - (A,Ai - A^A^) 

zu »etzeu ist. Der Vektor M, hat also die Form 

P hängt im wesentlichen von den aufseren Kräften ab, wahrend 
Q hauptsüchlicii durch den Geschwin l i irkeitszustimd f]es SvsfeT!l^ lie- 
dingt ist. Die Trägheit siaotueikte des virtueii abgetremiteu Körperteiles 
beeinflussen beide Vi ktoren. 

Bis jetzt ist auf den festen Punkt bezogen, Nehuien wir also 
da5? Moment in Bezug auf einen Punkt des Querschnittes, so igelten 
für diese TranHformation die bekannten itegelii der Statik. Nun lal'st 
sich aber dieser neue Bezugspunkt in der Ebene des Querschnitten so 
wählen, dafs die Resuit-ante und das Moment der Reaktni;i( n in eine 
Ebene fallen, welche auf der Schnittebene senkrttlit sieben. Da der 
Ort für diese Bezugspunkte eine Gerade ist, so behalt man noch die 
Wahl iceif weldier ihrer Punkte als definitiyer Rednktionspiinkt ao- 
sonehmen ist Nach d«r Entscheidung »erlegt man die Beealtante 
und das Moment in Komponenten; welche hosw. in die Sehnittebene 
fallen oder darauf senkrecht stehen, und erhilt so die Gr9Awn, welche 
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den Tirtaell abgetrennten Körperteil in Besog auf Zug (oder Ihnck) 
Biqfim^ Torsion und Soheernng ansprachen. 

Sollen die Komponenten der kinetostatischen Beansprachung für 

ein Gelmh^ysfem bestimmt wurden, so verfährt man in ähnlicher 
Weise wie bei einem einzelnen starren Körper. Der einzige Unter- 
schied besteht darin, dafs man zu den äulaeren Kräften des betrachteten 
Ot It ukstückes noch die bekannten Reaktionen des nächstliegenden Ge- 
lenkes — oder allgemein aller ihm anf derselben Seite der Schnittflache 
angehörigen Gelenke — hinzufügt. Da wir diese Gelenkreaktionen voU- 
ständig berechnet haben, so können wir auch diese allgemeine Aufgabe 
als erledigt betrachten. 

Berlin, den 1. Febmiur 1901. 
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Synthetische Theorie der Zentrifugal- nnd Trigheitnomente 

eines ehenen FlAchenetflekes, 

Von Stakiblaus Jollbs in Beiün. 

1. ParaUeie Kräfte in emer l'.l)eue £, dereu lutensitäteu proportional 
sind den Abständen ihrer Augriüspunkte von einem in « gelegenen 
Strahle, bestimmen ein mit ihrer Theorie eng; verknüpftes polares Feld 
r*. Auf dieses polare Feld hat Culmaiurj zuerst hingewiesen; Herr 
Reye') erkannte dann seinen Zusammenhang nut der Theorie der 
Hauptträgheitsachsen, als er diejenigen Dreiecke aufsuchte, in deren 
Eckpunkten bezw. drei Flächenstücke derart konzentriert werden 
kSmien, dafs sie ein FlächenstClek in Bezug anf seine TrSgheitsmomente 
enebten. Bald nadi ihm kam HeBse*) dnrefa eme glücUielie Intuition 
auf daaaelbe polare Feld, ohne auch nmy wie mne beiden Vorgänger, 
▼on den Eigeneehaften der Tngheiteellipae irgend ▼eichen Gebraneh 
za madien. Diese Arbeiten sind analytisch. Ausgehend Ton der 
Theorie der TragheitBeUipse sind sp&ter die Eigenschaften des polaren 
Fddea nnd der TiSgheits- und Haapttrigheitsachsen von mir') 
durch dementare Betrachtungen synthetisch abgeleitet worden. 

Gelangt man t<hi der Theorie der Txagheitaellipsen an der des 
polaren Feldes r* nnd der Tragheita- nnd Haupttriigheitsachsen, so ist 
dieSf wie im Lanfe der Untersnchnng bald «rksnnt wird, ein st5render 
Umweg. Gelangt man umgekehrt vom polaren Felde F* ans za diesen 
Achsen, so fehlte bisher der Nachweis des organischen Zusammenhanges 
zwischen ihm und den TrägheitseUipsen. Bezeichnend ftir Binets 
Schar&inn ist es fibrigeosy da(s er — der Entdecker der Trigheits- 

i; Culmann: Die graphische Statik. Zürich 1866, 2. Abschnitt, 7. Kapitel, 
§ 88 — S7. Die exttoa beidon Alwelimtte eraohieiiai, wie tm der Yoriede S. XI 
n anehen ist, ab «nte Liefomng lehon 1864 

2) Rc je: Beitrag zu der Lehre ?on den Trägheitanumeiitea. Zeiticliiift fOr 

Math. u. Physik 10 ;1S(55,, S. 43H. 

3) lieaite: Vorlettiuigtiu übur analytiacbe Geometrie de« Kautues. II. Auüagc, 
Leipzig 1869, 15. Yorleainig. 

4) Jolles; Die Beziehungen der Zentralellipae aam ebflaai FlAdienstfiekeB 
n «einem inaginlxeii BUdA. Dien ZeitMÜirift (8) 1 (1801), S. 81. 
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Stakihlauh JoLLsa: 



elUpfe — aie in seiner grundlegenden Arbeit^) nur am Schlüsse beUanfig 
enrtluiti ilir somit nicht die Bedeutung beimifst, die sir sputer bei 
anderen erlangt hat. Es ist meines Erachtens auch eine Willkür, auf 
irgend eine der bisher eingelRlhrtQ^ TragheitaeUipaen die Theorie der 

Ti^heitsmomento in der Ebene aufzubauen. 

In den folgfiiden Untersuchungen wird, ausgehend vom Zentri- 
fugalmnmp-nt, «vnthctis'r}i pnfnrt duH polare Feld L' nrn! sein Ztisummeu- 
hang nut (ier Theorie der l'ril-^^luMts- und Ilaupttrügijeitsachsen dar- 
gftthan und die organische "\^erbindun'^ uiit der l'hf'orie der Trägheits- 
ellipseu entwickelt. Hierbei erweist es sieh von grolsem Nutzen, nicht 
nur zwei sich schneidende, suudem auch zwei parallele Strulileu als 
Trägheitsachsen eines ebenen Flächenstückes zu i)ezeichnen, sobald in 
Bezug aul sie das Zeiilnlugalmoment gleich Null ist Beschreibt eiu 
Strahl einen Strahlenbüschel 1. Ordnung, so umhüllen die von iliin gleich- 
weit abstehenden und zu ihm parallelen Trägheitsachsen die Tragheita- 
elUpae Beines Mittelpunktes. Zwiadien 4m Strahlen der Ebene und den 
au ihnen parallelen und Ton ihnen gleicfaweit abstehenden Triigheiia- 
aehaen besteht eine ein*aweidentige Verwandtschaft. Zun Sehlnsae er- 
geben aieh die bekannten metrischen Eigenschaften der TngheitB> 
momente ala eine nnmittelbaie Folge der Brennpunkteigenschallen Ton JT*. 

Die Hilfiimittel äer üntersudiung lieüiri^ wie adion herrorgehoben, 
die gynlßM/taB^k» Geometrie. Sie gestaltet die Theorie der Tril^ieitB> 
momente, ror allem die Ableitung des polaren Feldes J** und seiner 
Eigenschaften, ftniaetat einftch und übersichtlich. Für die geometriaehe 
Hechanik, der man immer mehr zustrebt, bedarf diese Forschungs- 
methode keiner Empfehlung. Besonders der Ingenieur wird sich ihrer 
gerade hier gern bedienen, führt sie ihn doch ohne jeden Umweg zn 
dem so häuüg abzuleitenden Kerne eines ebenen Querschnitts. — Da 
in meiner oben angefiJhrteu Abhandlung die Litteratnr, welche sich 
auf die Hauptsätze aus fh:r l'beorie der Tragheit.suioinente eines ebenen 
FlttelK T;«;tiickes bezieht, angeführt und besprochen worden ist^ so konnten 
im Folgenden weitere Angaben unterbleiben. 

2. Jedem Elemente d'f^ eines ebenen endlichen Flächeuätückes ^ 
kommt in Bexug auf einen in «einer Ebene € gelegenen Strahl^ ein parallel 
einer Strecke /• gemessener Abstand r,^ /,u. In gleicher Weise entspricht 
dem Elemente in Bezug auf einen zweiten Strahl /* von £ ein 
parallel der Strecke s gemefsener Abstand Jenachdem und 
gleichen oder entgegengesetzten Sinn wie r und s haben, wird ihnen 
ein poBitiTer oder negativer Wert beigelegt. Unter diesen Yonma- 

1} Binet: M^oire sur la throne des axes conjugu^s et des momenB d'inertie dcä 
wrpt. Jonn. de r£cole Poly t. », 16. Heil (1813), ». ii. (Ln k rinslatat, en Mai 1811.) 
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setanmgen heüst bekumilieh das fiber das ondlioli« FBUshenrtQck gf aii»- 
gedehnte lutegial: 

das Zentnfiigalmoment des Fiächeustückes 5 l^ezütrlicli der Strahlon 
g, h. Es werde, wenn r und v lieliebige Neigungswinkel mit ihrer ße- 
zugsgeraden g bezw. h einschiieiseii, durch: 

bezeichnet^ hingegen, wenn sie bezw. auf ihr senkrecht stehen, dorch: 

Sowie h mit g zusammenfällt, geht das Zentrifugalmoment des 
Flächenstückes $ beattglich der Strahlen g, h in sein Trägheitsmoment: 

bezüglich des Strahles g über. Es werde ffir eine beliebige besw. sn 
g senkrechte Bichtotrecke r durch: 

dargestellt. 

3, Wird im Integral: 

dfr Abstand des Flächeiieleuicnti'S vom Strahle x als Mafs einer 
auf t/^ ruhenden Masse aufgefalst, so ist hierdurch ein Massensjstem: 

bestimmt; und zwar entspricht dem Strahle x eindeutig der Schwer- 
punkt X von Nun rerschwindet der Ausdruck: 

fQr das statische Moment von ""^l^ in Bezug auf einen Strahl f, wenn 
jr dttroh den Schworponkt X von geht^ ferner ist: 

fol^ch gehi ein Strahl g durch den Schwerpunkt X Ton 'SR,, sobald 
der Sdiwerponkt T von '^1^ auf x liegt Jedem Strahle des Bflschels 
X entspricht hiemach ein tNmkt von x, dem Punkte X ist also auch 
der Strahl x eindeutig zugeordnet. 

Anhlr dm MkÜMmatlk vnd Phjriik. HX. iUlb«. U. SS 
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Zwischen deu Punkten und Strahlen des ebenen Feldes s besteht 
nunmehr folgende Beziehung, Ein Punkt X bt stinimt eindentig einen 
Strahl r und dieser eindonti«? jenen, fonirr <'iii Strahl y, der durch X 
rreht, »'iiun Punkt Y, der auf ./ IfiL-'t Eine solche Verwandtschatl 
zwischrti Punkten und Stndileu eines ebenen Feldes heifst eine invulu- 
torischf Korrelation, und das Feld selbst, dessen ^^lIlkt( und Strahlen 
derart veikiiüpl'l siiul. ein polares Feld. Die Punkte A, i?, . . 
X, ... und die Stralilcii h, . . ., a*, ... von f sind also als Pole und 
Polaren iu ciucui polanu Felde F' einander zugeurduet. 

Bezüglich zweier konjugierten Strahlen von ist das Zentrifugal- 
moment Ton gleidi NnlL Ali ein Paar solcher konjugierten zusammen- 
faliendea Strahlen kann jede Tangente t der Inzidenxknrre (Ordnimgs- 
kurve) von 1^ au^efa&t werden. Daa Trägheitsmoment Ton % beailglich 
eines zeeUen Strahles i ist aher niemals gleich Kall, folglich hat das 
polare Feld F* keine reelle Lizidenakurve, oder die seinen Durch- 
mesaem zukommenden PunktiuTolutionen sind eUiptisch. 

Einem durch den Schwerpunkt 8 von % gehenden Strahle x ent- 
spricht ein Masaensystem SR, mit der Gesamtmasse Null, das sieh aus 
zwei glei«^ grollen Massen mit yerschiedenen Vorzeichen und Schwer- 
punkten zusammensetzt. Sein Schwerpunkt X liegt also im Un- 
endlichen, und ./ ht somit ein Durchmesser und S der Mittelpunkt des 
polaren Feldes 

4. flat in J^ezug auf zwei Strahlen von b das Zmtrüngalnioment 
von j5r Wert Null, so heifsen diese Strahlen, wenn sie sich schnei* 
den, ein Paar Tiäghtnt Sachsen ihres Schnittpunktes P und, wenn sie 
]ianill('l laufen, ein l*a«ir })arallele Trügheit.««at lison. Ein Punkt P ist 
der Sclmittpunkt von oc^ Paaren von Trägheitsachsen, sie bind nach 3. 
die Strahlenpaare der ihm im polaren Felde zukommenden Strahlen- 
involution, folglich gehen durch jeden Punkt, als Achsen dieser Strahlen- 
involution, ein Paar zu einander seukreehter Trägheitsachsen, sie heifsen 
seine liauptträgheitsaehsen. Durch die Brennpunkte F, F' von als 
Träger zirkularer Strahleniuvolutionen gehen jedoch unendlich viele Paure 
Yon Hauptträgheitsachsen. F, F' heilsen deswegen wohl auch die Trägheits- 
hrennpunkte des Flachenstfickes — Die Haupttnigheitsachsen eines 
Punktes P hallten die Winkel der yon P nach den Tra^MtshreBn- 
punkten führenden Strahlen. Ein Strahl g TOn s ist Hanpttiagheiia- 
achse für den FuJkpunkt der Ton seinem Pole (? in F* auf ihn geflllten 
Normale. Dreht sich g um einen Punkt P, so umhflllen die Strahlen, 
die mit g zusammen je ein Paar Haupttragheitsaehsen bilden, i. a. eine 
Parahel, sie berührt die Polare p von P in und die Achsen dieses 
polarra Feldes. Ihre LeiÜinie ist der Duicluneeser SP, Die Haupt- 
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tidlgliMtBtehfleii Ton Termittoln alio swimhen den F^mkten und 
Strablen des ebenen Feldes e eine myolutorische quadratische Ver- 
wandtschaft. Alle diese Sätze von den konjugierten zu einander nor- 
malen Strahlen sind längst bekannt, ihre Beweise finden sich aufserdem 
in Tiakii Ijebrbüchem, z. B. in der Tierten Auflage des ersten Teilea 
▼OH Herrn Beyes Geometrie der Lage. 

5« Der zur Richtsfrorke r panllele Abstand Qo^ eines Punktes 
G von einem Strahle h, ebenso wie der zur Richtstrecke s parallele 
Abstand qs^ des Schwerpunktes 5 von der Polare g von G tm polaren 
Feldo r^, Bind positiv, Avonn sie gleichen, neg'ativ, wenn sie entgegeu- 
gesetzten Sian, wie die zugehörigen Hichtstreeker Italien Nun ist 
naeh das statische Moment '"'^^^ des in G konzentrierten Massen- 
sjstemes: 

in Bezng auf h gleich dem Zenirifiagalnioniente: 

von in Bezug auf g und /*. Folglich lülbt sich dieses in der Form: 

achreiben. Da aber: 
isif so kann auch: 

gesetzt werden. 

Das Zeutrilugalnioment von % in Bezug auf // und h wird zum 
Trägheitsmumente '^'"3/^,^(5) 3 Bezug auf g, wenn /* mit g 

identisch ist, sein Ausdruck lautet also: 

Fallen Q.sy und Qt. g auf den zu g konjugierten Dnrdunesser d des 
polaren Feldes (Fig. 1), ist also die Richtstreeke r zu ihm parallel, 
so sind G und der Schnittpunkt {d, g) 0^ in T- konjugiert. Nun 
besteht zwischen den Strecken SG und SG^ und der Potenz — der 
d nach 3. in zugehörigen elliptischen Punktinvolution die Be> 
siehung: 

SG ■SG, = ~ c». 

Sie liefert, wenn der Mittelpunkt S von F* insbesondere den Ab- 
stand der koiigugierten Punkte G, Gi hälftet, diese also in den Punkten 
JE, £i ansanunoifallen: 

-= - e, 

28* 
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tomit für den Strahl g: 

und flr den m d kotgugurteo, bIbo m ^ ptttUelcn DuQhmwBer e: 

Die k II lui^iorten lAmktc ii, allfr Durchmesaer <i von F*, deren 
Abstand durch den Mitielponkt S Ton gehälfiet wird, liegen nun 




Vif.1. 



auf einer Ellipse deren konjugierte Durchmesser die von F' sind. 

Folglich gilt, wenn die Strecken die dem Strahle f bezüglich 

S konjugierten Trägheitshalbmesser heifaen: Werden die den Durch- 
messem des polaren Feldes F- bezüglich S kf>njugierten Trägheitshalb- 
messer, vom Mittelpunkte von F' aus, liirer Gröfse und Richtung 
nach abgetragen, so liegen ihre Endpunkte auf einer EUi])9e <j*, deren 
konjugierte Durchmesser mit denen von F* zusammenfallen. Die 
Ellipse 0* heifst die Zentraleliipse des Flächeustückes ihre parallelen 
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Tftngenteii sind in r* koigogiot, alm punraiae paxsUela Trigbeiti- 
aehaeo. 

Die Zottnlallipse 0* und die imeginSre InsidfliulniiTe Ton F* 
gehen in sich selbst über, wenn «iner dieser Kegelsefanitte in Besag 
auf den andern polariaierfc wird. Sie sind haimoniacli einander ange- 
ordnet^ jeder also eine Imaginirprojektion dea anderau 

6. Der Schnittpunkt G^ (Fig. 1) eines beliebigen Strahles </ mit 
dem ilim in konjugierten Durchmesser d ist die Mitte zweier be- 
etimmten auf d gelegenen konjogierten Punkte P, yon F^. Sie 
werden «of d dnrdi einen Kreis mit dem HittelpanU» ausgeschnitten, 
deaaen durch den Sehworptinkt S gehende, zu d aenkredite Sehne so 
grolSi ist, wie die anf d gelegene Durdmiesaeraehne BEi — 2e der 
ZentratelUpse «*. Fflr die Abstände O^P und G^P, der Ftankte P, P^ 
Ton Gl gilt folglieh die Beaiehung: 

<?iP»-<?ii1-56?i+e>, 

und sonftch sind sie die dem Strahle g bezüglich dea Punktes kon- 
jugierten Tragheitshfllbmeeser. Die Endpunkte 3^ der einem belie- 
bigen Punkte X Ton g bezfiglich g konjugierten TiSg^itahalbmesser 
werden also, Ton ihm aus gemessen, erhalten, indem man die Yer- 
bindungsgemide des Punktes X und des Poles Q Ton g mit den durch 
Pt und P laufenden PsraUelen p, Pi zu ^ in 3E, snm Schnitt 
bringt p und Pi stehen gleidi weit Tom Punkte X ab und sind als die 
Polaren Ton P, P| in F* koiqugieirt, sie sind folglich die gleich weit 
Ton ff abstehenden an ihm pazaUelen Trigheitaachsen Ton |jf. 

Schneiden swei Sinhlen sieh auf der Symmetrieachse zweier Pa- 
laiUelen, ao schneiden sie die Pavattelen selbst in den Eckpunkten eines 
TollstSndigen Viereckes^ dessen drittes Pftar Gegenseiten ebenfidls parallel 
Jau^Bn. Je swei durch einen beliebigen Funkt X Ton g gehende kon- 
jugieite Strahlen Ton F* bestimmen also mit den in 1^ konjugiertou 
pandlden Strahlen p, pg wo. Polvieredc tou F*, dessen drittes Paar 
Gegenseiten x, parallel laufen und Ton X gleich weit abstehen. Die 
konjuirierten Strahlen Xp x^ treffen den Strahl p bezw. in den Punkte- 
paaren einer Involution, die perspektiv ist zu der dem Punkte X in 
F' zugehörigen Strahleninvolution. Sie verbinden folglich entsprechende 
Punkte projektiver Punktreihen, die keinen Punkt entsprechend gemein 
haben, und umhüllen sonach einen Kegelschnitt Sein Mittelpunkt 
ist X. Er ist, da das Polarsystem nach 3. keine reelle Inzidenz- 
kurve hat, und foli^lich die einem Punkte X zugehörige StrahleoinTO- 
lution keine reellen Doppelstrahlen besitzt, eine Ellipse. 
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Konjugierte Durclimesser und parallele Tanffcnton von |' sind 
ko^jngierie Strahlen in JT'. Der Mittelpunkt X von |^ und die beiden 
zu einem Durchmesser u parallelen Tangenten begrenzen demnach auf 
dem zu u konjugierten Diirchnipsscr v zwei Strecken, die pjleich sind 
den X bezüglich u konjugierten Trägheitsbalbmessem. Aus diesem 
Grunde heifst die EUipse |- die durch das Flächenatück 5 bestimmte 
Trägheitsellipse des Punktes X. Die Trägheitselli])se des Schwer- 
punktes S ist die in 5. gefundene Zentralellii>se o-. Dreht j^ich ein 
Strahl ./ in ( um einen Punkt X, so umhüllen die zu ./ paraöelen 
von ihm gleich weit abstehenden Triigheitsachsen die Trägheitseilipse 
I* von X. 

Die Tragheitselüpsen der Punkte eines Durchmessers d von 
Bclmdiden ihn in Pnnktopaami der ihm in nach 3. zukommenden 
ellipftiseheii InTolntion, somit umschlieCwn die Tiif^tMllipien aller 
Ftuikfte der Ebene « den Schwerpunkt 8 Ton Sie eehneiden mbet- 
dem die ZentraleUipse tf* in Punkkepearen, die auf PuaUelen cn dem 
d konjugiwfcen Dorchmeeser e liegen. Die TzSgheitsellipsen der Punkte 
einer heUebigen Geraden g berdhien die su ihr parallelen und Ton ihr 
gleich weit abatehenden TxSgheiteachaen in Punktepaaren, deren Verbin- 
dungagwaden durch den Pol Ton ^ in gehen. Diese Yerbindungs- 
geraden laufen parallely wenn g ein Durchmesser Ton F* ist 

7. Die Brennpunkte eines polaren Feldes sind in ihm die Mger 
zirkulärer StiahleninTolutiotten, fol^ch sind die TiigheitseUipeen der 
Brennpunkte F, F* von JT* Kreise. Sie berOhren die zur Yerbindungs- 
geraden Ton F, F' — also zur Hauptachse a von — parallelen und von 
ihr gleich weit abstehenden Trägheitsachsen und haben sonach gleich 
grofse Halbmesser. Ihre absolute Länge ist die des zu a konjugierten 
senkrechten Trü^eitshalbmessers d: 0. 

Wird zu einem beliebigen Strahle g von e durch den Brennpunkt 
F von r* eine Parallele (/' gezogen, so läfst sich das Trägheitsmoment 
Bezug auf g nach Fig. 2 in der Form: 

sdureibeo. Nun ist: 
femer: 

fol^ch ergiebt sich: 

(«) = (a» + 9f,9f,')%, 
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oder da: 

QF9 — ff 8$ — Q89' QF9' = + (fHg' 

ist; anch: 

iß) ^«(&) = (a' + (»l»-^V)af. 

Die reehte Seite der Gleichnngeii (a) oder behalt denselben 
Werfe fOr alle TaogMiten des durch die Brennpunkte F* und die 
Tangente g bestimmten Kegelschnittes y^, «temnach sind alle Karren, 
zu deren Tangenten je gleich lange senkrechte Tragheitshalbmesser ge- 
hören, konfokale Kegelschnitte mit den Brennpunkten F, F'. Durch 
einen beliebigen Pnnkt P geht t^ine Ellipse und eine TTvporliel der 
durch die Brennpunkte F, F' bestimmten Schar konfokaler Kegel- 
schnitte. Ihre Tangenten in F sind zu einander senkrecht und kon- 
jugiert in allen polaren Feldern mit den Brennpunkten F, F. Sie 
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fallen also mit litn Achten der V iu f zukommenden Strahleninvo- 
lution oder niit den Ilauptträgheitsachsen von P zusammen. 

Der Abstand dts Mittelpunktes S von y\ vom Fulspuukte dea 
Lotes welches vom Brennpunkte F auf den Strahl ^ gefällt wird, 
ist bekanntlich gleich der halben Hauptsehne dieeee Kegel- 
schnittes, 

Dar um B mit dem Halbmesser SF^ beschriebene Kreis schneidet 
also die zusammeufiillenden Hauptachsen ron und yl in den End- 
punkten Ty T' der Hauptsehne von }>} und bestunmt die in T' 
auf der ^uptachse a senkrechten Strahlen t, f als zugehörige Scheitel- 
tangenten. Ihnen entsprechen, da i?T*» T*8 ist, gleich grofse Tng- 
heitsmomente Mu > und Jfri'y deren Wert sich als: 

{ST- 4- 0^5 = (ßFl -H a-;)^ = («; -f 

ergiebt. Das dem Strahle sowie den Tangenten des Kegelschnittes 
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836 SrjjmiAtt Joixw: 

yl zukommende Trägheitsmoment kaau demnach auch dritteuä durch 
den Ausdruck: 

(y) ^lWrv) = (a' + aJj3 

dargestellt werden. £8 gestattet, wenn a und die Brennpmikte F, 
bekannt sind, eine ausuekmend einfache Konstruktion des einem Strahle 

g konjugierten senkrechten TrUgheitshalbmessers. 

8. Die Hauptträgheitsachsen fi, >■ eines Punktes P (Fig. 3) werden 
durch die Brennpunkte F' von harmonisch getrennt. /* schneidet 
die Hauptachse a Ton innerhalb, e aufterhaLb der endlichen Strecke 




FF\ wenn h in P die Hyperbel y|, « die Ellipse yj mit den Brenn- 
punkten F, F' berührt Sind nun und a, die halben Hauptsehnen 
Ton fl und yi, ao ist: 

oder auch: 

Folglich ergiebt sich aus der Oleidinng (y) in 7., dafa die Hanpi- 
achaen iiet TrigheitaeUipaai aller Punkte dea ebenen Feldea € die 
I^upiachae von innerhalb, die Nebenadiaen aniaarhalb der endlichen 
Strecke FF" schneideii. 

Die halben Hauptsehnen o* und a, Ton y{ und ^ sind gleich 
den Strecken, die den Mittelpunkt 8 von F* mit den Fuiapunkten S 
und K der vom Brennpunkte F auf h und c gefällten Lote verbinden. 
Nun besteht fOr die Schnittpunkte T und U der in konjugierten 
lind 711 einander normalen Strahlen h und e mit der Hauptachse Ton 
r*^ die Beadehung: 

BTiSF^SFiSü 

und fiwner gilt ftr die homologen Punkte S, 8" der durch die ahnUcken 
Dreiecke FHT und ÜEF auf einander bezogenen ähnlichen Felder 
0f die Proportion: 

STiSF^S'FiS'ü, 
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Die linken. Seiten dieser Gleichungen sind identisch, also asuh die 
rechten, demnadi fallen die entsprechenden Punkte S' und folglich 
eneh die entapredhenden Strehlen HS und MS beider ihnliofaem Felder 
snsammen. 

Die drei Punkte S, H und E liegen Boiuicb in einer Geraden^ und 
für die halben Hanptsehnen Ok und yi und ^ ezgiebt sieh 

eben&lls: 

a*:a, = 5r:iSF-=iSJF:S0: 

Kurz: zwischen den halben Ilüuptsehnen uud n, der sich in einem 
Punkte P Yon £ schneidenden Hyperbel yj und Ellipse yl mit den 
Brennpunkten F" und der halben Haupt- und Nebensehne a« und 
hm der TragheitseHipse Ton jp bestehen die Begehungen: 

9« Au« dem in 7. gewonnenen Ausdrucke: 

(a" + p|,-(.5v)i!f 

für das Trägheitsmoment M^^i^) lassen sich recht einlach die Haupt- 
sätze über Trägheits- und Zentrifugalmomente ableiten, die sich auf 
zu einander senkrechte und durch den nämlichen Punkt gehende Strahlen 
von B beziehen. 

a. Zwischen tleu Strecken qsoj Qsg' und p«*, Qsh } die bezw. zu 
zwei beliebigen zu einander genkrechten Strahlen h gehören, bestehen 
nach Fig. 4 die Gleichungen: 

und: 

(fh- + qIa- « SF' - - b«. 

Mit Bücksicht hierauf kann nunmehr die Summe der TrSgheits- 
momente: 

und: 

in der Form: 

M„&) + M,m(S) - (a* + fe« + SF*)% 

g^chrieben werden. Hierin bleibt der Klammerausdruck für je zwei 
an einander rechtwinklige Stiahlen h, g des Baschels P unveränderlich, 
also auch die Summe der auf sie beaograen TrigheitsmomoLte Mggi^) 
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ujifl 3/,j^'^). Die Punktf. fHr welche <li»-se Suinnioii »'in uml deDseibea 
Wert hüben, liegen je auf Kreisen mit dem Mittelpunkte t). 

b. Dm ZenthfagAlmotnent: 

»' 

in Bezng auf zwei Strahlen ff, h nimmt, wenn Hie Stplle dfr 
fgj^Sk die Abetände r,'^ r«' von zwei zu g, h panülelen Strahlen 




h' treten, und Qg-g^ Qk'h die in Richtung der r^,, gemessenen 
Abstände der Ptirallelea g' und h, h' bedeuten, die Gestalt an: 

'^frg'$k'd% + Qfp'J* Skd% -Vffkk' jrg'd% + 

Nun ist: 

yi*' dg« itsk' 8 und Jr,'dQ = qs, • g, 

ferner: 

99' 9 ~ ~ Qsg' pA'A — — Qeh'f 

folgUok wild: 

+ [(O-f* - QSg )9Sk + iQSA - QSh )QS:,' + {QSg - QSi, )iQ6A — psA )J5 

oder: 

Jrf'Sk'dj^ = [^««^«A — ^«»'^ÄA IS- 
Stehen g und A senkrecht anf einander, und schneiden sieh die zn 
ihnen pandlelen Strahlen g', h' in einem Brennpnnktie — etwa in F 
— Ton r*f so ist: 
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ond «onaoh «ndlieb: 

Fflr 8WM Bidi in 8 sdmeidoule ra euumder seukreehie StnUen 
h ergiebt sich hianiach: 

Da ferner Mgk\^^) nach (a) uur verscli winden kann, sobald: 

0^) 9b 9^8 h — 989'98k' " 0 

wird, BO drfickt {ß) die Bedingung mib, unter welcher die zn einender 
eenkreehien StiaUen h mit einem Paar BanptfarSglieitBacIiBen von $ 

gnM,inTnft»Ml«n. 




f. Für finon bcliobigen Strabl .r, flor dnrcb den Schnittpunkt P 
'/.weiHr zu cinan^r scnkrechtffli Strahlen Ä hindurchgeht^ gelten nach 
Fig. 5 die Beziehungen: 

Ptf« — Qsh Bin I + ^SfOOSl, 
FolgUch wird ans: 

oder: 

Die Faktoren yon cob*|, sin'l und em2| sind ^Mgg(^), 
und nach {a) ^Mgki^)f es ergiebt sich alao: 
(y) ^-(3) - ^99{W^n + M,,{%) 8in«| + Jf,,0) sin 2|. 
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Ist insbesondere g, h ein Paar HaupttiSgheitsaobseiL, so itt nach 
ifi) M,f,(S) gleich NoU und folgUch: 

Jf„(g) - Jlf„(g) 006» I + Jf„(S) ein* I. 

Diese Gleicliimg geht, wenn: 

Jtf«(g)-«'S, if„(g)-.fl«2f und ilf„(gr)»^«g 

geseilt wud| in: 

|»-g»o«i»H-§«8in»| 

über. Sic stellt, wenn nnt-er 2f) iiud 2g die Haupt- und Nebensehne 
einer i^Uipse mit der Hauptachse y und der Nebenachso h verstanden 
wird, bekanntlich das Quadrat des halben Abstandes £ der beiden zu x 
parallelen Tangeuten von dar. Ans ihr folgt demnach für einen 
sidi um P dnhente SiiaU x von e ebenfeUs die in 6. gefiindene 
TrS^iteellipse des PimldM P. 

Dem in P auf ^ senlaeekteik Strahle y entsprich! ab TrSglieitB- 
moment Myy{^) nach (y) der Ansdnick: 

Ferner kommt den in P sa einander ' seoloreohien Strahlen x, jr 
nach (a) das Zentnfagalmoment: 

ZU. £s läfst sich auf gleiche Weise, wie Mxx(^) die Gestalt: 
(0 M,,(%) - i[Jlf»*(g) - M,,(m »in 21 + M,,{%) cos 21 
fiberftlhren. 

lO, Gleichwertig in Bezug auf ihre Trigheitsmomente sind awei 
Flichenstticke ^, %' eines ebenen Feldes denen in Bezug auf seine 
Strahlen je gleiche Trili^itsmomente zukommen. Naeh 7« enteprichi 
zwei solchen FlSchenstttcken % ff' die (Reiche Sdiar koofbkaler Kegel- 
sehnittey bezflgUch deren Tangenten t die Triigheitsmomente ''''Mtt(S) 
und '"'Jffi(2f') je den Reichen Wert haben. Zu dieser Schar gehören 
die % und gf' bezw. zugewieseiifln polaren Felder F and F*, ff und fj' 
haben demnach gemeinsame Haupttriigheitsachsen und graneinaamen 
Schwerpunkt S. Ist Qg-^ der parallel zur Richtstrecke r gemessene 
Abstand zweier Parallelen g', (j des ebenen Feldes c, von denen die 
eine — etwa g' — durch den Schwetpunkt S geht^ eo g^ten die Be- 
ziehungen: 
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Naeh der VoiaiuHsetKiuig ist aber: 

und: 

folglich wird: 
oder: 

5-5'. 

Hiflnudi nnd d«B nuammenfldleiidai Aohieo der polaren Felder F* und 
r^' in Besag auf S "bww. gleich grofse Tri^^eitehalbmeaaer konjugiert 
Beiden AduMn kommen ah» in beiden polaren Feldsm die lühnlichen 
PanktinTolutionen zu, F* kann folglich nur mit identiflch sein. 
Kurs: swei in Beeng auf ihre Trägheitsmomente (^chwertige FlSchen* 
ttflcke sind ^eich groJe und beetimmen ein und dasselbe polare Feld F'. 

Das sü einem Flaehenstficke gf gehörige polare Feld V* ist durch 
einen Mittelpunkt 8 und durch ein Poldreieck P,P,Pg eindeutig fest- 
gel^. In seinen Eckpunkten P^, P,, P, lassen sicli nun bezw. drei 
Flächenstücke derart konzentrieren, daTs sie die Gesamt* 

fläche ^ und den Schwerpunkt S haben. Das mit diesem Flächen- 
sjsteme verbundene polare Feld F'' hat ebenfalls PiP^P, zum Pol- 
dreieck und S zum Mittelpunkte; folglich fallt mit dem von ^ 
zusammen, oder das Flächenstück ^ und die l^ezw. in P,, P^, Pj kon- 
zentrierten PMächenstücke 5i> t^a? f^s ^^^^ bezüfjlirh ihrer Trägheits- 
momente gleichwertig. Es lassen sich also in den Eckpunkten jedes 
Poldreiecks P^I\F^ von F' bezw. drei FlÜchenstücke ^^j, derart 
konzentrieren, daf» sie ^ bezüglich seiner Trägheitsmomente ersetzen. 

Halensee-Berlin, 16. Juli IdOl. 
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fiistorisclie und kritisclie Bemerkungen über den Begriff 
der AhnlieheiL und ftkolich liegenden Kegelechrntte. 

Von ßiCHABD Müller in Berlin. 

Die Abriebt dieser ZeUeit ist, «nf die seliseme TJnsielierlieH bia- 
niweisen, welcbe bei der Bebandlung der Shslicben und abnlich gelegenen 
Eegelsebnitte in einigeu der verbreitetvien Lebrbücber lor Ebsebeinmig 
kommt. 

Der natttrlicbe Aiugaagepiinkt fOr diesen Begriff liegt in der 
Elementaigeometrie des Ähnlichkeitspiuiktes sweier Polygone; deber 
sind allgemein swei kminme Linien ahuUcb and Ihnlicb H^;endy wenn 
in ihnen dorcb die von einem gewigaen Punkte, dem Äbnliebkeitspunkte^ 
am^ebenden Strahlen homologe parallele Sehnen projiziert werden. 
Daratis ergiebt sich im besonderen fiir zwei ähnliclie und ähnlich ge- 
legene Keffel.<{chniUe, dafs irgpiitl zwei kuiyogierte Dnrebmesser des einen 
den entsprechenden konjugierten Durchmessern des andern parallel sein 
mfissen, oder mit andern Worten, dafs diese Kegelschnitte aaf der nn- 
endlich fernen Geraden dieselbe Involution bestimmen. 

Dieser Satz dart" aber nielit unigekebrt werden, wie wir schon 
bei Poncelet lesen können, Traite des proprietes projectives (Paris 
1H22, Art. „il est evident, en effet, que, pour que df^s bvperboles 
aicnt une sec^mte commune ä l'iniini, il (niffit q n Ii urs asjmptMes 
soiont paralleles; or elles no seront nnUenient st'iniiiublcs, si elles se 
trouvent (nmprises Jans des angles d"asynij)tote.s differens." 

Sonderbarer Weise wird etwa 50 Jahre später mehrfach das 
Gegenteil gelehrt. Z. B. heifst es in dem für die französischen Schulen 
malsgebenden Tiaittf de g^m^trie ^^mentaire von Beuche und de 
Gomberonsse (8. Aufl., Paris 1873, II. Kr. 1170, und swar in 
wOrtUeber Anlehnung an Cbasles, Traite des sections ooniques, Paris 
1865, L Nr. 374): ,,B^iproqa6ment, lorsque la droite de Tinfini est 
une corde commune k deux coniq^ues, oes courbes sont homoth^ 
tiques.'' Der angefügte Beweis enthalt eine Lficke, weil er die von 
den Yer&ssem (in Nr. 1168) direkt ausgeeprocbaie Forderung der 
gleichzeitigen RttÜtat homologer Punkte der ähnlichen Kurren un* 
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herückälehtigt lalsL Noch aufHllliger erscheint es, wenn in den von 
H. Schröter herausgegebenen Steinersolieu Vorlesungen: „Die Theorie 
der Kegelschnitte, gestutzt auf projektivische Eigenschaftea'' (2. Auii., 
Leipzig 1876, § 43 Scbluis) nntw Verzicht auf jede geometrische 
Begründung in Parenthese gesi^ wird: „Zwei Kegelschnitte heifson 
nämlich ähnlich und ähnlich liefr^»nd, wenn ihnen dasselbe Punktsystem 
auf der unendlich entfernten («eraden (rr, zngeh(irt, d. h. (r» eine 
reelle oder ideelle gemeinscha tili die Sekante derselben ist." Dem gleichen 
Gedanken begegnen wir endlich auch bei Salnion Fiedler, Analytische 
Ueometrie der Kegfl.schnitte (4. Aufl., Leipzig 1878, Art. 242): „Zwei 
Kegelschnitt« smd demnach ähnlich und ähnlich gelegen, wenn die 
Koeffizienten der höchsten Potenzen der Veränderlichen in beiden über- 
einstinimen, oder nur durch euieii kunatanten 1 uktor verschieden 
sind." Zum Beweise wird für zwei parallele Halbmesser r und r' das 
Verhältnis : r'- gebildet, jedoch über das Vorzeichen dieM« Braches 
oiclits gesagt. Dero rein aafdjtisdi denkenden Hatiiemaiiker mag es ja 
vielleiclit nnhedenklieh ersdieinen, die reelle und die imaginüre Ellipse: 
r«/a2-f 1 und / -\- / b* 1 

ähnlich und älmlieh gelegen zu nennen, weil ^re Axenläugen den Propor- 
tional itätsfaktor i zeigen; aber die alsdann konsequente Anwendung 
auf die beidtni konjugierten Hyperbeln: 

x^ja'-fib^'^l und x" j - f j = ^ l 

dfirfbe doch der geometrischen Anschauung zn sehr widerstreben, weil 

diese immer die Ähnlichkeit in den sichtbaren Zweigen yerlangen würde. 

Die genannten Lehrbücher sind inzwischen (zum Teil wiederholt) 
neu aufgelegt worden. Das französische Werk enthält die beanstandete 
SteUe noch jetzt unverändert (7. Aufl., Paris 1900, Art 1180); die 
deutschen Autoren aber sind kritischer gewesen. Herr Fiedler hat 
sich der Mitwirkung seines Sohnes versichert, der uach der VoiTede 
be.sonder.s das Imaginäre systematischer behandelt hat; daher wurde 
auch der fragliche Art. 242 (ß. Aufl., Leipzig 1898) völlig verändert; 
durch den Zusatz: ,,Man pflegt in der lieget nur den Fall eines reelleu 
Proportionalitätst'akturs r : r' in Betracht zu ziehen" ist eine An- 
näheniug an die von Ponoelet vertretene Auffassung vollzogen. Die 
darauf folgenden beiden Absätze enthalten eine scharfe Darstellung der 
Frage. Auch die Steiuer sehen Vorlesungen haben uach Schröters 
Tode in Herrn R. Stnrm einen neuen Herausgeber g^undeUi dem der 
Mangel der firfUierBn Dantellimg sieht entgangen ist; in dem TSllig 
nmgearbeiteten § 43 (3. Aufl., Leipzig 1898) wird nun mtepreclifind den 
beiden Fällen des reellen und imagiiuren Froportionalitätsfaktors 
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Ähnlichkeit der Kegelschnitt© im engeren und weiteren Sinno unter 
schieden, und dazu bemerkt: „Man macht diese eigentlich nicht 
erlaubte Erweiterung, um manche Sätse bequemer aussprechen zu 
können.« (S. 254).*) 

OMwifs ist eine Ausdehnung eines unsprünglicii engeren niathe- 
niatisrlipu BegrifiFes oft von höchstem Nutzen (mfi)\ <lpTike z. B. an den 
Poteuzbogriff oder an den sogenannteu uuemiiieli lerueu Schnittpunkt 
zweier Parallelen), aber über die Zulüssigkeit einer solchen Erweiterung 
entscheidet nicht biofs die Anzahl nnd Wichtigkeit der dadurch ein- 
heitlicii zusummengefafsteu Sätze, sondern vor allem die widerspruchslose 
Einfügung in den Rahmen derjenigen Gesetze, welche den engeren 
Begriff beherrschen. Herr Reye hat in seinem Lehrhuche (Geometrie 
der Lage, I, 4. Aull.. 1809, S. 197) die von Herrn Sturm vorgeschlagene 
Begritijserweiterung nicht angenommen; er bleibt dabei, dafs Hyperbeln 
mit derselben Durchmesser-LiTolatioii nur dann ähnlich sind, „wenn sie 
in demselfMn Asymptoten '^Hnkel li^en''. Übrigens hst an dieser 
Stelle das Woit homothetiseh eine andere Bedeatnag als bei den 
fransSsisdien Antoren, wodurch die Klarheit auf diesem Gebiete aber^ 
mals enchwert wird. 

Berlin, 19. Juni lÜOl' 

1) In Aaknapfmig ui diem Beaierkiii^ des Hem Sturm iit m fiillflidit 
am Platsef auf den Sats hmmweiiai: Pamllele Ebenen schneiden eine Flkfae 

iweitcr OrdnOQg in ilhnlicben und Umlidi li<!genden •Kegelschnitten. Der Sak 
vedangt, dafs man den I^egriff der Ähnlichkeit ,,im weiteren Sinne" auffas(»<». 
Vielleicht bat gerade die „bequeme" Fassung dieses viel gebrauchten Satzes dazu 
mitgewirkt, der von dem Ilerra Verf. der vorliegenden Note mit Recht gerügten 
Ungenaoiglceit des AtudmelEi BOigertecht in dem SpiacligebKaache der IDithe- 
matik TM verhcliaffen. Jedenfalls sollte aber stets auf die Erweiterung des Be- 
griffes der Ähnlichkeit in ihm aufnierlisam gemacht werden; so sind z T5 1>eim 
hyperbolischen Paraholoid / a — / 6 — 2« die zur ,/ y- Klierie iianillt^leii 
ebenen Schnitte nur „im weiteren Siuue" für |>ofiitive und negative Abstände von 
der «y-Kbme ab Uuilich m beniehnea. üm swel der bdannteaten Werke an- 
zuführ L'ii, in denen ein derartiger Hinweis fehlte nennen wir Hagens Synopsia, 
Hd II, S. 328 (1B04) im 1 ^ almon-FiedUis Analytische Geometrie des Banmes, 
6. Aufl., I. Teil, S. 1)4 iifsyis;. 

0. Hesse dagegen drückt sich in seinen „Vorlesungen über analytische 
Qeometrie de« Bamnes insbesondere Aber Obetflaehen aweiter Ordnung" (Leipzig, 
1861) S. B84 so ans: ,J*arallele Ebenen schneiden eine Obeiflftehe cwttter Ord- 
nung in ähnlichen und ähnlich liegenden Kegelschnitten. Wir yeietehea nttmlich 
unter ähnlichen Kcgelscluiitttu solche, deren Hauptachsen dasselbe VerhtUtnis 
haben, nnd unter ähniicii iiegeudeu Kegelschnitten solche, deren Hauptachsen 
panllele Itichtong haben.*' Doch ist der Sinn des leisten Satees in Besug anf 
die vorlit^nde Frage nicht ganz klar. E. Lampe. 
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Bibliotheoa Jifathematica. Zeitschrift für (jeschichte der matheiuatischeu 
Wissenschaften. Eerausgegebeu von Gustav Eueströiu iu Stockbobu. 
8. Folge. 3. Band. 476 8. IGt dem BUdniMe wen E. Beltrami als 
Titelbild, nnd den in den Text gedruckten Bildnissen von K. Petersen 
tmd 0. Se hl o in i 1 c h, sowie 18 Textfiguren. 1 90 1. Preis des Bandes M. 20. 
Es ist ein«; nicht wegzuleugnende Thatsache, dafs vielen Mathematikern 
der Sinn ftir die Geschichte ihrer Wissenschaft abgeht, und dafs es so ist, 
kauu luau auch leicht begreifen. Wer eigue Ideen hat uud Neues ündei 
oder ZQ finden glaubt, der kftminert sich höchsten« am das, was seine un- 
mittelbaren Vorginger geleistet haben, kommt aber nicht dasu, sieh mit den 
Untersuchungen aus iilteren Zeiten 7U beschäftigen, von denen er sich doch 
keinen unmittelbnTvn Nutzen für seine eigenen Arbeiten versprechen kann. 
Ks gehört iu Uer Tiiat für den, der Neaes produzieren kann, eine gewisse 
Anfopfenmg dasn, sieh in den Ideenkreis einer längst entschwundenen Zeit 
nurfickzuversetzen und mafhematischen Entwickelnngen nachzugehen, die 
vom heutigen Standpunkte ans vielfach sehr unvollkommen erscheinen, 
wenn sie auch vielleicht die Keime ausgedehnter Theorien enthalten, auf 
die wir jetzt mit Bewundemng blicken. 

Niemand wird Terlangen, dafs jeder Mathematiker nch selbst als 
Forscher mit der OescMchte der Matiiematik beschäftige, aber es sollte 
doch wenigstens keiner sich der Erkenntnis versehliefsen, dafs die Ge- 
schichte der Mathematik auch wert ist, betrieben zu werden, ja dafs sie 
betrieben werden mufs, wenn nicht bei der eben so sehr iu die Breite wie 
in die Tiefe gehenden Entwickelung der Kathematik die Überneht Aber 
das Ganse und Aber den EinflnüB der einz^en Gebiete auf Lander ganz 
verloren gehen soll, ünd dann, wie viele der landläufigen Angaben über 
die Urheber der einzelnen Sätze erweisen sich bei penauerer Betrachtung 
als irrtümlich, obgleich sie immer ein Lehrbuch vom andern abschreibt. 
Sollten nicht gerade die Mathematiker, von d^ien man sagt, sie pilegten 
ihre Behauptungen auch zu beweisen, mehr als andere das Bedflrfiiis haben, 
auch in diesem Punkte nur solche Angaben tu machen, auf die man nch 
wirklich verlassen kann? 

Erfreulicherweise ist aber doch die Erkenntnis der Wichtigkeit histo- 
rischer Studien auf dem Gebiete der Mathematik heutzutage schon viel 
weiter ▼eibreitet als noch Tor wenigen Jahrzehnten. Ein deutlidier Beweis 
dafür sind die Jahresberichte der deutschen ^fathematikervereinigung mit 
ihren zum Teil gfim. hervorragenden Referaten über die Entwickelunp ein- 
zelner Gebiete, dann uher anch das grofsartige Unternehmen der „Eucjr- 

ArcMv dar Mathematik uud Ptijtik. Iii. Koih«. JI. 88 
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klop&die der mathematischeii Wissenschaften"! das in Gestalt einer Eodifi- 
jkation d«8 gegenwärtigen Stande« der lCa1]i«matak ragleieh in gewiBBem 
Sinne eine Art Geschichte wenigsteDS der Mathematik des neunzehnten 
Jabrhundpi-ts birfff Unter diesen ümstünden braucht eine ansschlierslich 
der Geschichte der mathematischen Wissenschaften gewidmete Zeitschrift, 
wie wir sie seit zwei Jahren in der BiblioUteea MathtmcUica besitzeu, ihre 
Enstensboreehtigung meht 9tA vol befraisen, M>nd«ni «neheiBt Tielmdbr als 
«ine gerftideBa naentbehrlidie Er^biznng der übrigen mathematigeheii Zeit> 
Schriften, die ihrer gan7on Anlage naoh bistorischen Arbeite nur ansnabnifl^ 
weise Aufiiahmo gew lin- n können. 

Allerdings ist ja die Bibliotheca Mathemaiica an sich beträchtlich 
titer dieie swei Jabre, aber in Quer fMttieren Oeetalt konnte sie wagen 
ibrei ftn&erBt beschränkten Umfangs und wegen ihrer geringen Yerbreitiuig 
— gar mancher Mathematiker wuP^fp Vn^im, dafs sie vorhanden war — 
dem bestehenden Bedürfnis nicht genügen. Die Mathematiker sind daher 
der VerlagsbuchhaudiuBg von B. G. Teubner entschieden zum grölisten 
Danke ve^iflielitet, daJb sie es dam GrUnder der Bibliofheca Hathematica, 
Herrn Enestrdm, ermöglidit bai» seine Zeitschrift so zu erweitem und 
ihr einen solchen Zuschnitt zu geben, dals sie wirklich als Zentralstelle fUr 
Alles^ was auf dem Gebiete der Geschichte der Mathematik geleistet vrird, 
dienen kann. Möchte sich dieser Daxik nun auch durch die That beweisen, 
indem reebt viele Mathematiker die Bibliotheca Mathsmatica nntentatsen, 
sowohl durch Beibige als aueh ««"AiifitAii daduzeb, dalk ne m ihrsn 
Abonnenten werden. 

Der zweite Band der Bibliotheca Mathematica, der jetzt nach dem 
Erscheinen des vierten Heftes vollständig vorliegt, ist ebenso wie der erste 
dnreh Beicbhaltigkeit und Vielseitigkeit des Inhalts ansgeseiduMt Von 
gröberen AnfiAtaen ist vor allen Dingen zu nennen die ausführliche Darstel« 
Itmg, die Loria dem Leben und den mfithematischen Lei'jtnngf^n Beltramis 
gewidmet hat, das beigegebene vortreü liehe Bild Beltramis ist ein be- 
sonderer Schmuck des Bandes. Einen Nachruf an 0. Scblömilch (mit 
Bildnis) bat IL Gantor beigesteoert nnd eine Wlhrdignng der Arbeiten 
des viel zu wenig beachteten, russischen Mathematikers E. Peterson 
(1828 — 81j giebt Stäckel, ebenfalls mit einem Bildnisse. Sehr dankens- 
wert ist auch ein vom Herausgeber bearbeitetes Verzeichnis der 1881 — 1900 
Terstorbenen Mathematiker mit Angabe der Aber sie ersohienmen Nekrologe. 
Die sonatigen Anfidltse alle au&aaShlen, geht hier nicht an, ioh nenne daher 
nur einige; P. Hnltsch giebt neue Beiträge zur ägyptischen Teilungs- 
rechnung, F. Schmidt handelt über Physikalisches und Technisches bei 
Philon von Bjzauz. M. Koppe schildert die Näherungsmethoden, die 
Huygens snr Kreis- und Lo^ritiimenbflreehnung benntst hat H. Kntta 
handelt Aber elliptiBcbe nnd andern Int^jrale bä Wallis. G. Heinrich 
aeigt, dafs James Gregory in seiner „Vera circuli et hjriierbolae qua- 
dratura" (1668) thatsSehlich schon den Versuch gemacht hat, zu beweisen, 
dafs die Quadratur des Kreises nicht durch algebraische Hilfsmittel aus- 
fOhrbar ist In drei AnMtsen von t. Braunmflhl, „Historische üntev^ 
anchnng der ersten Arbeiten über Interpolation**, „Zur Geschichte der Ent- 
stehung des sogenannten Moivreschen Satzes", „Zur Cieschiehte der Trigono- 
metrie im 18. Jahrhundert**, werden Teischiedene der landläufigen, in den 



Digitized by Google 



347 



T plirbüchern immer wiederkehrenden Angaben über diese Dinge als falsch 
nachgewiesen tinrl berit^hHfcrt. In der Abhandlung: ,3pitrilpe zur Geschichte 
der Fuuktiouentkeune uu 18. Jahrhimdert", zeigt Stück ei, dals auch die 
hydrodjnaaiisehen Untersnchungen Ton Olairantf d'AUmbertf Eni er mid 
Lagrange eine ganze Reihe yon Gedanken enthalten^ die die moderne 
Theorie flrr Funktionen einer komplexen Veriiuderlichen vorlxM-pifnt haben. 
Eine nicht unwichtige praktische Frage erörtert derselbe in dein Aufsätze: 
„Wie sollen die Titel der matheomüschen Zeitschriften abgekürzt werden?^ 
Jede« Hell entiiUt ein« Babrik: ^eino Bemerirongeii nir iweiten Auflage 
von Cantort Yorlesiiiigen über die Geschichte der Ifofhematik", ein Ver- 
zeichnis neu er^i^bienener Sr^hnften nnd f»uie kurze wissenschaftlich i> Chronik. 
Auch mehrere interessante Hezensionen Ündet man; besonders erwähnenswert 
ist eine vom Herausgeber über die neue Auflage der dritten Abteilnng des 
dritten Bandet der Gantorsehen Geeeihicihte, erwUmentwerfc namentUdi des« 
halb, wail darin die Kritik mehr znr Geltung kommt, als in den bisher 
erschien enPTi Bp'jprechungen. Dafs der Herausgeber durch Beifügung eines 
Autorenregisters, eines Bachregisters und eines Namenregisters das Zurecht- 
finden auf jede nur denkbare Weise erleichtert und die Benutzbarkeit des 
Bandet nadi lUgliöUnit geifeeigart hat, war meht anders en erwarten, ee 
mnlb aber aosdrücklich crwihnt werden, denn es wäre nur zu wünschen, 
(lafs TPi-hf Herausgeber Ton Ztitschnften und auch von Büchern eich 
daran ein Beispiel nähmen. 

Mochten diese Zdlen dam beitragen, recht viele Mathematiker auf die 
BiblioÜMoa Ifollittnatiea anünerktam rat madwn, und mochten dem vor- 
liegenden Bande nodi mie andere folgen. An Stoff fehlt es ja nidit 

hapngt im Jannar 1909. F. EnaiL. 



Vorreden und Binleitnngen au klaealBOheii Worken der Mechanik: 

Galilei, Newton, D'Alembert, Lagrange, Kirchhoff, Hertz, 
Helmholtz. Übersetzt und herausgegeben von Mitgliedern der Philo- 
sophischen Gesellschaft an der Universität Wien. (IL Band der Ver- 
Ofiientlidiimgen der Philoeophuehen Oeeellediaft an der Universittt m 
Wien). Leipng 1899, GL S. M. FhaBw, Vn + 968 a 

Eine Sammlung von Vorreden? Diese etwas verwunderte Frage drängt 
sich vermutlich zuerst auf alle Lippen, wie wir sie selbst zu stellen uns 
nicht enthalten konnten. Eine Sammlung von Ansichtspostkarten ersetzt 
keine Beise, eine Sammlung von Speisefolgen keine Ifahlieit, eine Samm- 
long von Konaertietfeeln kein MasikttBck. So waren unsere ersten Oedanken; 
aber bald ergänzten sie sich dahin, dafs, wenn eine Sammlung von Ansichts- 
postkarten keine Reise i.st, sie doch die Veranlassung bieten kann, die 
Schritte da oder dorthin zu richten. Eine Vorrede, gedankenreich und in 
anmutender Sprache verfiüUi, hat nicht selten einem nenen Werke Leser 
Terachallt. üm wie viel mdir mag das bei schon berfUunteni aber daram 
doch keineswegs allgemein bekannten Werken der Fall sein, und wenn von 
denen, welche hier erstmalig die Darstellungsweisen der grofsen Förderer 
der Mechanik kennen lernen, einer oder der andere tUr das voUstHudige 
Stadium ihrer Werke gewonnen wird, so liegt darin eine Rechtfertigung 
der Sammlung. Neben Lesern mehr mittelbaren Natsen bringt die Samnt- 
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liing aber auch nTimittelbar wertvolle Kenntnisse zum Bewurstsein des Lpsers. 
Steckt dopli in den in ihr mitgeteilten Vorreden und Einleitungen eine FflUe 
feiner U»uierkuugt.'U, teilweise schon weit und breit bekannt und fruchtbar 
geworden, teilweue Tielleidit noch eines EntdeclEen lurnndf der den wahren 
Sinn emitiÜe. Qing es doch oft genug so, dafs unzählige Leser an einem 
Satze voriiber eilten, hi«? Zufall odn lihnlich geartete Giistesrichtung einen 
Leser gerade nn der Stelle verweilen hef;?, <?odnrf3 sie in ihm ihren Keim 
niederlegen konnte. Unter allen Umstanden ist es aber lehrreicher, einen 
Oedanken unTerfliLieht nnd onTerindert loennen zu lernen, wie sein Urheber 
Ilm aussprach, als in absichtlicher oder unabsichtlicher Umformung. Darum 
haben die Herren Hernusgeber sehr richtig gehandelt, indem sie hinter ihren 
Übersetzungen auch den ursprünglichen lateinischen oder französischen Wort- 
laut zum Abdruck bringen Uefsen. Als Herausgeber sind genannt die Herren 
Zindler, Sehmeidler, Sterneck, HSfler. 

Heidelberg. ________ ^ Caktob. 



H. Schubert. MatiiematiBohe Mufseetandon. Eine Sammlung von Ge> 

duldspiel^n , Kunst^^tfleken und Unterhaltungsaufgaben mathematischer 
Kutur. Zweite, stark viMiuehrte Auflage. Leipzig 1900. G. J. Göschen. 

Erster Bund: Zalil-Prohleme. 4 Mlf. 

Zweiter Band: Anürduuug»- und Wahrscheinlichkeitsprobleme. 4 Mk. 
Dritter Band: BeiW'Frobleme nnd geometrieehe Probleme. 4 ICk. 

handelt sidi hier nm kein streng wiManaehaftliches Werk, sondtoRi 

um ein Buch, in dem der Verfasser allerhand Oedanken über Dinge nieder- 
gelegt hat, die mit der Maibcinatik in Berührung stehen und mit denen 
sich jeder Gebildete oft und gern in seinen Muijsestundeu beschäftigt. Es 
sind ungeswimgene kritisch-historische Betraditnngen nnd nnteihalt^de 
Flandereien Aber alle mOglidien Probleme vaA EnnststAcke, die in einer 
auch d( iii Laien Idcht Ikfsliehen Form TOfgefühtt, erUSrt nnd «rginxt 
werden.'* 

Es ist ein Werk, wie es die Franzosen in den lUcreations mathema- 
tiqnes von £. Lncas und die Engllnder In den Mathemattcal Becreations von 
B. Ball lingst besitzen. Doch ist d«r bei weitem gr5fste Teil der vor- 
liegcnden Sammlung aus eignen Studien des in Schulkreisen sowohl wie in 
der wissenschaftllc hen Welt rühmlichst bekannten Verfassers hervorgegangen. 

Das Werk wird übrigens auch mit Vorteil für den Unterricht zu ver- 
werten sein, nnd zwar sowohl fDr das algebraische nnd arithmetiseh« wie 
für das geometrische Pensum. Aus dem reichen Jbihalt mögen einige 
Probleme hervorgehoben werden, welche nach dieser Btditung das Interesse 
der Schüler zu steigern geeignet sind. 

Erster Band: Erraten gedachter Zahlen. Vorauswissen erhaltener 
Besultate. Über sehr groTse füllen. Nenner-Probe nnd NennerkunststOck. 
Fj^agoreische nnd heronische Zahlen. Arithmetische Trogachlflsse. 

Zweiter Band: Die Spaziergänge der Pensionatsdamen. Aufgaben der 
erschwerten Überfahrt Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 
das Skatspiel. 

Dritter Buid: Gruppierung von Punkten, so dafs immer drei Ton ihnen 
in gerader Linie liegen. Der goldene Schnitt. Teilung des Kreises. Geo- 
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metrische Trugschlüsse. Die Quadratur des Kreises. Das delische Problem. 
Die TriBektioD des 'WinlcelE. IHe vierte Dimimgion. 

Bet sehlieM mit dem Wunsche, dafo das mteresiaitte und anxegoide 
Werk von recht vielen Lehrern und SchtUfwn geleem werdeUf insbesondere 
in keiner Schalbibliothek fehlen müge. 

Berlin. E. JAmom. 



K. Kuhll. Ijehrbuok der Eleiuentar-AriUimetik. 1. Teil. Zweite ver- 
besserte Auflage. Hüdboighaueen, 1900. 0. Peboldt 48 S. 

Das Lehrbaeb bandelt in dem Rahmen von 48 Seiten von den vier 

Grundoperationen und den Linearen Gleichungen mit mehreren ünbekanntsn 
nebst 7 :)lilr( irhpn Übungsaufpaben, An der Darstellung ist die knappe 
AusdruckBwei.se und das Fehlen unnötigeu Ballastes lobend zu erwähnen. 

Dem Verfasser ist ein Versehen witergelaufen, wenn er an Stelle des 
Ausdrucks „mehrgUedrige GrOften** den Ausdruck ,fkomplexe Gräften** anwendet. 

Berlin. E. Jahksb. 



fi. Schwering. Stereometrie für höhere Lehranetalten. Zweite Auf- 
lage. Freiburp i R , 1900. Herder. 56 S. M. 1,10. 

Das Buch ist mustergiltig für den stereometriscben Unterricht. Es 
zerfällt in zwei Teile. Im ersten giebt der Verfasser einen Lehrgang ^ wie 
er etwa fBr die Unter-Sekunda einer Berliner Bealsehule geeignet ist Der 
«weite Teil enthilt eine breitere Darstellung des gewöhnlichen Stereo» 

metrischen Pensums. Hier geht iler Verfasser in einem besonderen Para- 
graphen auf die Schnitte des geraden Kreiscylinders und des (geraden 
Kxeiakegels ein. Ein letzter Paragraph giebt einige Sätze der orthogonalen 
Projektion. 

Jeder Paragraph schliefst mit zahlreichen Bei^ielen und Übungsaufgaben, 
die der Verfasser der ^100 Aufgaben" interessant genug ausauwählen verstebt 
Berlin. E. Jabmeb. 



IL, Schwerins:. Trigonometrie für höhere Lehranatalten, Zweite Auf- 
lage. Freiburp i B., 1900. Herder. .^3 S. M. 1,10. 

Das Buch zerr»llt m 3 Lehr^uige. „Den amtlichen Lehi-vorschnften 
entspireehend erfolgt der wissenschafiiliobe Aulbau der Trigonometrie erst im 
dritteti und letzten Lehrgange des vorliegeoden Buchee, Auf den beiden 
früheren Stufen werden die dem Ar-j,^ ,i ^ Lernenden am meisten auffallen- 
den Umrisse des Lehrgebäudes nach und nach sichtbar." 

Referent ist mit dieser Spaltung nicht einverstanden, weil sie nach 
seiner Meinung in das trigonometrisdie Pensum Schwierigkeiten hineintrftgt, 
die ihm fremd sind. So bringt der Verfasser die zweite Definition der 
trigonometrischen Funktinnen am Kreise vom Radiiis Eins erst im dritten 
Lehrgang und erschwert sich dadurch die Klarstellung der Thatsache, dals 
der Sinus- und Cosinus-Satz auch für stumpfwinklige Dreiecke gelten. Aber 
auch Unklarheiten haften der Darstellung des YerSusers an, insofern die 
Additionstheoreme nur für spitze Winkel bewiesen, aber auch für stumpfe 
Winkel angewendet werden. 
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Im einzelnen bietet das Lehrbuch eine Fülle des Intere^anten und 
Brauchbaren, insbesondere was die Übungsaufgaben anbetrifft, weshalb das 
Stadium dtfl Buchsfl d«o Fftchgraonen nur angeiegentliehit «mpfohlao 
werden kann. 

Btrliit. E. Jabmeb. 



U. Ganter und F. Hiidio. Die analytiBohe Geometrie der Bbeii«. 

IV. Auflage. Leip/.ig IHOO, B. (1. Teubner. MTI, 180 S. 

Bei der Beliebtheit des lu der Überschrift genannten Baches dlirfen wir uns 
mit einigen Daten begnügeu. Im 35. Bande der Zeitsohrift f. Math. a. Phjs. 
freuten wir uns das 1688 ersduenene Werkehen uiueren Lesern empfdhlen 
m können. Frbniiir 1894 ist die Beieichnung der Vorrede zur 2. Auflafe, 
November 189») die der Vorrede 7.\\r 3. Anflage, welche in einer gröfseren 
Anzahl von Exemplaren als die vorhergehenden gedruckt wurde. Trotz- 
dem durften die Verfasser schon im September 1899 die Vorrede zu einer 
4. Auflage fartigatelleiL Das der neuen Auflage betgegebene alpbabetiadie 
Saehregister wird gewilk den meisten Benutsem sehr willkommen sein. 

Heidelbeilg. IL Oahto«. 



P. L. Tsehebyschefr. P. L. Tschehyseheff und eeine wiesensehaft- 

liehen LeistTingeii von A. Wassilief. Die Tschebyeolioffschen 
Arbeiten in der Theorie der Qeleukmeciiamamen von JH. Deiaimay, 
Leipzig 1900, B. G. Teubner. 70 8. 

In dem 44. Bande der Zeitsdirift t Math. n. Phys., Bisi Litter. AbÜg. 

8. 62 ist ein in französischer Sprache verfafstcs Lebensbild von Tscheby- 
sehpff hesproclion. Ebendort S ini III finilrt '^v-h eine "Darstelliinir 
der Tsuhebyscheffschen Arbeiten über GeleDkmecbauismen. Eine deutsche 
Übersetzung jenes Lebensbildes, der Abdruck jener Abhandlung sind zu einer 
kleinen SdurUt vereinigt worden, welche uns heute in httbeober AusstattoQg 
vorliegt. Auch das der französischen Ausgabe angeheftete BOdnis Tscbeby- 
soheffs in Heliogravthre ist der deutschen Bearbeitung beigegeben. 
Heidelbeiig. . IL Camtob. 



Adolf KlaxS. Die Dreiteilung und Fünfteilung des Winkolw auf dem 
Wege der elementaren Geometrie allein mit Lineal und Ziri^ei gelöst 
und dargelegt Wiesbaden 1900, Hermann Ferger. 14 8. 9 Figoren- 
tafeln. 

Der Verfasser kennt den Beschlofs der Pariser Akademie der Wissen- 
schaften von 1775, Trisektionsversuche ohne %veitere Prüfung 7.iirü( k7Aiwpispn. 
Nichtsdestoweniger hat er seiner Überzeugung nach die Aufgabe gelöst. 
Wohlwollende freunde scheint er auch su besitten, welche ihm bedeuteten, 
ein von ihm als gleidiBchenkltg angenommenes Dreieck sei thatsiehlich 
nicht gleichschenklig. Dieser besondere Einwand fruchtete bei Herrn Klas 
nicht mehr als der allgemein gehalt^^n*^ alt^:- Pariser Besehlufs. Wir unter- 
lassen weitere Bemühung ihn eines Besseren zu belehren. 

Heidelberg. H. Cantob. 
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F. Bolinert. Bbene und sphäriflohe Trigonometito. VIQ + 160 Setten 

mit 47 Textfiguren. Leipzig 1900, (lösif-lien. 

Im vorliegenden Bande III der „Samnüuug Schubert" giebt Herr 
Bohnert in Hamburg möglichst parailelgehende Behandlungen der ebenen 
und tphirisch«!! IVigmiomstrie in d«r ftblichen Anurdnimg und Uarcr, 
Ittoht &r8fiG]i€r Darstellung. Gegenttber sonstigen Lehrbfichmi d«r Trigono- 
metrie, welche in der Regel direkt als Schulbücher gelten, tritt hier der 
Übungsstoff etwas zurück. Der Verfasser hat neben die ursprüngliche Defi- 
nition der trigonometrischen Funktionen ira Abschnitt I auch deren Deutung 
durch Knrmi vaS Gmod eines rechtwinkligen Koordinatensystems gesetzt. 
Ifa kum sweaftlhaft iein, ob dies pidagogiscb glflddidi ist Auifllhrlidierefl 
Uber Kottdinatensysteme wird erst später (Abschnitt IIT) erörtert Er- 
schwerend wirkt auch noch die Unabhängigkeit der Mrirsoinboit-pn frir Ah- 
scissen- und Ordinatenachse. Man könnte es für vorteilhafter haJten, diese 
Betrachtang erst sp&ter im Verein mit der Beepreehong des Bogenmafses 
der Winkel (8. 14S, wo flhrigens der Dmokfthler stehen geblieben ist» 
daft der Winkel 0« 0' 0" in Bogenmafs gleich OJino f)05 sein soll) zu 
bringen. Hier wllrc s dann 7iif:'l»'irh leicht, dieselbe Malseinheit für beide 
Achsen zu (irunde zu legen, die Kurven für die trigonometrischen Funk- 
tionen würden dabei noch etwas bestimmter und deshalb leichter {aüsbar 
henmskeainien. FOr den eUerertten Anfimg aber hitke der Leser allein 
mit der Deatung der Funktionen am rechtwinkligen Dreieck, bez. am Kreise 
des Radius 1 zu arbeiten. Tnunerbin läfst sich über «nlrhe Fragen fstrpitcn. 
Dagegen glaube ich, dafs eine Bemerkung zu 8. 108 keinen Widerspruch 
finden wird. Die Nep ersehe Regel wird hier unter Zugrundelegung eines 
regelnUÜkigen FttnlMiks in infterlioher Weise gefikTst Bei Neper eelhst und 
m Gaufs' ^entagnunma mirificum** wird auf organischem Wege aus 
irgend Pirmin ersten rechtwinkligen Dreieck ein sphärisches Fünfeck ge- 
wonnen, umgeben von fünf rechtwinkligen Dreiecken, bei denen die fünf 
Bestimmungsstücke gerade auf alle Arten cyklisch permutiert erscheinen. 
Id dieser Neperseheo Konstruktion liegt d» Hanptreia der Lehre von den 
rechtwinkligen sphärischen Dreiecken, und sie wSre dieserhalb wirklich 
wert, ihrer Vergessenheit entrissen und zum eisernen Bestand der sphärischen 
Trigonometrie gemacht zu werden. Natürlich betrifft diese Bemerkung in 
keiner Weise die Brauchbarkeit des vorliegenden Buches, welches sich 
namentlich durch grofse VoUstftndigkeit des analytischen AttfbaQi vorteilhaft 
avsseioluiei 

Brannsehweig. Feto». 

Msz Simon. Analytiaohe Geometrie der Bbana. YII -|- 372 Seiten 

mit 96 T^rtifignren. Leipzig 1900, Göschen. 
Wenn mit dem Bande VTII der „Sammlung Schubert", analytische 
Geometrie der Ebene, auch nicht gerade eine Lücke der mathematischen 
Litteratur auagefOIlt wird, so wird man eine Darstellung der analytischen 
Geometrie aus der Peder. des hoebverehrten Yerfassen dodi gerae entgegen- 
nehmen, sumal derselbe in der Abfassung von Lehrbüchern über analytische 
Geometrie nachgerade di^ m'Uige f%ung besitzt. Zur Charakteristik des 
Buches diene vor allem die Angabe, daXs Herr Simon die projektive Be- 
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ti'achiungsweise stark in den Vordergrund rückt Dies geht so weit, da£B 
nach Absolrienmg des Kreiaes Bogleicli die prujekttve Behandlung der all- 

gemeinen Kurve zweiten Grades als Punkt- und ab Tangentengebilde 
gegebt^n wird. Daran reiht sich die projektive Erzeugung der Kegol schnitte, 
Betnichtiing der Kf gplsphnit+hfl?chpl und Keerelschnittreihen , und erst 
nun folgt last^ uut die spezielle Behandlung der „eigentlichen'^ Kegel- 

sehnitle. Die ajatonalasche Behandlung erstreoU sidi in der Haupts^e 
nur auf Gerade und Kegelaehnitte. Von höheren Kurren kommen, abge- 
sehpn von einigm wenigen allgemeiiifii Bfincrkungen , nur einige Tiesonders 
wiilitige Typen /ur Bebandhinp, nilmlieh die Cis.soide, die Kardinide, die 
Aütroide, die dreispit^ige Hypucykluide, die Lemniskaten, die Spirale des 
Arehimedes mid die Cjkloide Das Buch ist aufs reidiste mit Übungs- 
aufgaben ausgestattet; hiwin li^ sogar ein Hauptwert desselben* 

Bnumsehweig. ■_ Fncu. 

Emil Haciitzschcl. Über die verschiedenen örundlogungon in der 
Trigonometrie. Wissenschaftliche Beilage zum Jaiu-esbericht des 
KOUnisdlien Gymnanums sa Berlin. Ostsm 1900. Mit 4 Flgnreii. 
31 S. 4*^ Berlin 1900, B. Gaertner's Verlagsbuohhandlimg (Hennann 
Heyfelder). Programm No. 58. 
In der Trigonometrie werden gewisse Winkelfunktionen spitzer Winkel 
als Quotienten gewisser Strecken erklärt, und dann muHs man später den 
Obergang zu den frfiher der ErUBnmg nidit untttTworfooen Winkelfiinkftioiian 
nichtspitzer Winkel machen. Irgendwo ist dasa eine Erweiterung des Be- 
griffes der Winkelfunktion vorzunehmen, bei welcher die sogenannte Per- 
manenz der formalen (iesetze gewahrt bleibt. An welcher Stelle diese Er- 
weiterung eintritt, dürtte an und für sich gleichgültig sein. Man könnte 
& R die fOr sf^itae Winkel a, a -\- ß bewiesenen Formehi fOr sin (a -f j?) 
imd cos (o -)- ß) als allgomeingaltig ausspreohen und daraus den Wert der 
Winkelfunktionen nii-litspii/.er Winkel entnehmen. Herr Haentzscfael hat 
die Erweitemng an eine andere Stelle verlegt. Er zeigt geometrisch, dad 
fOr spitze Winkel a die vier Sätze stattänden: 

flt ff 



8in«B28in^'0OB^, 

OOS « — 1 — 2 (sin '^y, 



. nn«r 

tg tt • cotg « » 1. 

Er zeigt auTserdem wiederum geometrisch, dab in dem gleichen Winkelbereiehe 

aino* -(- COS«* = 1. 
Dadurdi nimmt die Gleichung fBr den cos« die Gestalt an: 

cos a = 2 (cos — l. 

Jetzt werden die gewonnenen Satze als Definitionen derWinkelfiinktionen })enutst, 
und mit ilii er Hilfe findet man die Bedeutung der FunkUoaen niobtspitzer Winkel. 
Heidelberg. M. Casttob. 
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Das ätiftungefest der Kaiser Wilhelm •Universität Strafsburg am 
L Mai l&OÜ. ÖtraTäburg 1900. Utiversitftts- Buchdruckerei von J. Ii. 
Ed. Heits (HeitB k Httudel). hb 8. 

EingeMhloasen swiBohtn der kancn AbBebiedorede de6 adheidend«! 
Bciktors, Professor Dr. Th. Ziegler, und einigen OediHchnis werten des Pro- 
fessors Dr. Windelband aiif den am 17. Miir/ 1900 bestatteten Kiwin 
Bruno Christo tt'el bietet die Programmschrift eine hochinteressante .iVntritts- 
rede des neuen iiektors, Professor Dr. Heinrich Weber: Über die Ent- 
widtelung mserer meduümsdtm Naiiiramdmnmff im 19. JeMmndert Auf 
80 Drnckseiten hat der Bedner «ine Hut ttbergrofse Fülle von Thatsachen 
und von Gedanken ztisamraenzudrSTipen gewufst, dem liaien einen Einblick 
in die Aufgaben der heutigen mathematischen Physik gestattend, dem Fach- 
manne geistvolle Winke bietend, wohin er etwa zu streben habe, falls die 
BoochalTeiJMwt seiner CtoieteskHIII» ihn na4di pbiloeopbiadi'inAÜiCTttliiaehen 
BalmeB fBhri Ans einon Extrakte, wie Herr Weber ihn bereitete, durch 
nochmaliges Ausziehen des Allerwesentlichsten einen Bericht zu fertigen, 
scheint uns unmöglich. Wir beschränken uns darauf, unseren Lesern 
dringend zu empfehlen, sieh mit Webers Bede bekannt zu machen. Eine 
iehaaer» Daretellung der gesdüehtiichen Entwit^ung, weldie der 8ati von 
der Ürhaltuig dw Energie im 19. Jahrlmndert dnrohgemadit hat, eine 
schärfere FaBSttng der von Heinrich Hertz teils neu aufgeworfenen, teils 
«chon beantworteten Fragen, eine feinere Würdigung der Genügsamkeit, 
welche der Autgabe der Erklärung von Ferawirkungen sich nachgradt» bei- 
gemengt hat, wird auf dem heutigen Standpunkte der Winenachaft kaum 
g^ben werden kifnnen, als Herr Weber sie in formTollMideter Sfpraidie 
geidiaffen bai 

Heidelberf . IL Castob. 

H. ScbUKter. Stereometrisohe Aufgaben. Ein Lehr- und Übungsbuch 
zum Gebrauch beim T"^nterTicbt in den oberen Kla.^en höherer Schulen. 
Mit besonderer Berücksichügung der Methoden der darstellenden Geo* 
metrie. Leipsdg und Berlin, B. 6. Teubner 1901. Portftthmng yon 
des Verfassen frflher ersohienenen geometriaehmi Aufgaben. 

Eine neue geometrische Aufgabensammlung bildet, wenn sie wie die 

vorliegende sich nicht auf ausgetretenen Pfaden bewegt, sondern neue 
Richtxingen einzuschlagen strebt, immer ein Ereignis für den mathematischen 
Schulunterricht. Gerade fttr diesen sind gute Lehrbücher eine absolute 
Notwendigkeit, wSlurend sie andererseits doch nur das Ibiterial Ikfem kSnnen 
nnd die Aoswabl und Terwertung desselben stets dem Lehrer überlassen 
bleiben mufs. Geometrische Begriffe können die SchtÜer nidA aas toten 
Buchstaben, sDndem nur aus lebendiger, klarer Anschauung gewinnen, und 
diese Anschauung zu wecken und auszubilden, ist eben die Aufgabe des 
Lehrars. Freilich wird er gerade hierin bei einer grofsen Anzahl seiner 
SchQler ein unübersleägbares Hindernis finden. So lange es sich um endliche 
ICörpor handelt, die sie wirklich vor Augen haben oder wenigstens gehabt 
haben, kann ihr Verständnis folgen, aber das abstrakt niumliche Anschauungs- 
vermögen ist ihnen verschlossen, bei uUem Fleifs und aller Mülie können 
sie nicht dazu gelangen, sich Ebenen und gerade Linien an und für sich. 
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in ihrer unbegrenzten Ausdehnung vorztist«llen Wo für den mathematiBch 
begabten Schüler das eigentliche Interesse erst anf&ngt, da stirbt es für die 
Übrigen völlig ab. Diese brauchen etwas Handliches, GreifbareSf das Reich 
der raineii Formeii ist 3ib«ii unzugfinglieh. Bs ist der Gletidberwelt des 
Hochgebirges vergloichbar, in die si(;h nur der kQhne Bergsteiger hiiiAiif» 
wagt, während sich der grofse Haiifr unter den grünen Wip«?pn und Wildem 
wohlfnhlt und die Freude an der starren, strengen Schönheit jener Höhen 
nicht verstehen kann. Er verlangt einen Platz, auf dem etwas wächst, 
eine Beuehung auf das reale, pnkfeisdie LsImo. Eine malbeiiiafiedie Er^ 
Vifipinfai^ ist ihm irertlos, wenn er sie nicht in die Wirklichkeit umsetsen 
kann. So findet er grofses Interesse an der Trigonometrie und geradp an 
Fragen, Ober die der Mathematiker rasch hinweggleitet Es wird immer 
sein Erstaunen erregen, wenn er erfUut, wie man die HQfae eines Barges 
beetinuni, ohne ihn sn besteigen, oder trie man die Entfernung sweier 
Orte messen kann, die jenseits eines unfiberschreitiiaren Flusses liegen, XL. 
a. m. Es ist eine alt« Überlieferung, die jedermann aus d^m Rchillerschen 
Epigramme kennt, dafs Archimedes wegen seiner technischen Erändungen 
allgemein angespannt nnd bewundert wurde, wfthrend er selbst sie gegentÜMr 
seinen wissensehaftüidwp Arbeäten lllr wertlos Melt „Wer am die QOttin 
freit, suche in ihr nicht das Weib!" Aber wie viele wollen denn ura die 
Göttin freien? Es kann schliefslich anch kein billig denkender Lehrer er- 
warten, dali» sich ans jedem Schüler ein kleiner Archimedes machen lasse. 
Es nnifli viebnehr seine An^be sein, das vorgescbziebene, im groisen nnd 
guisen nicht zn sehwierige nnd nmfangrsM^ Pensum so daranstaUen vaA 
einzuüben, dafs es auch von dem mathematisch Unbegabten, mit Uolber 
Hülfe des vielgerühmten hon sens, bewältigt werden kann, imd den Schüler 
nicht vor Aufgaben zu setzen, an denen er sich nutzlos stundenlang abmüht, 
weil sie seine Krifte boffirangslos flbeistdgen. 

In dieeem Sinne ist es sehr erfreulich, dab die vorliegende Aufgaben« 
Sammlung wirkliih die Möglichkeit bietet, den geometrischen Unterricht in 
einer Weise zu gestalten, die auch den schwächsten Schülern gerecht wird, 
indem sie alle Hülfismittel, die sich hio'fÜr darbieten, das Zeichnen und 
Ansreehnen TOn Zahlbeisinelen anf der einen Seite nnd andereiseits alle 
möglichen praktischen, sozusagen materiellen Anwendungen energkoh beraa- 
zieht. Die Mehrzahl der Schüler wird, um irgend einen Fall herauszugreifen, 
eine viel lebendigere Vorstellung von einem Cylinder bekommen, wenn sie 
ihn sich nach und nach aus den verschiedensten Materialien hergestellt 
denkt, einmal eis hSlseme Wabe (Aufg. IV, 10 nnd Ifta), dann als einen 
Goldbarren (lY, IIa), eine MUnze (Hb), weiter als ejUndrisches Hohlmafs 
(8), als Cvlinrlor einer Pumpe, als Rohre (9) u. 8. w. Ein Eimer ist 
immer etwas Anschaulicheros als ein abgestumpfter Kegel. V>'n Begriff des 
Volumens eines Körpers macht man sich klarer, wenn ein Hohlraum von 
seiner (Gestalt mit irgmd einem Stoffe angefttllt werden soll, wie b. B. wenn 
die IVage lantet, welche Gasmenge zur Füllung eines kugelförmigen Ballons 
von gegebenem Pu-'hmesser erforderlich ist (Aufg. VI, IIa). So sind auch 
die in grofaer Zahl gpgebenen Aufgaben, welche das Verhältnis von Ge- 
wicht und Ausdehnung betreffen, also mit dem spezihscben Gewichte zu- 
sammenhangen, -von groÜMm didaktisehen Werte. Zn den ansgeseichnetsten 
maibematiechen Aufgaben gehören diejenigen , bei denen es ftch um ein 
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Gröfstes oder Kleinstes handelt. Auch hier wird man eine gute Auswahl 
getroffen finden. Es ist z. B. recht hübsch und anschaulich, wenn ein vor- 
gelegtes, viereckiges Stück Pappe zu einem möglichst greisen, offenen 
Kutsn rasannmengebogen werden soll (IX, 86), wenn der Keigel von CTörstem 
Volumen bei Ideinoter IfatotelflSehe als Begemnesaer eiageflüurt wud (IX, 90) 
n. 8. f. 

Es liegt in Plan und Methode des Ihiches begründet, wenn der Ver- 
&886r mit konkreten Beispielen beginnt. Die allgemeinen Definitionen und 
Lebnfttae gehen nioht den Au^ben Tcmif, sondeni sind, nndidem sie en 
diesen erst entwioikelt worden, in bescmderen Abschnitten, welche die Über- 

st'hrift „ZusammcnfassTing*' tragen, systematisch zusaromongest«nt. Diesem 
durchaus üuf der modpllmäfsigen Anschamtncr und der zeichnerischen Dar- 
stellung basierten Verfahren entspricht es auch, wenn z. B. die Ebene durch 
die bekannte Eigenschaft eingeführt wird, dafe sieh in ihr durch jeden 
Punkt unendlich viele gerade Linien ziehen lassen. Denn den Beweis, den 
diese Definition erfordert, dafs es solche Flächen überhaupt giebt, denkt 
sich der Verfasser offf^nbar induktiv so geführt, daXs sich thatsächlich die 
Schneide eines Lineais auf einer ebenen Fl&che nach beliebiger Bichtung 
auflegen und nach Willkür verschieben IftM. Sonst h&tte er unbedingt eine 
einwandfreie Definition, wie die als 6. Lehrsatz im 1. Abedmitte mitgeteilte, 
wonach die Ebene der Ort aller, von zwei festen Punkten gleichweit ent- 
femt*>D Punkten ist, bevorzugt. Indessen ist das deduktive Verfahren keines- 
wegs aufgegeben. Im Gegenteil wird es dem Lehrer an der Hand des 
Buches mflhdos gelingen, Glied fftr Olied m einer Itlokenloflen Kette sn- 
sammenzufügen. Einzelnes, wie das Cavalierische Prinzip und seine Not- 
wendigkeit zur Herleitung der Volumenformel für di«^ Pyramide, überhaupt 
die Natur der Infinitesimalbetrachtung, z. B. gelegentlich der gegen Ende ge- 
gebeneu Guldinhchen Kegel, hätte vielleicht etwas stärker betont werden 
kennen. Nen nnd originell ist die Zerlegung des WOrfiBls in drei kon- 
gruente vierseitige Pyramiden mit qoadratischer Basis an Stelle der be- 
1- uiiifMn Zerlegung de*? rlrpisoitigen Prismas in drei volumengleiche, aber ni^ht 
sämtlich kongruente Tetraeder. Recht nett ist die Erläutcning des Reihen- 
begriffes durch Reihen von stereometrischen Körpern, von denen jeder &w» dem 
Ttnliergehenden in bestimmter Weise hervorgeht FraktiMsh sind die Tkbdl<m 
am Schlufs und die cum Herausklappen eingerichtete FSgoretttafel. Ob 
die für dieselbe angewandte Zentralprojektion wirklich den Vorzug gröfserer 
Deutlichkeit besitzt, darüber liefse sich noch streiten. Einzelne Ausdrucke, 
wie Inkugel und Umkugel, empfehlen sich durch ihre Kürze. 

t)beriianpt giebt dbu Batk aaf sehr besehrlnktem Banme sehr viel, 
und es ist wirklich, wie der Ver&sser in der Vorrede sagt, nicht blofs 
eine Aufgabensammlnnr sondf^rn "in richtiges Lehrbuch, das sich hoffentlich 
recht bald in weiteren Kreisen einbürgern wird. f?o wertvoll jede Ver- 
besserung auf diesem Gebiete ist, so notwendig ist es auch, dafs die Herren 
Kollegen sich dieselbe m. Nutie maeban nnd das Gute dem Besseren 
weichen latiiwi. 

Strabbuxg. H. B. TomtDUHi. 
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1. Au%aböu und Lekrsätze. Löäimgbii. 

A. Aoff^ab«!! and LehnStze. 

37. Werden durch einon festen Punkt [Q) in ri^r Ebene einer fall- 
pemHnen) Lomniscate 2 Cxeraden gezogen, welche die Kurve b«2iebungs- 
weisc in den l'unkten i\, i,, 1\, und J*j, J^^ treffen, so ist 
QP, ■ QP, ■ i^]', ■ Ql\ = Qp^ . Qp^ . Qp^ . vy>,. Dftboi find die Stracken 
^P,, QF^ etc. von gleichem oder ungleichem VoneielMii, je nachdem sie 

TOn Q ans gleich oder ungleich gprichtet sind. 

Der Satz kann ausgedehnt werden auf jede Kurve 2 >iten Grades, 
deren Gleichung / (jp, y) =» 0 in rechtwinkUgen Kaordiiiuten xy als Glieder 
der höchsten S «ten Oidnang nur den Tenn (x* -f y*y* enlhllt 

Baniutadt, den 7. Mai 1901. S. 6rin>BunNOBL 



88. Kacb der II Mkeljneschcn Regel der Trigonometrie ist fSr kleine 

Bogen X nSherungswcise: ain « « l^cos :e. Ee aoli mittels d^ Rcstgliedes 
der Maclauri nschen Reihe gezeigt werden, dafs, wenn X ein Bogen der 
ersten Quadranten ist, die Ungleichungen gelten: 

max-x fcöi» < g- '^j (8 + 30 tg*« + 15 tg*«) , 

•m* ap — JT coe * < • 
Eteigsherg i. Tfv. W. Fr. Mnn. 



39« Eft hedente den i-mal iterierten natürlichen LogarithmoB 
Ttm X. Man hilde die unendlii^e Beihe mit dem allgemeinen Oliede 

— — - — \ — , wo die ffjt(«) beliebig vorffegebene lahlentheore* 

tische Funktionen von n sind, die fflr lim tt «= ac — - sei es von unten, sei 
es YOn oben her — gegen den Grenzwert 1 konvergieren. Wann konver- 
giert und wann divergiert die Beihe? 

Königsberg i. Fr. W. Fr. Mbtsr. 
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40. Errichtet man in jedem Punkte M einer stotigen und reiktifisieir- 
baren Raumkurve die Nonnaloben« dorselben und beschreibt darin von Bf 
aus Piucn Kreis mit dem fV-ston Iiadius r, wovon ein belicbij-T Punkt mit 
m bezeichnet sei, so erhält man eine Fläche. Damit sie üinlauh sei, ist 
notwendig und bmreichend, daAi der Krflmmungsradius in kdnem Pniikte 
der gegebenen Kurve verschwindet und r das Minimum desselben, welches 
eine positive Zahl sein soll, nicht übers( breitet. Je nachdem die Kurve 
geschlossen ist oder nicht, ent>steht ein Hing oder ein durch zwei auf die- 
selbe senkrechte Kreisflächen und eine Mantelfläche begrenzter Schlauch. 
J>er Irihäit der Oberfi(kite des Binges und der der Mantelfläche des SkXkmhea 
tat das FrodvM am im m die Länge l der LeUkurve, der IiMi heider 
Kifrper das Produki aus r*» tii diese Länge.*' ^) 

Luibmck. 0. Stolss. 



41« y<m der Spitze 0 einer Kardiolde ziehe man den Radius OP nach 
••'neni beliebigen Punkte P derselben und beschreibe über OP als Dnrrli- 
niesser in einer zur Ebene der Kurve senkrechten Ebene dm Krei-^. 
Weiches ist die Gleichung der krummen Oberfläche, die durch alle kou- 
•iniierten Ereifle eneugt wird? Weldies ist du Vohunoi dieser ObexflKcbe? 

Berlin. E. Lamfb. 



B. LSsugea* 

Zu 19 (Bd. 1, B. 371) ^^Ed. Janisch^. Ersfe Lösung. In der im tulgen- 
den Beweise benutzten Fignr liegt s' zwischen AC nnd AB^ s" aufeerbalb; 
ferner ist AB' < AB^. 

Beweis: Es sei ■^SAB" = <p] die Mitten von BC und CA seien X> 
und E; der Schnittpunkt der durch Bi und Bi toi s" und s' gesogenea 
Parallelen sei P. 

Da AB' gleich and parallel BB** ist, so ist AB'i = CB'i und auch 
EBi — EBx, Nnn erbftlt man ans Dreieck AB*B[ Mofa dem Sinossatae 

M AB' ' nnAB'Bl 

— ^nB(B^ 

Es ist aber: ^ABiß' = y; sin^ii'i^,' = sin(^i;ii^' -f B'ABi) = 
'»sin(y-|-«+9) — = cos {ß — 9); AB' = AB sin 9 == 2 r sin y sin <p. 

Also: ABi = 2rsinip cos {ß - tp); A'^i' = — ^ 5,' = r sin j3 — 
— 3 r sin 9» cot — 9) r [sin /! (sin ^ — na [/I — 3 ^ r sin (fl — a 9). 
Da ^ BiPBi' - 90» und EBi - EBi, so ist EPm.EB{m,rmk{ß-5iip) 



V rmpekehrt Isf «He T,ange der erzeu^'enden Kurve pfleicb dem Quotienten 
des in Hede »tebendeu Körperiuliuitea durch den Querschnitt r'jr, braucht aliK> 
nicht dnicb den Orenzwert dieses Quotienten bei lim r»0 erkULrt zu werden, 
wie es in der That geschehen iit (t^. Jabrbucb Qber die Fortschritte der Matbe- 
matik 1»'J2, 8. 649). 

Bemerkenswerte Formeln erhält man anch noch, wenn man den Rodiua des 
in M aof die Leitkurve senkrechten Kreises eine Funktion ihres Bogens e sein l&fst. 
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Tind ^_ VEB[ - 2 PH'^Bx - 2 2? .4i?,' - 2 (« + y - 90«). M&a hat nun 

im Dreieck PDE nach dem Siiiussatxe 

Bin(J)JgP -t- DPE) ^ PE _ r%in{§-tfp) ^ Binjß — 8y) 

oder: sin DA'P • ooti>l»i; + coa DEF — — 

mitJim: cot DFL — — ä-bt« • 

Es ist aber 

< DEP'^AED + P£.Bt' - ISO« — a + 2 (a + 9> - 90») — a + 2 y, 

8111 y »in la -|- '2 

Als Z&hler dieses Bruches ergiebt sich durch Umformaog 

liji/}cofi2gp — co6|38in29 — sin;' cot« oot2 9»+ finy sina nnS^ 

— (sin ^ — sin y cos a) cos 2 9) -f- (sin y nn a — cos /3) sin 2 9» <— 

— sina cosy cos 2tp -f ooaa cos^r sinä^ ooay 8in(a + ^9)* 
Bs «rgiebt aicli danuiMh: 

cot DPÄ — - T^r-^ = cot y ; ^ DPE — y . 
Bin y Hin (oc 4- ^ 9) 

Hiernach i.st der Winkel DPE von ^ unabhängig und hat die konstante 
Grüfse y; folglich liegt Punkt P auf dorn Krei.se, der über CD als Sehne 
Ten Periphericwinkel y taTät, d. h. auf dem Feuerbacbschen Kreise. 

Prenzlao. W. Steqbiunm. 



Zu 19 (Bd. I, S. 371) (Ed. Janisch). ZweUe Lösung. Es läfst sich 
uigen, dals der gefundene Punkt — er sei mit 0 beieiehnet — derlfittalpnnkt 
einer dem Dreieck ABC unischriebencn gleichseitigen Hyperbel ist, deren 
Asymptoten die Linien OBl, ()B'{ sind. Bezeichnen wir A mit 3, B mit 
1, C mit 2, den unendlich fernen Funkt mit und den unendlich 
fernen Punkt von s" mit 5,^ und 6., so konstruieren wir nach Pascal 
die lu 9** fNunllele Asymptote der durah die Ponkte 1, 2, 3^ 4«, 5« be- 
atSmipten glw cheeitigen HypeilML Wir erhalten all Solniitlpiuikt too 

12 und 4^5, den nneadlidi feman Ponkt m» Ton BC^ ala Sduittponki 

▼on 34 und G^ol, oder also von s' mit dem Lote auf s' aus den 
Ponkt i?' als Punkt II und die Pascallinie II lil^, d. i. die Parallele durch 

B' zu BÜ trifft die T^ (CA ) im PunkU- I {Bl\ duroh den die 5.6« (die 
zu s" parallele Asymptote unserer Hyperbel) geht 

Prag. Ed. Janisou. 



% Anfragen und Antwortin. 

Zn S (Bd. I, S. 343) (W. Veitmann). Es konvergierca zwar die Ge- 
raden JTP nnd XA^ MQ und YB^ nicht aber die Ebenen XYAB und 
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MPQ. Vielmehr scitneidm sich dieselben in der zu und TB gemein- 
samen Parallelen, die auch zu MP und parallel ist Um dies einzusehen, 
ft]l6 man dM Lot MU auf XY und laate d«n Strahl MP nm dasselbe 
folieren. Er beschreibt einen Kegel, dessen Mantellinien alle zur Ebene X YAB 
parallel sind. Die Ebene MPQ liegt im InBera deaselbea, muA daber XTAB 
lehneidea. 

In der Schwierigkeit, sich dies vorzustellen, liegt das aufserordentlich 
Frappante an Heim Veltmanna Betracbtung. Die Fehler derartiger flehlflaae 
sind trotidaai aebr leicht aii&iideitoii, wenn man daa imjebtiTiaofae Bild 

des nicbteuklidischen Raumes im Innem einer Kugel betrachtet. Die den 
unendlich fernen Punkt€ti der Geraden XA, MP u. s. w. entsprechenden 
Bildpunkte e, g liegen auf der Kugelüäehe, die Ebenen xayby mpq im 
Bilde schneiden sich in ef] diese Gerade liegt im Innem der Kugel, also 
■chneidea aich in WiiUichkeit die Sbenen XÄ TB nnd MPQ im Ündlichen. 

Chariottenbiiig. 0. HBaaiiiBBBo. 



1 SpreduMil Ar die EneyUopIdlo der lathjeittfttlBfiluii Wlaseiidiaften. 

Zu I B Ib: Rationale Funktionen mehrerer Veränderlichen. 

LS. 257, Zpih IS und 17 von unten muls es heilsen gr'*^-* und Vtl 
statt j: y ' , i'^q. 

München. A. v. Bkaunmühl. 



Zu I B 2: Invariantentheorie. 

I. 8. .32M, Footnote (38 )-, for ,.de Presle, Par. Soc. math. BulL 15 (1867/' 

read „de Presle, Par. Soc. math. iiuli. lö (1Ö87)". 

Same footnote; for „Henael, J. f. Math. 118 (1894) p. 118** read 

,3ensel, J. f. Math. 113 (1894) p. 303". 
I, S. .328, Fuotnotc (-11). In the roferencc to Kroneoker'a papers in tbe 

Berlin Academy Berichte, delete the dat*- 1891. 
L ö. 32y, Footnote {42); lor „Herraite, J. f. Math. H'd (1877)" read 

^ennite, J. f. Math. 78 (1874)". 
L S. 329, Footnote (43); for „Gayley, PhiL Mag. 96, (1853)» nnd nOayley, 

Phil. Mag. (4) 6, (1853)". 
L 8. 329, Footnote (49). The referenee to Brio.sehi, Annali di Mat. 1, 

geems erroneous; there is a paper by this author Giornale di Mat. 1 

(1866) p. 26. 

I. 8. 381, Pootnote (56). Eneeer'a work ia really oovered by Weientraaa'a 

1858 paper; for Knescr fmds an orthogonal Substitution to reduce a 
quadratic form, and this is oquivalcnt to reducing a family of qoadratic 
forma ot wliich one is de/inite, as done by Weierstrass. 
I. 8. 333, Poofenote (68), for „Frobenuia, J. f. Math. 86" read „Frobenina, 
J. f. Math. 84». 

Cambridge (England). T. J. I'a. Bbomwioh. 
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Zu I 6 3a: Separation und Approximation der Wurzeln. 

L Zu Nr. 4. Ks wäre wünschenswert, wpnn hier die Litteratiir über die 
Beweise von Peseartes' Zeichenregel zusammengestellt wiirc. Foraer 
sollte der äat:<^ von lioUe äuget ülirt sein. Bei Nr. 10 ist die Arbeit 
ZU Newtons Kefhode von 8. Spitser, Wien 1851, nnerwihnt geblieben. 
Bei Nr. 14, wo die 6 räf fesche Methode auseinandergeeetst wird, dürfte 
sich ein Hinweis auf dio in der bekanuton „Sammlung von Beispielen 
zur Arithmetik und Algebra" von E. Heis (50. Aufl. 8. 359 — 364) mit 
dieser Methode vollständig durchgerechneten Beispiele als nützlich er- 
weisen. Ferner ist des Ton demselben Heis berstammende Terfiüiren 
der GleicliungsauflöBung mittelst „Teilbruchreihen" nicht envlilmt (ebenda 
8. 3.')H— 59). Zu Amnerk. 41 auf S. 44G, woselbst di • Auflösung .Lt 
trinomischcn Gleichungen erwähnt wird, ist noch zu bemerken: Stern, 
Theorie der Ketteubrüche, Berlin 1834; 8. Günther, Bericht über die 
84. Yersammlnng deatseber Pbilologen and Sehidminner zu Trier 1880 
8. 190; K E. Hoffmann, Arclüv der Math. u. Ph. 66, 1881, 8. 33; 
X^t >, Mathem Annal ii 29, 1887, 8. 141 und 148 und I8enl^rabe, 
ebfiiüa 31, 1888, Ö. aOÖ. 
München. ' A. v. BaAU.NMÜHL. 

Zu I D 8: Interpolation. 

I. 8. 817, Note 27. BUtt Boid. MAbl 11 lies Frag Arcbiv 1. 

Zfiiicb. H. BimKHARPT. 



Zn I D 8: Interpolation und I E: Differenvenreebnnng. 

I. S. 800 und 8. 918. Die litteratur ist su ergänzen durch: 
Herbert L. Bice, tihe tbeoiy and praetice of Interpolation, indnding 
meebanical quadrature and other important })rr)l)li ms ooneemed witii tbe 
tabular values of functions. Lynn, Mass., 18B9. 

Zfiricb. U. BuaKHABDT. 



Zu II A 3: Bestimmte Integrale. 

U, S. 158, In der spmikonvergenten Entwickluntj von Q{d) mufs der 
Faktor vor der Klammer e~'" statt log» beifsen. 
Innsbruck. W. Wirtingkr, 



Ans Aniafs eines Nekrologes auf Schlömilcb, der sich im letzten 
Bande der Berichte der Königl. S&chs. GeBellsehaffc der Wissensdliaften ta 
Leipadg befindet, bin iob so einigen Bemerknngen in Besag auf das B^srat 

TOn Herrn Brunei übpr bestimmte Integrale gekommen, von denen ich 
mir erlaube, die folgenden auf die Schlömilchscben Arbeiten bestkglicben 
hier mitzuteilen. 

(1) Bei AuJbBblnng der allgemeinen LebzbOober pag. 134 üsblt der 
zweite Band des Kompsodiams der bOheren Analyais, auf weldien in den 
einseinen Noten mebrfaeb bingewieaen wird, so Seite 158, 167 etc. Bei 
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dm HiDwdMD feUt die Angabe der Ausgabe. Es dflrfte als wfinsdieiiS' 

w«rt ers( iK'iiu n, dafs hkrlici eiuo Übereinstimmung mit Herrn Vofs herbei- 
g<>ftihrf wir<l. Letzterer sitieri die vierte Auflage, Herr Brunei tiiatsloh- 

Uch eiue andt're. 

(2j Bei der Aulzäliiung der Monographien pag. 136 feliit die Mono- 
graphie von SdilMleh: Analytische Stadien. Erste Abteilung. Leipzig 
1848, auf welche in dem Befierai mehrfach ohne Angabe des genauen Titels 
hingewiesen ^vird, so 163, 164 etc. 

(3) Die Bemerkung pa? 158: „0. SchlÖmilch nennt P{a) 'unvoll- 
standige Gammafunktion' und giebt fUr sie eine für kloine Werte von o» 
hranchbaxe Entwiokelnng" ist in ihrem leisten TeUe inkoirekt Schld- 
milch giebt zwar zunächst mit ganz konen Worten eine derartige Ent* 
Wickelung — dieselbe, die sich kurz vor dem /.itiortcn Sutze in dem 
Brunei sehen Referat findft und schon vor Schlömilch bekannt war, — 
bemerkt dann aber, dals diese Formel für einigermafsen gro£se x unbequem 
wird und leitet in aiuAhrlieher Wiäa» eine andere Beihe ab^ die f&i gi ufse 
Werte Ton sr gilt Hooevar bemerkt diesen Umstand in der vtm Henn 
Brunei zitierten Arbeit ganz ausdrücklich. 

f4) In der Note 68, pag. 163 mnls es heifsen 8tadien 1 § 6 statt 
Studien 1 p. 6. 

(5) In der Note 61, pag. 164 muls es heiTsen Stadien 1 p. 49 statt 
Studien 1 p. 4. 

(6) Die Note 66, pag. 65 giebt zu zwei Bomorkungen Anlafs. Die 
zitiert« Arbeit von Sehlomilch stammt aus dem Jahre 1848, aus dem- 
selben Jahre, in welches nach Herrn Brunei die Arbeit von Newman 
ftllL Unter solchen Umständen dürfte der Ausdruck „wiederfinden^^ der 
hn SchlÖmilch gebraucht wird, besser dorch einen anderen sa er- 
aefaten sein. 

Die Bemerkung „die von SchlÖmilch von der Gaufsschen Definition 
ans wiedergefunden wurde" ist unverstfindlich , da nicht angegeben wird, 
was unter einer äulchen Definition verstanden wird. Thatsächlich geht 
SchlSmilch Ton einer Litegraldarstellnng des Differentialqnotienten des 
Logarithmus der Gammafunktion aus, die Ganfs nicht als Verfasser hat. 

(7) pag. 174, Nr 14. Hier dürfte es sich empfehlen, den von SchlÖ- 
milch eingeführten Integralsinus und Tntcgralcosinus zu erwälincn, zwei 
Integrale t die eine ähnliche Struktur wie der lutegrallogarithmus besitzen 
nnd sich ancli von Bedeutung ge/.eigt haben. 

(8) pag. 180, Nr. 17. Von den Arbeiten von Scblomilch über die 
Beziehungen zwischen den bestimmten Integralen und der Heihenlehre wird 
aufser dem Kompendium nur eine kurze Notiz im dritten Bande der Zeit- 
schrift für Mathematik zitiert, die lediglich eine Ergänzung einer früheren 
sehr anirfBhiliehen Arbeit im swGlften Bande des Ardiivs der Ifatiiematik 
und Physik enthält. Diese Arbat fishlt, obgleToli das in Betradit kommende 
Resultat in ihr schon vorkommt. Ebenso fehlen weitere ausführlichere 
Arbeiten im ersten und vierten Bande der Schlömilchschen Zeitschrift, sowie 
im vierteu Baude des Archivs. 

(9) pag. 184, Note 168. Die indqpendente Darstellung der Bernonlü- 
sehen Zihlen wird in eiplixiter Weise nidit betrachtet, vielmehr werden 
nur einige Arbeiten citiert, in denen dieselbe thatsSehlich behandelt mxd, 

AnhlT d«r MallwMtlfc aad T^jrrik. HL BallM. H. S4 
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Tennuobia HitteiliiiigeB. 



Dieser UmatÄud ist schon von Herrn Saalschütz hervorgehoben worden. 
Unter den zitierten Arbeiten fehlt die Arbeit Yon Schlörnilch im 16. Bande 
des Afohiinit die in dem sitieiten Werke ron Henn Saale chfltz ebenso 
ausfOhrlich besprochen wird, \nc die Arbeiten von Laplace, Eytelwein etc., 
die Ilen- Brunei /.ItH rl, unl Ii« auch dieselbe JäedeutQiig fBr die Entwickle- 
lung der Theorie besitzen dürfte. 

Dresden.. ____ ^* | 

Zn IT A 4a: Gewöhnliche Differentialgleichungen. ' 

IL S. 212, Z. 1 — 11. Bei der Zosammenstelluug der verschiedenen Fälle, ' 
die eintreten können, wenn längs der Diakriininantpnkurve Cr — ü nur 
swei Werte von y' zusammenfallen, ist noch ein Fall hinzuzufOgen. Ist 
niodich ftlr y-p, y'-A j 

and Ettüserdem noch . 

aber y =^ g(x) keine Lösung, so ist diese Knrre entweder der Ort fOr 
Punkte, in denen IntegraUrarven einander yon höherer als 1. Ordnung 
berühren oder der Ort Ton SpÜsen mit Aqfaentangenten (Spitaen 3. Art, 

Schnabel). 

n. S. 214, Fufsnote 9i>. Es muls dort hoifsen statt „M. Bchmidt, Diss. | 
jSieben ISSÖ*" „Carl Schmidt, Dies. Qieben 1884". Diese Dissertation 

behandelt auch nicht nur, ivie in Fufsnote 90 angegeben ist, spezielle 

Gleichungen 1. Ordnung, sondern enthält allgemeine üntersurhungRn [ 
über ^inL'iiliire Lösungen, insbesondere zum ersten Male die voU- 
stAudigc analytische BehauUluug des allgemeinen Falles, wo längs der 
Diskrinunantenkorre « 0 Jfc Werte Ton rasammflofaUen, »ber 

- — y -f ä- = - 0 ist 
Mainz. Caal Schmidt. 

Zu IV. Bd^ 2. Teil: Geometrische Grundbogriffe. 

IT. S. 13, Zeile 13/14 v. o. Es heilst da: Diesen (Vektor) nennt Max- 
weU») „rotation", später "*) „cur!« des Vektors. 

Die mit 23a) bezeichnete Abhandlung aus dem Jahre 1871 ist wohl 
früher als der mit 23) bezeichnet« Troatise. Au beiden Orten 
wendet aber Maxwell den Ausdruck „curi or versiou^' an, und lehnt 
rotation in dem Aufsatz 23a) ausdrücklich ab mit den Worten: „I have 
songbt for a ward, whieh shall nevther like Botatioik) WUil or Twiil 
odmote moiion stow**. » 

Vnäanxg i/B. J. LObotb. 
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Sitsnngsberichte der Berliner MathematisclifiiL Qesellscliaft 

Haransgegeben vom Vontande der OemUsohaft. 
L SÜMMg an 8L Okiober 1901 

Anwesend sind die Herren Adler, Bdrsch, Budde, Caratheodory, 
Cwojdziiiski, Dsiobek, Firber, B. Fucbs, Ftlrle, Hamburger, 
Haenlein, HaentsBchol, Hansel, Hessenberg, Heun, Jahnke, 

Jolles, Eiehl, Kneser, Knoblauch, Koppe, Krohs, I/andau, Lewent, 
Michaelis, F. Müller, R. Müller, Opitz, Peters, Reichel, Botho, 
Schafheitlin, J. Schur, Skutsch, Steinitz, Vogler, Wallenberg, 
Weingarten. 

Durch Zuruf gew&hlt werden zum Vorsitzenden Herr Weingarten, 
znm f^'-hriftführpr Herr Knpspr (Berlin W, Schaporstr. 30), Silin Stellver^ 
treter des Schntttubrers Hkit .Jahnke. 

Wissenschaftlich« Mitteilungen; 

Herr Weingarten: Uber einen neuen Bf»weis des L&graugesohen 
äatzeä in der Theorie der Wirbelbewegungen {h. u.). 

Herr Kneser: Über die Begründung der Pt o portiena' nnd Ibnlieh* 

keitslebre in der Elementargeometne unabhängig vom AifBhiiBi^iy»A<jii 
Axiom und dem Begriff des Inkommensu^^^' In (s. u ). 

An der Diskussion beteilijiren sich die Herreu Dziobek, Kftrber, 
Hesäeuberg, Kueser, Weingarten, 

8. SHnig am 27. Nevember 1901. 
YonitK: Herr Weingarten. 

Die AnaaU der IGliglieder der OeeeUachaft betrSgt 56; anweeend 
bl Henrw. 

WiMentdialUiche IfitteUniigen: 

Herr Lampe: über eine Frage ans der Theorie da* gewnetriechen 

Mittelwerte (s. u.). 

Herr Jahnke: Über L emoines Bestimmung der Achsenricbtungen eines 

Kegelschnitts (BulL de la 8oc. Math, de Fiance 29, 217; Nouv. Ann. de 

Math. (4) 1, septembre 1901). 

Herr Landau: Über den casus irredndbilis bei knlneehen GlekhnngnL 
Herr Borsch legt das nenlieraiugegebene «iasenscdiafUiclie Tagebudi 

Ton Gauss vor. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Honsel, Heun, Hessen- 
berg, Jabnke, F. Kötter, Lampe, Landau, Steinitx 

8tta«ttg«biriohto d. Bwl. Mklh. Om. 1 
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3. Sitzung am IS. Dexenber IdOl. 

Voi-sii/; Ilm Weingarten. 
Aüwesend 40 Herren. 
Wis^j^nsrhattliche Mitteilungen: 

Herr k'. Kötter: £lamentaxer Beweis des Jftcobiscbea Kreisel- 
iheoreuis (a. u.). 

Herr Heun; Über £e Hertstdie Iffitfthimlr (s. u.)- 

Harr Hermes: Zur HentoUnng der VieMlaclie. 

An der DiefaxBsion beteOigeik tidi die Herren Hean, Eneier, Knob- 
Unch» F. Kfltter, Eeiseaer. 



Über etnen Sati der Hydiodyiaalk. 

Voo J. Weingarten. 

Der HelmhoUzsche Satz, dale ein Teilchen einer reibuugälosen 
Flftssigkeit, die unter dem ESuflnlb von Potentielkriften in Bewi^nng ist, 
zu keiner Zeit eine Rotation erlangt, wenn es zu irgend einer Zeit eine 
solche nicht besafs, ist von Helmholtz nicht einwandfrei abgeleitet worden 
Spätere Autoren wie Kirch ho ff, H. Weber haben ftir seine Ablciluug 
anstatt der von Helmholtz zum Aasgang gewählten Eulerscheu Glei- 
drangen ia» Lagrangeschen Gleidinngen der QydrodTnamik nun Ausgangs- 
pnnkte gewftbli Der Seti aelbet ist Jier ein&cb andi ans den Enleredien 
Oleichnngen zu gewinnen. 

Bezeichnen v, v, ip die Gescbwiudigkeitskomponenten dp« bewegten 
Teilchens, anfgefafst als Funktionen der rechtwinkligen Koordinaten x, y, e 
demlben und der von einem beliebigen Anfangspunkte gedlhlten Zeit <, 
nnd bildet man das Düferentiel einer wiUkArlicben Funkfcion ^ der 
Variablen ;r, < in Beaehong auf das bewegte TeUcheu wibrend eines 
Zeitelemente dt, so ediKIt men ^e Bestimmung 

dtp dtp , dtp , dtp dtp 

Sind femer p, 9, r die doppelten Botationskinnponentea desselben Tdldiens, 
n&mlich 

dv dvj dtc du du dv 

10 ergeben die Eulerschen Gruodgleichuugen zufolge der Helmboltzscheu 
ISntwickelung die Oleiehungen: 



(1) 



dp du . du . du 
da dv , dv , dv 
dr dtc , du) , dw 

idi-^Vx'^^^-^'bM' 
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Fflbii man nooh die abklkrMnde Beteiehnniig ein: 

SO ergiebt sich ohne Weitem dnrdi IMfiiaraitiattoii in Benelraiig nnf dns 
bewegte TeUehem: 

4i<f dp dtp ,dq d<p ,4r , ^ <^y ■ _ ^ 

"5r " ^1? + i« + 3* Fi t TT + « "ST + "3r 

nnd dnich Boratnutg der Gleiolningen (l) ntdi einfiudier ümlioRDUug: 
(S) TT-'^- 

Ans dieser Gleichung, die aach als eine einfache Folgerung einer bekannten 
Jacobisohen Untatanohvng «ngeeeiifin werden kun^), sidit man eofort den 
folgenden 8dhln&: 

I$t ^ eine Funktion der vier VariaHHen tf, t, wdche der Okiehmiff 

identisch genügt, d. h. bleibt q> in Beziehung nuf das hew^te Teiichm mit 
der Zeit konstant, so blribf auch du' Funktion itp derstßfen Vier Variai^en 
für rfOÄ betreyte Tcihhen mit der Znt konstant. 

Drei unter tütiander unabhängi^'e Funktionen, welche mit der Zeit ; n 
das betroffende Teilchen ihren Wert beibchalteu, sind sicher die drei Aii- 
fimgekoordinaten a, 6, e dieses Teilckeoa zu dem als Anfoogszeit gewählten 
beliebigen Zeitpunkt KnlL 

Sa stellen daher die drei Funktionen 

, da , da , da 

db . db . db 

^ Ze . de . de 

drei mit der Zeit unvertlnderliche Grülsen für das betreffende Teilchen dar. 
Sind diese GrGlsen, die offenbar die doppelten Kon^onenten der Anfangs- 
rotntion &rsfceUen, cnr Anfungsaeit Knll, so Ueiboi die Botationskcnnponenten 
Null, da die Funktionaldeterminunte der Funktionen 0, C aioltt Ter- 
achwinden kann. Dies ist der U c ' ni h oltzsche Satz. 

Verschwinden für einen gewissen Raum in allen Funkten diese Kom- 
ponenten im Anfange f so verschwinden in dem korrespondierenden Baum 
die Botationalcomponenten zu jeder Zeit, d. h. die Qesdiwindigicsilfllcompo- 
nenten können ans einem GesiAwindigksitspotential abgeleitet werden. Dies 
ist der Lagrangesche Satz. 

1) Jacobi Werk», Bd. 6, p. M— 4<. 
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ITeiB Bogrflndimg der Proporttonfl- nnd ihnliolikeitslAlire nnabliloglg 
vom ArebimedlielieB Axioiii mid dam Begriff des Inkonmansiinbdii. 

Von A. Kneger. 

L Die elementare Ihnlichkcitslehre. 
1« Wir SRgeii, xwischeii vier Btreokea a, c, d besteht die Proportioa 
(1) ath^exdy 

wenn das mit den Katheten a and h gebildete rechtwinUige Dreieck die- 

sell)en spitzen Winkel bat, ^vi»' 'las mit den Katbeten c mv\ d {rebildete, 
and zwar so, dais den Kathetcu a und c gleiche Winkel gegenüber liegen. 
Aas dieser Definition folgt unmittelbar, data die aufgestellte Proportion (l) 
ndt den fügenden glndiibedeateiid ist: 

Ferner ist klar, daTs aus den Proportionen 

a:& — c:(2, a^:d|»=c:d 

die weitere 

fl : 6 — Ol : &i 

fidgt 

Ebenso leicht sieht man, dafs dnrrh drei Hlieder einer Proportion das 
vierte unsweideutig bestimmt ist; denn z. B. aus den Proportioneo 

a:6«-*c:<i, azb ^ cid^ 

würde folgen 

also wären die rechtwinkligen Dreiecke mit den Kathetenpaaren c, d und 
c, d| gleidiiprinklig, was nach dem zweiten Eeogruenssatae d — ergiebt. 
l^dÜcb ist unmittelbar ernchUidi, daGn zu drei willkürlich gegebenen 
unter den Strecken a, 6, d wo» vierte so gefunden werden kann, dals 

die Proportion (1) besteht. 

2, Es gelte die Proportion (l) nnd sei OAB ein mit den Katheten 
a, b gebildetes rechtwiiikiiges Dreieck, sodals 

n ^ OA, h == OB. 

Man trage auf der Verlftngerung von OA über 0 hinaus die Strecke 

OD~d 

ab nnd ebenso auf der Yeriftngenuag vtm OB über 0 hinaus die Slzedie 

OC— c? 

dann ist der Vwanssatsang (1) raüolge 

OBA - ^ ODCi 

da man nun setsen kann 

'^OBA'^'^CSA, ^ ODO '^'^ ADO, 

so folgt 

OBA '•»'^ ADO, 
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Di* Strecke AC erscheint also von den Punkten B und D aus, welche auf 

derselben Seite der Geraden Ä C liegen, unter gleichem Winkel, und die vier 
Punkte Ay Bj D liegen nach einem aus den Kongroeazs&tzen folgenden 
Theorem auf einem Kreise. Daraus folgt dann weiter 

^DAC^^CBD-, 

mithin sind auch die Dreiecke DGB und in der Weise gleichwinklig, 

daÜB den Katheten OC und OD dieselben Winkel gegenüber liegen. Das 
bedeutet nach Kr. 1 aber, dafs die Proportion 

OD .OB^ OCi OA, — c:a 

beetebfe, oder auch, was nach Nr. 1 dasselbe ist, 

a : c — & : d. 

In der Proportion (1) darf man also die innwen Glieder TertAuschen. 
Schreibt man dieselbe in der Form 

m sieht man nmmittelb«r, dafo auch die &n(aeven Qlieder Tertansobt werden 

dürfen. 

Sind 0, ^, 0 irgend drei Punkte einer Genui n und liegt A 
zwischen 0 und C7, so neimen wir die Strecke OC die bumme der Strecken 
OA und AC und eetieii demgemftb 

(2) OC^ OA^ AC. 

Speziell sei 

OA^a, OB^b, AC^e, ^AOB^Wf^ 
nnd werde die Strecke 

an die Oerade OAO unter einem reebten Winkel naA denelben Seite 
angetrageo, anf waldier OB liegt Wenn dann wieder die Prop<niion 

(8) axh^ctd 

voranegesetit wird, io sind die Geraden AB und CD parallel, und der 
Schnittpunkt der letzteren mit OB^ welcher E sei, liegt anAerbalb der 
Strecke OB^ sodab 

OE ^ 05 + BE 
geeetet werden kann. Nun ist offenbar 

BE^AD^d^ 

also 

OE'^h-\-d, 

ToA der Gleiehmig (fi) »folge 

00 « a + c. 

Die Dreiecke OCB^ OAB sind femer winkelgleicb, nnd den Seiten 00, 
OA liegen gleidie Winkel gegenüber, somit folgt 

OCtOE^OAiOB 

oder 

(4) Q-^ etb •\- d^ aih^ 



Digitized by Google 



6 



SiUmgaberidite der Barifner Hathemfttucli«n Ggicllachaft 



eine Proportion, die somit als Folge der Proportion (3) erwiesen iat Um- 
gekehrt folgt diese, wie die Figur unmitteHMa* lehrt, aus der Voraussetzung (4). 

4. Jetzt seien zwei beliebige gleichwinklige Dreiecke gegeben j zwei 
Winkel in mnem Ton ilmeii rnSgen halliiert w«rd«i und die Hallnenuigs- 

linicn sich in einem Puukta Q schneiden, der von allen drei Seiten den 
ALstaud r hat. Eiue Seite dieses Dreiecks sei a; sie werde durch das 
vom Punkte Q gefällte Lot in die Abschnitte n^ und zerlegt. Die 
analoge Konstruktion am zweiten Dreieck ergebe den Punkt der von den 
Seiten den Abstand r* liat; die Seite a* liege dem gleichen Winkel wie a 
gegenüber und werde in die Abschnitte a\ und a\ sarlegti von denen a\ 
im Scheitel eines gleichen Dreiockswinkels wie endige. Daun hat da.s 
rechtwinklige Dreieck mit den Katheten r und denselben der Strecke r 
gegenüberliegenden Winkel wie das mit den Katheten r' und a\ gebildete 
gegenflber der Strecke r'\ aJio folgt nach Nr. 1 

r : Oj = r' : a'i 

oder nach Nr. 2 

r 8 r' — flj : a\. 

fibenso ngielt sich 

r : r' : a'|, 

also 

und nadi Nr. 8 

Ol + Ol : «'i + o j — «1 1 a'i — r : r' 

oder, da offenbar die Gleichungen 

a - Ol + o,, a' — a'i + a\ 

gelten, 

Sind die übrigen Paar(> gleichen Winkeln gegenüberliegender Seiten b, b' 
und c, c', 80 ergiebt sich ebenso 

b :b' = r ir\ e x c' r : r\ 

und hieraus folgt 

a : a' =^ b : b\ fl : et' «= c : f'; 

a : 6 = a' : 6', a'.c=^aic. 

In winkelgleichen Dreiecken sind also irgend zwei Seiten des einen Dreiedv 
denjenigen Seiten des andern, welche den gleichen Winkeln gegenüberliegen, 

proportional. 

5. Speziell folgt aus dem erhaltenen Resultat, dals auf den Schenkeln 
eines Wiidcels dnreh Parallele fffoportionale Strecken abgesehnitten werden. 
Tilgt man xungekebrt bei der yoranssetrang 

a: 6 » e: d 

auf dem einen Schenkel eines Winkels die Strecken 

a — OAf € — OC, 
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n&ch einer und derselben Seite ab, ebenso auf dem anderen Schenkel nach 
einer Seite die Strecken 

und zieht durch C eine Parallele zu ÄB, welche den Schenkel OB in 
schneide, so liegt dieser von 0 aus in der Bichtang OB^ und es ergiebt 
rieh nadi Nr. 4 

— 02)^ 

c : d — c : 0D*>, 

woraus nach Nr. 1 folgt 

da nun die Punkte D und von 0 aus nach derselben Seite hm liegen, 
80 müssen äie zui^amm anfallen; die Geraden AB und CD sind somit paraUel. 

Hiennit sind die Gnmdlagen gegeben, «nf denen die gesamte Lelnre 
TOn der Ähnlichkeit der Dreiecke und Vielecke in der gewOhnHohen Weise 
entwickelt worden kann, ohne dafs der ZiüilbegxifE^ das Inkommemnurnble oder 
das Archimedische Axiom benutzt würden. 

n. Die Streekenreehnug. 

6. £ine beliebige Strecke wwda durch 1 beMiehnet; gilt dann die 

Proportion 

(6) a : 1 = X : b, 

10 nennen wir die Strecke » das Produkt ans a und b nnd setMn 

9 — ab. 

Kadi Nr. 8 folgt nun ans der angesetsten Fhiportion 

a : « » 1 : ft, 

nnd bienmi nadi Nr. 1 

bzl^xta} 

man hat also die Gleichungen 

» — da, ab ba^ 

und di« dsii^srle Multiplikation cweier Streckin ist komnutatiT. 
Es sei ÜBmeir 

y — «e»(a5)c, ß^be, U'^aB^aQfe)\ 

dann gelten die Proportionen 

(6) 6 : 1 «■ f : c, ff : 1 « y : e, a ; 1 » « : f , 

oder nach Nr. 2 . 

also nach Nr. 1 und 8 

&:s — «:y, — s:y 

oder endlieh 

xib^^tß. 
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Kombiniert man hiermit die Proportion (5), so folgt 

o : 1 =- y : #, 
«IfO xnfolg» d«r drittem Proportioii (6) 

vaA diM ergtebt nach Kr. 1 das gewOnschte Besnltat 

Die MtUtiplikati<m der Strecken ist also auch assouaiiT. 

WndlkA folgen naoh Nr. 2 und 8 ans den Propoitumen 

die Benltate 
da nmi 

so Eeigt die letxterhaltene Proportion 

und die Hvlfiiilikation ist als zur Addition distributiT erwiesen. Für beide 
OppriifioTi(?n ^i'lt(>n also bei den festgesetzteii DefinitioDeii dieeelben foimalen 

BechBungsregeln wie in der Arithmetik 

7. Es ist naili den bi8heri^''eii Entwicklungen noch nicht seibstTer» 
ständlich, aber leicht zu zeigen, dais aus der Proportion 

(7) aib'^cid 
die Gleichung 

ad^ he 

folgt Seist man nimlieli 

X mmaät ff hCt 

Bodab die Proportionen 

(8) <i : 1 = x : rf, : 1 y : c 
besteheni «o kann eine 8treeke m dmxk die Proportion 

(9) bil^m;d 
definiert wttden; dann ist 

6 : m — 1 : d, 
nnd da der «nten Proportion (8) mfolge 

aiXf^lidf 

so folgt 

(10) aix^htm, a:6 — «:«». 

Andrerseits ergiebt die Definition Ton m kombiniert mit der aweitea 
Proportion (8) 

jf : c = m i 

also aneh 

(11) ir:M»o:i 
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oder der Vomigsetzang (7) zufolge 

jrsm — <it 5$ 
also mMh der swiiiMi FropoitioB (10) 



y : m — « : IM, 



wonras nwA Nr. 1 folgt 

(12) 



Geht man nmgekehrt von dieser Gleiclrang aus und detiniert m wie 
bisher durch die Proportion (9), so ergeben sich wie oben die Resultate (10), 
(11) und M» ihnea Proportion (7), welche somit als Folge der Yorans- 
setraag (12) erscibeiiii 

Hiermit sind genflgende Hilfsmittt?! gegeben, um alle in der alge- 
braischen Geometrie vorkommeTidra Rechnungen mit StreckeTi unabhängig 
vom Archimedischen Axiom sowie von den Begriffen der Zahl^ des In- 
iMuimeiumnibelD und des PUcheninhaltB Tollstftndig durehzolBlirea. 

Literatur: Grassmann, Ausdehnungslehre von 1844, Bein geometrieehe 
Darstellung der Proportionen in der Geometrie, §§ 75 — 70. 

Hoppe, Hein geometrische Proportionslehre. Archiv der Math. u. 
Phys. (1) 62, S. 153—164. 1878. 

Knpfferi Die ItereteUimg einiger Kapitel der ElenietttaimathettMriat, 
Sitiungehericlite der NatnrfbnehergeeeUsdiaft au Dorpai, 10, Heft IX, 
S. 359—385. 1893. 

Hilbert, Grundlagen der Geometrie (Festschrift), §§ 14—17. 1899. 



Ober diüe f aus der Theorie der gtiometrisclidn Mittelwerte. 



Aufgabe, — Den Mittelwert der Krfinunnngsradien aller Normalschnitte 
in einem Punkte S einer positiv gekrfinunten Oberfläche zu finden. 

Löming. — Man beschreibe in der Tangentialebene der Obei-flkche für 
den betrachteten Punkt B um den Berührungspunkt B als Mittelpunkt den 
Kreis mit dem Radius a (von beliebiger Lange), errichte in jedem Punkte 
P dar Peripherie dieees Kreises das Lot auf der TangentialelMne und gebe 
dem Lote die LKnge r deigenigen Krflmmnngsradivs, welcher dem dnrbh 
BP gebenden Normalschnitte der Oberflilche angehört. Die Gesamtheit der 
Ro errichteten Lote gehört dem Mantel des Kreiscylindei-s an, der den Kreis 
vom Radius a als senkrechten Querschnitt besitzt. Das von den Strecken r 
besehriebene Stflcik des Mantels des Cylinders werde Iftngs des einen Haapt- 
tarttmmmigsradius aufgeschnitten und in eine Ebene ausgebreitet, so er^ 
hilt man ein ebenee Flftehenstflck von der Basis Sa« and dem Inhalte 



Von E. Lampe. 



in 
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Nun ist bekanntlich r — r^r^/ (r, + sin'^), wenn and die beiden 
Eauptkrümmongsradien sind. Mithin ist 

y — » arif- f i r- — = orr, 



oder J*' = lanYw'v Hieraus ergiebt sich die mittlere Höhe dieser Flüche 

naeb Division durch die Basis 2 a» als K'*!*!* ^^^^ 

KrOramung der Obcrflldie in B gleich dem iwipffokttii Werte des nittlereii 
Krümmungsndiiu, so wird die auf diese Weise definierte ^**™™"«g gleieb 

der Quadratwurzel aus dem Gaufsschen Krthnmnng^mars. 

Verfuhrt man in gleicher Wei.sp mit der Krürmrning 1/r jedes Normal- 
schnittes, trägt man also im Punkte P senkrecht zur Tangentialebene 1/r 
als lineare Or9be nach dnem beliebig gewfthlian Hafte auf, so erhSlt.uaii 
nach Abvrickelung des auf solche Weise «itstandeaen Mantslatitckes Ar 
die GrOfse dessdben den Ausdruck: 



Beraidinet man den IBttelwert der Erihnmang aller Notmalsduiitte dnrdi 
so erhllt man also 

die Hälfte der sogenannten mittleren Krümmung, in Übereinstimmung mit 
dm Ansiebten von Sophie Germai n. 

Wie alle Fragen aus der Theorie der geometrischen Mittelwert«, so 
hat auch die unsrige je nach der Annahme der unabhängigen Variable (in 
unserem Falle qp) unendlich viele andere Lösungen. Beschreibt man in der 
Tangentialebene eine beliebige geschlossene Kurve, wdche B einschliefst^ so 
kann man diese Enr?e als ^uis eines Clünders benntsen vnd anf dessen rar 
Tangentialebene senkrechten Erzeugenden die Werte von r nach derselben 
Weise wne oben beim Kreiscylinder auftragen. Jede solche Kurve er- 
giebt im allgemeinen einen anderen Mittelwert. Aufser dem oben be- 
nutzten Kreise um B als Zentrum empfiehlt sich die Dupinsche Indikatrix, 
die anf elliptisdie Integrale flkbri Als Knrioaum, das aneh ohne Dureh* 
ftthmng der Rechnung leicht Terstttndlich ist, mflge folgender Fall erwifaBt 
werden. In der Tangentialebene von B zeichne man beiderseitig von B 
den Kadins i\ in dem Schnitte der zugehörigen Normal ebene, also 
£JBj = BJi^= rj und sdehe durch B^ und B^' Senkrechte zu BB^ und 
^IZj'. Diese beiden Parallelen kflnnen als geeofaloesene Karre um ^ be* 
trachtet werden. Für sie folgt als Ifiitolwert aller Radien r der Wert r,. 

Eine von der vorigen Lösung verschiedene erhält man, wenn man 
in der Tangentialebene jeden Wert von r längs des Schnittes der zu- 
gehörigen Normalebene aulträgt. Die jEndpunkte der Radien bilden eine 
Knrre mit der Polar^eiebnng 



r — 
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Der Inhalt dieser Knnre ist 




oder wie mau leicht findet 



Setzt man diewn FULeheninhalt gleidi dem eines Kr^es vom Radius ^, so 
kann man 9 als Ifittelwert aller Badian r definieren. Da nnn 



ist, 80 ergiebt sich hier q als geomotrischos Mittel zwischen dem geo* 
metrischen und dem arithmetischen Mittel ans den beiden Hauptkrflmmimgs- 
radien. 



Sili Bow«l0 dM J«N>liJMlun fhaoniis m to Zuuunoiuttibaikitt 
«iiwr finImUwwegoiig ms den IiTflnionen zwoiar PolUBotbewegnuguL 

Ton Fritz KStter. 

Das bekannte Theorem von Jacobi, dafs sich jede Kre5f?plbewegnng 
aus den Umkehmsgen zweier konjugierteo Poimoibewegungen zusammen- 
setseo lasse, steht xwar nicht in der ersten Reihe der zaUieidien Bntr 
deckungen dieses Foraeheirs, wenn es sich um die Frachtbaikat und den 
Folgoroichtum handelt; es rückt aber sofort an diesen Platz, wenn es sieb 
am die Elegam und die überrascbende Einfachbeit des Zusammenhangs 
scheinbar weit von einander entfernt liegender Dinge bandelt 

Für dieses IWirem hat man verschiedene Beweise gegeben. Einige 
dieser Beweise, welche die Übereinstimmung der fonnelnüUsigen Darstellung 
der beiden zu vergleichenden Bewegungen als Hauptstück enthalten, führen 
zwar die Richtigkeit des Theorems umiiittelbar vor Augen, bleiben aber 
dennoch anbefriedigend, weil sie die inneren Ursachen der Übereinstimmung 
niidit berflliieo. 

Ohne die endglUtige Dantelluag dnich «Iliptisolie Funktionen zu be- 
nutzen, haben Darboux und Bouth das Theorem bewiesen, indem sie 
zeigten, dafs die ( i 'Sflnvindigkeitsgröfsen bei den beiden verglichenen Be- 
wegungen in derselben Weise von der gegenseitigen Lage abhängen. 
W&hrend aber bei Routh mehr die formelmäMge Übereinstimmung betont 
wird, hebt Darboux henrw, dab der Ausdmck für das Quadrat der Ge> 
scbwindigkeit bei der zusammengesetzten Bewegung anmittelbar die Über- 
eii'^^f imninn^ mit dem Batz von der lebendigen Kraft bei der Bewegung 
des Kugelkreisels erkennen lasse, und so in Verbindiing mit dem ümstande, 
daf^ die Konipooeuten der Geschwindigkeit nach den Hauptachsen der beiden 
gegen einander bewegten Rftume konstant sind, das Theorem sor Bvidenx 
bringe. 

Vori allen Beweisen, welche bisher für das Theorem gegeben wurden, 
jorscheint mir daher degenige von Darboux als der natürlichste. Man 



o'-V' 
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kann jedoch noch einen Schritt woit^r gehen. Der Beweis von Darbonx 
fordert für die Erkenntnis seiner Richtigkeit noch immer die Bildung der 
enten Integrale de« Kreieelproblenu. ünd wenn jene Integrale aneh stmt- 

* lieh eine weitgehende, allgemein giltige Bedeutung haben, müfste ein Beweis 
als einfacher gölten, hei welchem unmittelbar pezeigt -vvürde, dafs die zn- 
sammengesetxte Bewegung die Eigenschaft hat, welche in dem Ansatz für die 
Differentialgleichungen der Bewegung des Kugelkreisels ^um Aasdnick kommt. 
Ein volcber Äweis wurde in dem Vortrage mitgot^ilt 



Über die HarUsohe MeelukaUL 
V<m K»rl Heiin. 

In Bücksicht auf die zunehmende Bedeutung der Mechanik gebundener 
Syste&e lollen hier einige EntwicUmtgeii uis den Hertxselten „Priucipion'* 
wiedexgegelMn werden, weldie liiennit in der engsten Beriwhnwg stellen. 

Wir knflpfen an Abschnitt 7 des 'ersten Buches an, in welchem die 
kinematischrn Grundbegriffe in Bezug auf ein System definiert sind. Tlertz 
bezeichnet hier die einfachen kinematischen Vektoren, in.sofern .sie durch 
Strecken im Euklidischen Räume dargestellt sind und ihren Ausgang von 
bestimmten Massenpunkten des Systems neluiMii, als I^mmlmrvdtlorm. 
Solche sind s. B. das Moment der GkMchwindigkeit sowie der Besehleunignng 
eines Punktes mit der Masse m. Bezeichnen wir diV Komponenten der 
Elpmentargeschwindigkeit mit .r,, i,, ij nnd diejenigen der BeschleunigTing 
mit icj, i^j x^j dann kann man zunächst die skalaren auf das ganze System 
besogsnen GrSlsen 

bilden und als Viriaie der Momente der Geschwindigkeiten und der Be- 
schleunigungen bezeichnen. Von einer besfimniten Lage und Konfiguration 
und dem entsprechenden Zeitmomente aiisgehend, werden sich diese System* 
grOfhen in doppelter Webe Indem: einmal indem jeder MaSMmpnnkt iw seine 
Geschwindigkeit und Beseblemdgung weehsetty dann aber ancb indem seine 
Lage im Räume eine andere wird. Die Entwicklung der Reduktionsmethoden 
für die kinematischen Elementarvektoren ist nun unter den H5ndcn von 
Johann Bernoulli and Lagrange thatsächlich so vor sich gegangen, 
dab man die entgenannten Judenuigen ganilich ansgasehlossoi nnd das 
sweite System der Änderongen insofern als wUlkflrlidi angenommen ba>t, 
als es die Beschränkung auf unendlich kleine mit dem geometrischen Zu- 
sammenhange des materiellen Systems vertragliehe Verschiebungen gestattet. 
Das System der kinematischen Elementarvcktoren wird also infolge der 
ersten Festsetsung zu einem ^aUonärm in dem Sinne, in welchem die 
Astatik bei ihrm Betrachtungen die Ki^ftesysteme für — beliebige — Ver^ 
Schiebungen aufTafst. Die entsprechenden Virialinderangen des Gksohwin- 
digkeits- und BescUeunigungssystems sind: 

d,«, — £m («, 6xg + ;r,d a% + ^^t'^i + ^*«t + Si^if^ 
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Die Einführung der Lagrangeschfn Systemkoordinaten q^, 
an Stelle der Oartesischeu Koordinaten ergiebt Ausdrücke von der Form: 

worin 

F - ^ TV 1 ^ _ 

dq*' ^^^'^ dtdq» dqv 

bedeutet. Die kinetasehe Energie des Systeme ist definiert durch die 
Gleichung 

Hertz nennt die Gn'ifsen 1\, • • •, die Komponenten des Mo- 
mentes der Geschwindigkeit iu Bezug auf das ganie materielle Systäm und 
bezeichnet den entsprechenden Vektor — im Gegensatz zu den Elementar- 
yekftoran •~' als einen LagrftngeMheu*) Vektor. Diese Beeeiehnung übarti%t 
eich ohne weiteres auf Beschleunigungen und SjAfle. 

Wirkt also auf die Masse m eine Elementarkraft mit den Komponenten 
^1« ^'%t welche eine Elementarreaktion mit den Komponenten r^, r^, 
hervorruft) so ist für jeden Massenpunkt 

und men hat nach dem d'Alemhertacihen Frinnp die Bewegnagflgleiehiiiigeii 
in dw Form 

wenn 

das Virial der Elementarreaktionen in Bezug auf das ganze SviteTii be- 
deutet Setzt man nach Einführung der Lag ränge sehen Koordinaten 

80 kann man die Bewegv/ngagUU^iimgen des Systems auch schreiben: 

Für ein ungekoppeltes System wäre nach der Auffassung von Hertz 
natOrlicb 

Da diese besondere Voraussetzung für die Anwendungen der Mechanik 
— wenigstens TOrlftnfig < — unbequem ersebeinen kömitOi so behalten wir 

im folgenden die äufseren Kräfte bei, indem wir den Hertsschen Begriff 

der Koppelung der einzelnen Teilsysteme ohne weiteres auf dynamisch be- 
einflufstc materielle Systfn'p ausdehnen. Genau genommen ist diese ganze 
Unterscheidung gerade m der tecluiiächeu Mechanik häutig belanglos. Denn 



1) Eigentlieb fBhti Berts dieee Braeimung erst in Nr. 476 bei ErOrtening 

der dTnamiHchrn Verhältnisee ein. Es liegt jedoeh kein Qrond vor, in der £ne- 
matik eine andere Tenninologie zu benutzen. 
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nehmen wir etwa den Kurbelniechanisraus (Fig. l) der Dampfmaschine, so 
sehen wir, dafs die Weile Ä mit der Arbeitsmaschine, der Kreuzkopf D mit 
dem System der DampfinoldiUe nad dab der ganze Mecliamsmiie mit der 
Unterlage gekoppelt ist. Diesen Verbindimgen entsprechen der Wider» 
stand der Arbeitamasohine, die treibende £raft des KeeeeldampfiBS und die 
Schwerkraft. 

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Mechanismus von n Graden der 
Freiheit vnd trennen denaelben dvndi «inen oder mehrere Schnitte in swei 

Teile. Pie freien Koordinaten 
des ersten Teilsystems seien qij 
92, • • diejenigen dos 

eweilen q'i^ gä, • • •, q'n- und 
nennen die BogehSrigen kine- 
tischen Energien E' und J?". 
Bei analoger Bezeichnung der 

übrigen korrespondierenden 
Gröfsen heifsen die Bewegungs- 
glcichungen derbeidenTeüsyBleine 




ii(f. 1. 



Alle "ElementarkrSfte haften boi dieser Auffas.sur)g an ihren ursprünglichen 
Angri&punkten und dürfen deshalb vor Auslührang des Trennschnittes 
keineewege nuh den B^In der Statik redmiert wcordwi. Die hier va- 
Ilaaigen Beduktionen weisen ohnedies dnrch Bildmig der Lagrangeachen 
Komponenten ifi', • • K„', K'i^ • • K',[ ausgeführt. 

Koppeln wir nun beide Teileysteme durch die Qleiehiuigen der Maachine 
(Hertz Nr. 531): 

(1) FM.i") =- 0, JP,(«',fl") - 0. . . Fj^\i") - 0. 

dann können die obigen n -\- n" Bewegxmgsgleichungen nicht mehr he* 
stehen. £s ist vielmehr jetzt nach dem d'Alembertschen Prinzip 

(2) d«S; + d«IB;' - 0, (cf. Herts Nr. 635) 



an aetaen lal Die Lagrangeachen Oleiehnngen nehmen alao die Fonn an; 

Sie eignen sich nicht zur BesÜmmuiig dor Bewegung des ganzen Systems 
Sind die freim Eootdinaten deaaelhen q^y , dun besteht die 

Beaiehang 

1) Im obigen Beispiele möge der Schnitt etwa bei C durch die Lenkstange 



l) Im obigen Beispiele möge der Schnitt etwa bei < 
geftthrtsein. & ist dann »»^l, »'«s, mi«< 8. 
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und die Bewiginigsgleichangen haben die Form: 

(4) ^f--«;» w.-^ 

Die Gleichungen (3) dienen lediglich zur Bestimmung der beiden Lft- 

granpesr!i«u Vektoren (7?,', 7?J, • • Bn ^ uml {E'i, £|, • • B«*). 
Beizt man nun in der Gieichung (2) üdor 

nach den Gleichungen (1) die Werte der Variationen der Koordinaten als 
Funktionen der Grdfsen Sq^^ Sq^, ■ ■ Öq^ ein, so mnÜB nach dem d'Alem- 
bertschen Prinzip für das gekoppelie System 

sein T>ie resultierende Gleidning aerflült also in ein Sjitam von n homo- 
genen linearen Gleichungen: 

luR[ + ••• + l'n.It'n + AnÄi' + + = 0, 



Dies sind die Gleichungen „zwischen den Kompouenieu der auf eine 
IfaaduBe wirkenden JÜttU ne«sh ihren Koorffimtot**, niif welolie Herti in 

Nr. 533 seiner Prinzipien liinweist Sie sind von grofser Bedentnng für 
dio tficbnischo KInctostatik, indem sie die Abhängigkeit der Komponenten 
der Schtiiftr calci ioncn von einander ausdrücken. Führt man den Schnitt 
durch ein Lager, 8o ergeben sich in derselben Weise die Komponenten der 
Ze^mreälUkmen ÜBr den betreffenden Mechanismin. 

Da.s kinetostatische Problem der Auflagerreaktionen^ welches eigentlich 
eine Variante der vorstehend behandelten Aufgabe ist, wollen wir nur für 
den einlachen Kurbeliuechanismus betrachten und uns hierbei auf die not^ 
wendigsten Andeutungen be* 
echritnken. 

Um den Mechanismns 
(Fig. 2) in den erforderlieben 
^Veiheitszustand zu versetzen, 
verschieben wir die WeUen- 
niilte A nneh Ä' enttpreehend 
den Koordinaten a^, ji^, femer 
den Kreuzkopfzapfen von D 
nach D' entsprechend den Koor- 
dinaten und drehen die 
Kolbmelange in die Lage D'£', 
80 dab tis mit der Horixon' 
tnlen den Winkel ^ bildet 

Das in dieser Weise frei gemachte System ist bestimmt durch die 
sechs Koordinaten Xq^ 0, i'- ^^ine Bewegung würde also durch 

die sechs Lagrangeschen Oleidinngen 

(6) W, = K, (v«l,2, 6) 
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insofern bestiiuiut sein, als dies ohne Angabe der AHfftPgilftgft and der 
Aniaugsgeschwindigkeiten möglich ist. 

Koppeln wir aber du Kiiit»elBystaiii mit dMn gMamten Anf lagergerüst, 
ao kaut dias im TOvÜagmdan FaUe nur durch iftiif Oleiehuigen: 

zwischen den Koordinaten geschehen, und an Stelle der Qleiohangen (6) 
treten die folgenden: 

(7) IT, -= iC, 4- ü,. (r=i.a, . ,« 

Hierdurch sind die beiden Hoaktionsrektoren {li^ == 7?^^, 72, «»• JB^) und 
J{^ = Ri=^ ^ liti^) bestimint Die Uertzscheo Gleidrangea (6) 

reduzieren sich auf eine einzige, 

Eb enohaiiit kaum ulHig henronoheban, dafii dar hier entwickelte 
Ranbtmngagang auch ohna waiterea ans dan allgameiiieB Amätam von 
Lagrange folgt, wie er sie in der Mieanigur analytique entwickelt hat. 
Hier kam es nur darauf an, 7\\ 7Pigf>n, dafs Hertz den kinetostatischen 
Betrachtungen eine we&cutiicii grulseru Aufmerkiiamkeit geschenkt hat, als 
at in dan maiaten systematischen Darstellungen der theoretischen Mechanik 
an geiohfllian pflagt, indem diasa namtntlicfa nach dam Yfnganga von 
Jaeobi — den Sdiwaipankt allra ainaaitig in dia Bawagnngagleidinngan 
legan. 
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